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1 Llenguatges formals 11

Capitol 1 Llenguatges formals

1.1 Introduccio

A fi de donar sentit als conceptes que introduirem a continuacid, comencarem considerant
un exemple de grafs hamiltonians." Sigui G = (V, E) un graf format per un conjunt finit
V' de vertexs 1 un conjunt E d’arestes. Sabem que un cami és una sequencia d’arestes
diferents en que el segon vertex de cadascuna (a excepcié del de 'iltima) coincideix amb el
primer vertex de 'aresta segtient, 1 en que tots els vertexs que hi intervenen sén diferents
(a excepcid, eventualment, del primer i 1"iltim). Recordem també que un cicle és un cami
en que el primer i I"iltim vertex sén el mateix. Anomenem cicle hamiltonia aquell que
passa per tots els vertexs del graf sense passar dues vegades per cap d’ells. Diem finalment
que un graf és hamiltonia quan conté algun cicle hamiltonia. A la figura 1.1 veiem dos
exemples de grafs, un de hamiltonia i un que no ho és.

E Gy

céo

OO
(O—® G.GQ‘G

Fig. 1.1 Un graf Gy hamiltonia i un graf GG3 no hamiltonia

Considerem un programa que prengui com a entrada un graf finit 1 calculi si és
hamiltonia o no. Qualsevol que sigui aquest programa, haura de partir d’una codifi-
cacio preestablerta per als grafs finits. Considerem, per exemple, la codificacié consistent
a enumerar arbitrariament els vertexs i a escriure els conjunts de vertexs i arestes com
fem a continuacio per als grafs de la figura 1.1:

Gy ((1;2;3;4:5) ((152)(154)(253)(2;5)(3;5)(4:5)))

Ga: o ((152:3;4:5;6) ((1:2)(154)(1:6)(2:3)(2;5)(3:5)(456))).

1 Podeu trobar una exposicié detallada del tema dels grafs hamiltonians a la seccié 7.2 de [CFS94]
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Observem que les codificacions de grafs grans sén, logicament, més llargues que les
de grafs petits, pero que el nombre de simbols utilitzats, quinze en total, és independent
d’aquesta llargaria. Aquest conjunt de simbols és

{<7>7(7)7;70717273747576777879}

i s’anomena alfabet de la codificacié. Qualsevol seqiiencia construida amb aquests simbols
s’anomena un mot sobre aquest alfabet. Sols una petita part d’aquests mots té sentit com
a codificacié d’algun graf. I tan sols una part molt petita (tanmateix infinita) correspon a
grafs hamiltonians. El conjunt de tots els mots que sén codificacions de grafs hamiltonians
s’anomena el llenguatge dels grafs hamiltonians. El que fa formalment el programa que
estem considerant és determinar si un mot donat pertany o no a aquest llenguatge.

Aquesta manera de formalitzar els problemes de calcul —i1 més en particular, els
problemes decisionals— és el punt de partida de la teoria de llenguatges formals. N’estu-
diarem a continuacio els conceptes basics.

1.2 Alfabets 1 mots

Un alfabet és un conjunt finit no buit, els elements del qual s’anomenen simbols. Exemples
d’alfabets comuns sén lalfabet llati de 26 simbols {A, ... |Z}, Ualfabet decimal {0, ... ,9},
lalfabet binari {0,1} i 'alfabet ASCII de 256 simbols. Utilitzem habitualment la lletra
grega X per referir-nos a un alfabet qualsevol. Donat un alfabet, un mot és una sequencia
finita de simbols juxtaposats d’aquest alfabet. La longitud d'un mot és el nombre de
simbols que el componen. Anomenem mot buit el mot de longitud zero. El representem
per A. Representem per |w] la longitud d’un mot w. Cal distingir aquesta notacio de la que
representa la cardinalitat o nombre d’elements d'un conjunt finit. Nosaltres representem
per ||C| la cardinalitat d’un conjunt C.

Anomenem submot (o també factor) d'un mot donat qualsevol subcadena de simbols
consecutius d’aquest mot. Prefixos 1 sufixos son casos particulars de submots, quan
aquests es troben al principi o al final del mot. El terme infix és sinonim de submot. Un
factor s’anomena propi quan no és ni A ni el mot considerat.

Exemple 1.1 El mot aba té el conjunt de factors segiient,

{A, a, b, ab, ba, aba},
els prefixos segiients
{A, a, ab, aba}
i els sufixos segiients

{A, a, ba, aba}.

Si w i v sén dos mots qualssevol sobre un cert alfabet X' representem per |w|, el
nombre d’ocurrencies de v com a submot de w, tenint en compte que poden haver-hi
ocurrencies superposades. Formalment, aquest nombre es pot expressar aixi:

wlo = [z | y zvy = w}.
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Exemple 1.2 Si representem per w el mot aababa tenim:

|lw| =6 |lw]e =4 |wlp =2 |w]aba = 2 |w]pba = 0.

En general, si considerem les ocurrencies de la forma |w|,, on w i a sén, respectivament,
un mot i un simbol qualssevol d’'un cert alfabet X, tenim |w| =3 v [wla.

Representem per X el conjunt infinit de tots els mots possibles sobre un cert alfabet
Y. Sovint ens caldra explorar els mots d’alguns subconjunts de ¥*. Necessitarem partir
d’algun ordre entre aquests mots que ens permeti fer 'exploraci6 sistematicament. L’or-
dre usual dels diccionaris (’anomenat ordre lexicografic) té I'inconvenient que no és un
ordre ben fonamentat, 1 no permet aplicar el metode d’induccié de manera segura sobre
subconjunts infinits de mots. En efecte, la successié de mots segiient, per exemple, és
estrictament decreixent i1 infinita,

b>ab>aab>...>a"b> ...

L’ordre que considerarem sobre X* parteix de l'ordre donat sobre Y, classifica els mots
de X* per la seva longitud i1 ordena lexicograficament els mots d’una mateixa longitud.
Aixi, per a ¥ = {a,b}, i considerant a < b, obtenim 'ordenacié seglient:

A<a<b<aa <ab<ba<bb<aaa< ...

1.3 Operacions amb mots

Concatenacio

En el conjunt de mots sobre un alfabet X qualsevol considerem 1operacié que fa cor-
respondre a cada parell de mots el mot format per la juxtaposicié del primer 1 el segon.
L’anomenem concatenacio 1 la podem expressar formalment aixi

rx X —

(w1, wy) — wy - woq,

on el punt que simbolitza I'operador se sol ometre quan no és necessari fer emfasi en ’'ope-
racio. Aixi, per exemple, si wy; =abb i wy =ba, tenim w;w, = abbba. Es immediat verificar
que es tracta d’una operaci6 associativa i que té per element neutre A. Aixi doncs, dota X~
d’estructura de monoide.? Observi’s que es tracta d’un tipus molt particular de monoide

q p p )
ja que tots els seus elements son simplificables. Recordem que, en algebra, un element x
d’un monoide M s’anomena simplificable quan satisfa les dues condicions segiients:

p q

TYy=x:2 — Yy==
Vy,ze€ M
Yy-r=z-xr — Yy =z.

2En algebra, s’anomena monoide una estructura formada per un conjunt i una operacié interna que és associativai té
element neutre. (Podeu consultar la seccié 9.4 de la referéncia [CFS94].)
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Es a dir, si I’element & apareix en una equacio multiplicant, per I’esquerra o per la dreta,
dos termes, podem simplificar I’equacio esborrant-ne 1’element « 1 reduint-la a la igualtat
entre els termes considerats. També des d’aquest punt de vista algebraic, és interessant
remarcar que l’aplicacié que fa correspondre a cada mot la seva longitud és un morfisme?
d’aquest monoide (¥*, ) en el monoide additiu dels naturals (I, 4), ja que satisfa les dues

condicions de morfisme
Ve,ye X Jr-y[=lz|+ 1yl 1 [A[=0.

Utilitzem la notacié exponencial per representar la concatenacio repetida d’un mot
amb si mateix. Aixi, per a qualsevol mot w fem

w’ =\ 1 Vi>0 wt!=ww.

Revessament

Anomenem revessat d’'un mot w el mot format pels mateixos simbols de w escrits a
I'inrevés. Representem per w® el revessat de w. Formalment,

A=A, (@raz...a,)" = ap...aza4.

Per a tot mot w, es té (w*)* = w. Un palindrom és un mot que és igual al seu revessat.
Una definicio recursiva de palindrom és la segtient:

1. X és un palindrom.

2. Tots els mots formats per un sol simbol son palindroms.

3. Si w és un palindrom, aleshores per a tot simbol a el mot awa també és un
palindrom.

4. No hi ha altres palindroms que els obtinguts per les regles anteriors.

1.4 Llenguatges. Concatenacio

Un llenguatge és qualsevol conjunt (finit o infinit) de mots sobre un alfabet determinat.
Aixi, sobre 'alfabet ¥ = {a, b, ¢} podem considerar el llenguatge format per tots els mots
que tenen el mateix nombre de a’s, b’s 1 ¢’s. Formalment,

L=Aw | |wla = |w|y = |w|.} = {A, abe, ach, bac, bea, cab, cba, . . . }.

Altres exemples de llenguatges (diferents entre sil) sén @i {A}. El conjunt * de tots els
mots sobre un alfabet X' també constitueix un llenguatge. En el cas d'un alfabet d’'un sol
simbol, anomenat aleshores uniliteral, ¥ = {a}, utilitzem la notacié «* per referir-nos al
llenguatge {a}*.

Sempre que es té definida una operaci6 entre elements d’'un conjunt, pot procedir-se
a estendre-la com a operacié entre subconjunts. D’aquesta extensié se’n diu canonica.

3Donats dos monoides qualssevol, (My,-) 1 {M>,-), amb elements neutres e; 1 ez, respectivament, una aplicacié
h: My — M5 s’anomena morfisme quan satisfa les condicions: Va,y € M1 h(z-y) = h(z) - h(y) 1 h(e1) = e2.
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En el cas de la concatenacié, passem d’una operacié entre mots a una operacié entre
llenguatges. La concatenacio de dos llenguatges és el llenguatge format per tots els mots
obtinguts concatenant un mot del primer llenguatge amb un del segon. Formalment,

VLl,Lz LlLQZ{l’y | l’ELl A yELz}

Si considerem llenguatges definits sobre un mateix alfabet Y, la concatenacio de llen-
guatges, que també és associativa, converteix* P (X*) en un monoide que té per element
neutre el llenguatge {A}.

Exemple 1.3 Siguin Ly = {a, ab,baa} i Ly = {ab,ba}. Es té
Ly Ly, = {aab, aba, abab, abba, baaab, baaba }.

Exemple 1.4 Sobre lalfabet ¥ = {a,b}, siguin: L; el conjunt de mots que tenen
exactament tantes a’s com b’s; Ly el conjunt de mots que tenen almenys tantes a’s com
b’s; 1 L3 el conjunt de mots que tenen almenys tantes b’s com a’s. Tenim

Ly =14 LiLy=L;Ly =Ly
LyLy =Ly LiLs =L3Ly =Ls
LsLs = L3 LyLy = L3Ly = X"

En molts casos és possible identificar la concatenacié de dos llenguatges amb el seu
producte cartesia. Podem observar aquest fenomen en el primer dels exemples anteriors,
en que cada mot de L;L, admet una 1nica descomposicié en un prefix de L; 1 un sufix
de Ly. Una condicié suficient perque aixo passi és que els dos llenguatges considerats
estiguin definits sobre alfabets disjunts. En canvi, no és ni necessari ni suficient que els
dos llenguatges siguin mutuament disjunts. Aixi, per exemple, tenim

{a,ab} - {b, ab} = {ab, aab, abb, abab},
en canvi,
{a,ab} - {b,bb} = {ab, abb, abbb}.

A diferencia del que passa amb el monoide (X*,-) format pels mots sobre un cert
alfabet X' en el qual tots els elements sén simplificables, el monoide format pels llenguat-
ges, (P (X*),-), no gaudeix d’aquesta propietat. Ni tant sols existeix simplificabilitat
quan només exigim aquesta propietat per un dels costats. Diem que un llenguatge L és
simplificable per la dreta quan satisfa la condicio

VLl,Lz Ll'L:Lz'L:>L1:L2.

(Simetricament, la condicié de ser simplificable per I'esquerra s’escriu amb L concatenant
per 'esquerra.) Vegem, a continuacié, un exemple d’aquesta no-simplificabilitat.

Exemple 1.5 Podem trobar exemples de llenguatges no simplificables fins i tot res-
tringint-nos al cas de llenguatges finits, com posa de manifest 'equacié segiient:

4Representem per P (C) el conjunt de parts d’un conjunt C, és a dir, €l conjunt format per tots els subconjunts de C.
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{Aa,a?}-{\a} ={\a*}-{) a}.
Es facil demostrar que una condicié suficient perque un llenguatge L sigui simplificable
per la dreta és que contingui algun mot que no sigui sufix de cap altre mot de L ni tingui
cap altre mot de L com a sufix. Deixem com a exercici demostrar que el llenguatge
{a, b, ab, ba} és simplificable (a dreta i a esquerra) tot i no satisfer aquesta condicié.

Si w és un mot de X*, escriurem generalment wl en lloc de {w}L, i Lw en lloc de
L{w}. Les igualtats segiients es dedueixen directament de la definicié de concatenacio:
L-o=o-L=g,
L-A=X-L=0L.
Analogament a com fem per a la concatenacié de mots, també aqui utilitzem la notacid

exponencial per representar la concatenacié repetida d’'un llenguatge amb si mateix. Aixi,
per a un llenguatge L fem

L°={)\} i Vi>0 L' =L'L.

1.5 Altres operacions amb llenguatges

Els llenguatges, en tant que conjunts, admeten les operacions propies dels conjunts: reu-
nio, interseccio, complementacio, diferéncia, etc. Les operacions que definim a continuacié
son, tanmateix, especifiques dels llenguatges com a conjunts de mots.

Tancament de Kleene

Anomenem tancament de Kleene (o també estrella de Kleene) d'un llenguatge L, i el
representem per L*, el llenguatge segtient

L* = UL”.

n20
Es tracta del monoide generat per L, és a dir, del llenguatge format per A i totes les

concatenacions possibles de mots de L. Es, doncs, el minim monoide que conté L.

La notacié utilitzada per al tancament de Kleene és coherent amb el fet d’haver
representat per Y* el conjunt de tots els mots sobre un alfabet Y. En efecte, Y* és
el tancament de Kleene de ¥, considerat aqui com un llenguatge els mots del qual (de
longitud 1) sén els simbols de ’alfabet. En aquest cas, es té

(2 =z =J{wez | |w=n} =2~
n20 n20
També resulta tutil introduir la nocié de tancament positiu de Kleene d'un llenguatge

Lt = UL”.

n>0

L, representat per LT, que és
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Si @ és un simbol d'un alfabet ¥, escriurem generalment a* i at en lloc de {a}* i
{a}T, respectivament.

Les propietats segiients, que se satisfan per a tot llenguatge L i que sén totes elles de
demostracio immediata a partir de les definicions anteriors, es deixen com a exercici.

L*={ApuL" (L) = (LT) = (L) =L~
LY=L Ael & Ae Lt (LYYt =L+

L'L=LL =Lt =L"Lt=L" " = {\}, ot =2
L*L*=L" pero LTLt=1L°L"

Exemple 1.6 La igualtat segiient permet caracteritzar el conjunt de mots d’un alfabet
de dos simbols. Es tracta de
{a,b}* = (a*b)*a”.

Només cal demostrar la inclusié d’esquerra a dreta, ja que la de sentit contrari és obvia,
pel fet que {a,b}* és el conjunt de tots els mots sobre l'alfabet {a,b}. Ara, tot mot de
{a,b}* pot ser presentat agrupant cada b que hi intervé amb les a’s (zero o més) que la
precedeixen. Cada un d’aquests grups és un mot del llenguatge a*b, i n’hi poden haver
zero o més. Per tant, tots els grups plegats formen un mot de (a*b)*. Cal afegir-hi les
a’s que eventualment hi pugui haver al final del mot i que no vagin seguides de cap b,
que formen part de a*.

Un raonament analeg a I'anterior permetria demostrar que també les expressions
a*(ba*)*, b*(ab*)* 1 (b*a)*b*

representen el conjunt {a,b}*.

Revessament

De manera analoga a com hem estes la concatenacié entre mots a una operacié entre
llenguatges, podem estendre als llenguatges 'operacié de revessament definida sobre mots.
Anomenem revessat d’un llenguatge L el llenguatge format pels revessats dels mots de L.
Representem per LF el revessat de L. Es a dir,

Lf ={uw" | we L}

1.6 Morfismes i substitucions®

Morfismes
L’estudi dels llenguatges formals inclou I'analisi de les caracteristiques estructurals d’a-
quests llenguatges. Des d’un punt de vista estructural, el llenguatge

Ly = {(01)"1(10)"1 | n >0}

5El lector que no estigui familiaritzat amb la teoria de llenguatges formals pot saltar-se aquesta seccié en una primera
lectura.
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és similar al llenguatge L = {a"ba™ | n > 0}, mentre que el llenguatge
Ly = {(01)"0(10)"0 | n > 0}

és similar al llenguatge L), = {aa}*b. En els capitols que segueixen veurem que L} i L}
pertanyen a categories estructurals diferents. Els conceptes que introduirem a continu-
acio tenen per objecte transformar llenguatges aparentment complicats en altres de més
senzills, tot conservant les caracteristiques estructurals que els fan similars.

DEFINICIO.  Considerem dos alfabets X 1 ¥y, Anomenem morfisme una aplicacié de la
forma

h: 57— X3

que satisfa la condicié

Va,y € X7 h(x-y) = h(zx) - h(y).

Observeu que es tracta d’un morfisme de monoides, en el sentit algebraic del terme,® entre
Y71 X%, Per tractar-se de monoides amb tots els elements simplificables, la condicié
h(A) = X es dedueix de la condicié anterior. Aquests morfismes queden completament
definits especificant els seus valors unicament sobre el conjunt finit Xy. En efecte, tot mot
w € XY que sigui diferent de A té la forma w = ay...a,, amb ay,...,a, € Y. Per tant,
resulta

h(w) = h(ay)-- - h(ay).

Exemple 1.7 Donats els alfabets ¥y = {a,b,¢,d} 1 ¥y = {0,1}, podem definir un
morfisme a partir dels valors h(a) = 01, h(b) = 10, h(c) = 011 i h(d) = 110. La imatge
per aquest morfisme del mot abbdd és aleshores 011010110110. Aquesta imatge, per cert,
coincideix amb la del mot cacab.

Com és habitual en la teoria de conjunts, podem considerar les dues extensions, directa
1 inversa, d’aquesta aplicacio sobre mots als conjunts de llenguatges entesos com a parts
de Y71 X5, Com a extensié directa tenim

hiP(X7) — P ()
h(L)y={ye X] | Jze€L y=nh(x)},

i com a extensié inversa (anomenada sovint morfisme invers),

KL P (57) — P (57
hYL)={x € I | h(z) € L}

Es facil comprovar que 'extensio directa manté el caracter de morfisme entre els monoides

P(Z:)iP(Z5). Es a dir,
h({A}) ={A} i h(L1 - Lz) = h(L1) - h(Lz).

6 A la nota 3 hem donat la definicié algebraica de morfisme.
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En canvi, el morfisme invers no és, malgrat el seu nom, un morfisme en el sentit algebraic
del terme. Es a dir, pot ser h=' ({A}) # {A\} o R7Y(Ly - Ly) # R™Y(Ly) - h~'(Ly). Ho

veurem més endavant, a ’exemple 1.10.

Exemple 1.8 Siguin ¥ = {a,b} i ¥y = {0,1}, i considerem els dos morfismes de la
forma hy, he: X7 — X3 definits aixi:

hl((l) =01 hz((l) =01
{hl(b)zll {hz(b):()().

L’aplicacié del morfisme invers hy I al llenguatge
Ly ={(01)"1(10)"1 | n > 0}
déna com a resultat
hi'(Ly) = Ly = {a"ba” | n > 0},
mentre que laplicacié del morfisme directe hy al llenguatge L, = {aa}*b déna

hy (L) = {0101}*00 = Ly = {(01)0(10)"0 | n > 0}.

Exemple 1.9 Sigui Y, un alfabet qualsevol. Estem interessats en la transformacio
que, donat un llenguatge L C X, es queda només amb els mots que resulten d’esborrar
els simbols que estan en posicions parelles dels mots de longitud parella de L. Es a dir,
que per a cada llenguatge L C X5 volem obtenir un llenguatge L' tal que

L' = {611(13 A/ LT | | a10903 ...02,_102y, € L}

Per tal de concretar les idees, suposem que X5 és un alfabet de tres simbols, Xy =
{a,b,c}. Construim un alfabet de 9 simbols (en general tindra |¥3|?* simbols), que
representem per ¥y = {1,2,...,9}. Definim ara els dos morfismes de la taula 1.1.

Taula 1.1 Dos morfismes hy I ho

be

hl(El) hz(

4

aa
ab
ac
ba
bb
be

ca

© 00~ O W -

OO O NS R R R

cc

Es facil constatar, per aplicacié directa de les transformacions indicades, que

L= by (b7 (1),
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Propietats elementals dels morfismes

Comencem fent un repas d’algunes propietats que tenen els morfismes com a meres apli-
cacions de la forma h: X7 — X7, Les férmules de la columna de I'esquerra fan referencia
a llenguatges L C X7, mentre que les de la dreta es refereixen a llenguatges L C X75.

h(l)y=0 < L=o h (o) =@

Ly C Ly = h(L) C h(Ly) Ly CL, = h™' (L) Ch'(Ly)
h(Ly U Ly) = h(Ly) U k(L) h™Y(Ly U Ly) = h™' (L) U h™Y(Ly)
B(Li N La) € h(L1) N h(Ly) W= (L0 Ly) = h™' (L) N A~ (L)

L Ch™ (h(L)) h (h‘l(L)) CL
b=t (T) = i1(D).

A aquestes propietats afegim les que es deriven de la condicié de morfisme. Acabem de
veure que

h(Ll . Lz) — h(Ll) . h(Lz),
que s’estén immediatament a qualsevol concatenacié finita,
VneN h(L")=(h(L))".
Destaquem, a més, la propietat segiient.
PrOPOSICIO. h(L*) = (Rh(L))".
DEMOSTRACIO.
h(L7)=h (U L”) = Jnrrm = hL)" = (L))
n20 n20 n20

La primera igualtat i I'ultima s’obtenen de la definicié de 'operacié estrella. La segona
és una propietat conjuntista. La tercera, finalment, requereix que h sigui morfisme. O

En canvi, aplicacio dels morfismes inversos a la concatenacio o a l'estrella de llen-
guatges no dona lloc a igualtats. Sols obtenim inclusions en un dels sentits. Es tracta de
les seguients, que son facils de verificar:

h‘l(Ll - Ly) D h‘l(Ll) . h‘l(Lz)
BN 2 (L)

L’exemple segtient illustra la inexistencia de la inclusié contraria.

Exemple 1.10 Considerem el morfisme definit per h(a) = 01 i h(b) = 10. Considerem
dos conjunts ben simples, el Ly = {0} i el Ly = {1}. Tenim

h=Y(Ly - Ly) = h=1({01}) = {a},

h_l(Ll) = h_l(Lz) = .

Semblantment, si considerem el conjunt L = {0, 1}, tenim que

en canvi,
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h=H(L) = 71 ({0,1}7) = {a, b},
mentre que

(h=1(L)" = 2" = {A}.

Substitucions

A l'exemple 1.6 hem vist com demostrar una igualtat senzilla entre llenguatges. Es trac-
tava de

(a”b)"a” = {a,b}".

Pero si la igualtat considerada és la seguent, que fa referencia a llenguatges Ly 1 Lo
qualssevol,

(L7Ly) LT = (Ly U Ly)",

la demostracio esdevé formalment molt més llarga. La utilitzacié de les substitucions, que
estudiem a continuacio, ens permetra reduir la segona igualtat a la primera.

DEFINICIO.  Siguin ¥ i ¥y dos alfabets qualssevol. Una substitucié és una aplicacié de
la forma

o X — P(X}),

que és morfisme de monoides. Es a dir, que si i y sén mots de Yrio(x), o(y)io(xy)
son els llenguatges de X5 corresponents a x, y 1 xy, respectivament, es té

o(A) = {A}

o(x)-oly) = o(ay).

Remarquem que ara o(x), o(y) i o(xy) sén llenguatges i no mots com en el cas dels
morfismes. De nou tenim aqui que, pel fet de ser X finitament generat a partir de X,
aquesta aplicacidé queda completament definida donant els valors de o sobre el conjunt finit
de simbols de ¥;. Es a dir, si X és {ay,...,a,}, una substitucié o queda caracteritzada
per n llenguatges Lg,, ..., Lqa,.

Exemple 1.11 Els arbres unari-binaris (també anomenats arbres de Motzkin, vegeu
la seccié 5.14 de [SeF96]) son arbres ordenats, els nodes dels quals tenen arietat menor
o igual que dos. Com a exemple de substitucid, considerem la que permet obtenir els
arbres unari-binaris a partir dels arbres binaris, mitjancant la substitucié dels vertexs
d’aquests ultims per cadenes unaries de vertexs.

Cada arbre binari pot ser codificat amb un mot de alfabet {0,2}, els simbols del
qual representen els nodes d’arietat zero i dos, respectivament. La codificacié de I’arbre
s’obté escrivint consecutivament els simbols dels seus vertexs recorreguts en preordre. A
la figura 1.2 donem un arbre binari i la seva codificacio.

La substitucié que permet intercalar cadenes unaries en el lloc dels vertexs és la
seglient:
o:{0,2}* — P ({0,1,2}7),
amb els valors
c(0)=Le =10 i o(2)=Ly=1%2.
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Fig. 1.2 [L’arbre binari de codificacié 2022000

En el cas de l’arbre de la figura 1.2, el conjunt d’arbres unari-binaris que es poden
obtenir a partir d’ell és el donat per 'expressio segiient:

0(2022000) = 1*21*01*21*21*01*01*0.

Un dels arbres d’aquest conjunt, obtingut a partir de substituir els vertexs b, di g
per cadenes unaries de longituds 1, 2 i 1, respectivament, s’ha dibuixat a la figura 1.3.

Fig. 1.3 L’arbre unari-binari de codificacié 21021120010

Les substitucions, que han estat definides sobre mots d’un cert alfabet Y;, poden
estendre’s als llenguatges escrits sobre aquest mateix alfabet de la manera segtient:

VEC Y o(l)=|Jo(x)={ye Z;|Iwelyco(x)}.

€L

Remarquem que es tracta d’una extensié de tipus diferent a les vistes fins aqui. (La
condicié s’escriu y € o(x), no y = o(x).) Tot i aixo, també ara és cert que aquesta
extensié és un morfisme del monoide P (X7) en el monoide P (X5). En efecte, per una

part tenim
o({A}) = o(A) = {A},
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1 per una altra,
PROPOSICIO. o(Ly - Ly) = o(Ly) - o(Ly).

DEMOSTRACIO. En efecte, Yy € X5

y€eo(ly-Ly) < JeelL; yeco(x)
< Je €Ly Jas €Ly yEo(xy- )
< de €Ly Jas €Ly yEo(xy) - o(xg)
< Jde €Ly Jry€ Ly ys€o(1) Tya€o(xa) Yy = y1ye
< Jyi1€0(Ly) Fp2€0(La) y=yiy2
<=y €o(Ly)- (L),

on la tercera equivalencia es basa en el fet que o és una substitucio. O

Exemple 1.12 Podem reprendre la substitucié de 'exemple 1.11 i estendre-la al llen-
guatge format per les codificacions de tots els arbres binaris. De la definicié recursiva dels
arbres binaris (vegeu la secci6 2.3 de [Knu68]) obtenim directament l'expressié segiient
del llenguatge associat:

Ly ={0}U{we{0,2}* | Jy,z€Lp w=2yz}.
En aplicar la substitucié definida per
o(0) =10 o(2) =12
obtenim la segiient definicié recursiva dels arbres de Motzkin:
Ly=o0(Lg) =170 U{w e {0,1,2}* | Jx€1*2 Tyz€Lp w=uayz},
que és equivalent a la seva definicié com a arbres unari-binaris,

Lym={0}U{le | v € Lm}U{2yz | y,2 € L}

Altres propietats elementals de les substitucions

Les propietats segiients es demostren, de manera similar a la que acabem d’analitzar,
simplement amb 1’aplicacié de les definicions donades.

ProPOSICIO. La substitucié de la reunid o de lestrella de llenguatges és la reunid o
Uestrella de les substitucions dels llenguatges considerats.

Formalment,
o(L1ULy) =0(L1)Uo(Ly)
o(L7) = (o(L1))".

Observem que els morfismes poden assimilar-se a un cas particular de les substitucions.
Es tracta d’identificar I'aplicacié h(x) = y amb laplicacié h(x) = {y}, és a dir, considerar
el mot imatge com el conjunt reduit a aquest mot. Feta aquesta assimilacio, les propietats
relatives a la imatge per morfisme de la reunio, la concatenacio i 'estrella de llenguatges
s’haurien pogut deduir de les propietats de les substitucions que acabem d’establir.
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Exemple 1.13 Podem ara fer la demostracié de 'equacié amb queé hem introduit el
tema de les substitucions. Per tal de demostrar que per a tot Ly i Ly, es té
(LTL2)"LT = (Ly U Ly)7,

només cal considerar un alfabet de dos simbols ¥ = {a, b} i definir la substitucié o(a) =
Ly, o(b) = Ly. D’aquesta manera, el primer membre és la imatge del llenguatge (a*b)*a*,
mentre que el segon membre és la imatge del llenguatge {a,b}*. L’aplicacié de la igualtat
de lexemple 1.6 clou la demostracio. En efecte,

(a*b)" a* = {a,b}" = o ((a*b)"a*) =0 ({a,b}")

Convé advertir, tanmateix, que aquesta traduccié entre identitats expressades amb
simbols 1 identitats referides a llenguatges només esta justificada quan les uniques operaci-
ons que intervenen en les expressions son la reunio, la concatenacié i 'estrella. No podem
fer el mateix quan hi intervenen altres operacions com la interseccid, la complementacio
o el revessament. Aixi, per exemple, si @ és un simbol d’un alfabet i L és un llenguatge
qualsevol, tenim que a = af; en canvi, en general no és cert que L = L¥.

Exercicis
1.1 Demostreu que no existeix cap mot w € {a, b} tal que aw=wb.
1.2 Siwée{a,b}” i abw=wab, demostreu que w={(ab)” per a algun nombre n > 0.

1.3 Es diu que un mot z és arrel d’un mot w quan es té que w = z” per a algun nombre n > 0.
Demostreu que la concatenacié de dos mots és commutativa si i sols si els dos mots tenen alguna
arrel en comu. Expressat formalment,

ry=yr < Iz J,j > 0=z Ay=27.

1.4 Considereu la segiient definicié recursiva del revessament de mots:
1. AR=X 2. (aw)*=uwfa,on aeXiweX”.
Utilitzeu la definicié precedent per demostrar les propietats segiients:
1. Ve, ye X* (zy)® = yfa”.
2. VLy, Ly CX* (L1L2)% = L5 I5.

1.5 Donats tres llenguatges qualssevol, A, B i (', es tracta d’estudiar la distributivitat, a dreta 1 a
esquerra, de la concatenacié respecte de la reunié i la interseccié.

1. Demostreu la distributivitat respecte de la reunié
(AUB)C = ACUBC
A(BUC) = ABU AC.
2. Demostreu les inclusions
(ANB)C C ACNBC
A(BNC)C ABN AC.

3. Trobeu contraexemples per a les inclusions reciproques.
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1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

Demostreu que una condici6 suficient perque un llenguatge L sigui simplificable per la dreta és que
contingui algun mot que ni sigui sufix de cap altre mot de L, ni tingui cap altre mot de L com a
sufix. Escrita formalment, la condicié és:

JwelVee LVy#EA zFyw AwFyz.

Per tal de constatar que es tracta d’una condicié no necessaria, demostreu que el llenguatge
{a, b, ab, ba}, que no la satisfa, és simplificable.

Demostreu que les relacions segiients se satisfan per a tot parell de llenguatges L1 i Lo.
1. (L1 U Lg)* = (L3 L3)*.
2. Ly(Lolq)* = (InL3)* Ly.
3. LTUL3 C (LU Ly)*.
4. (IyN L))" CLiN L3,

Trobeu contraexemples per a les inclusions reciproques dels dos ultims apartats.

Els enunciats d’aquest exercici fan referéncia a la relacié entre un llenguatge qualsevol 1 el seu
quadrat. Demostreu primer que els segiients se satisfan per a tot llenguatge L.

L (27) C ()
2.0 €l = LCI™
3. LCL? < el V L=go.
4. L C L < LT =1L.
5. \eL ANIL*CL — L*=1I.
6. L=1> — L=L*VIL=0.
Trobeu ara contraexemples de llenguatges L que no satisfan els enunciats segiients.
7. (L%)? C (1?)".
8. L C L — L CI2
9. LCL? — L*CL.
10. L2C L — L*C L.
1. LCL? = L*CL.

Demostreu que tot llenguatge L satisfa la igualtat (f)R = (IR).

Doneu contraexemples que posin de manifest la falsedat de cada un dels enunciats segiients:
1. LIRULRL = X~
2. LLULL = X~.
3.N¢ L = (L) =L~
4.3el = (LI} =1~

—_

Trobeu un llenguatge L C {a,b}* que contingui {a,b} i que satisfaci 'equacié L = L-LU{\}.

2. Demostreu que, en canvi, no hi ha cap llenguatge L C {a,b}* que contingui els mots a i b i
que satisfaci I'equacié L = L- LU {\}.

3. Demostreu que cap llenguatge L no satisfa 'equacié L = L- LU {\}.

Demostreu que tot llenguatge L satisfa la inclusié ((f)*) C L. Trobeu un contraexemple per a la
inclusié reciproca.

Demostreu que ’equivaléncia seglient se satisfa per a qualsevol llenguatge L.

(LL=L ANL*=1) < (LY=L AX¢gL).
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1.14 Sigui ¥ = {a,b}, sigui L ¢ X* isigui L' = (((L*) ) ) (on L€ representa el complementari de L).
Demostreu amb contraexemples (altres, pero, que L=2X") que cap de les dues inclusions entre L i
L’ no pot ser establerta amb caracter general.

1.15 Donats dos morfismes f: X7 — X3 1 ¢: X7 — X3, diem que sén iguals si f(x) = g(z) per a tot
z de X7. Com demostrarieu que dos morfismes sén iguals? Aquest és un exemple de problema de
decisié. Existeix algun algorisme de decisié que resolgui aquest problema?

1.16 Sabem que tota substitucié de la forma o: X — P (X3) s’estén a una aplicacié de la forma
o P(X]) — P (X3) que també és morfisme de monoides. Demostreu, perd, que no tot morfisme
d’aquest tipus és una substitucié.

1.17 Sigui h: X7 — X3 un morfisme qualsevol.

1. Doneu contraexemples que posin de manifest que no pot establir-se amb caracter general cap
de les dues inclusions entre h (L) i h(L), on L C Xj.
2. Demostreu que els enunciats segiients sén equivalents:
1. h és injectiu.
2. VLC Xy h(L)Ch(L).
3. VLC X h7l(h(L))=L.
4. VL1,Ly C X7 h(LiNLy) = h(L1) N A(L2).
3. Demostreu que els enunciats segiients sén equivalents:
1. h és exhaustiu.
2. VLC Xy h(L)Dh(L).
3. VLC X5 h(hML)) = L.
4. VLCXy hlil)=9o — L=2.

1.18 Donat un monoide M qualsevol, s’anomenen factors primers de M, i el seu conjunt es representa
per primers(M), els elements de M —tret de I’element neutre— que no poden descompondre’s en
producte de dos factors que siguin tots dos diferents de I’element neutre (que representem en general
per A llevat que existeixi un simbol especific per al monoide considerat). Formalment tenim

primers(M) = (M — {\}) — (M — {\})2
1. Sigui X un alfabet qualsevol i sigui £ € ¥t un mot qualsevol. Demostreu que el conjunt
M = {\ 23,25 25} U 282"
és un monoide, i que primers(M) = {23, z°}.
2. Sigui M = (ba*)". Demostreu que primers(M) = ba*.
3. Sigui M = (R, -) el monoide multiplicatiu dels reals. Demostreu que primers(M) = @.
4. Sigui M = (N, +) el monoide additiu dels naturals. Demostreu que primers(M) = {1}.

1.19 S’anomena monoide lliure aquell en que tot element diferent del neutre admet una tunica descom-

posicié en factors primers.
1. Demostreu que els monoides dels apartats 2 1 4 de ’exercici anterior sén lliures, 1 que, en canvi,
els dels apartats 1 i 3 no ho sén.
2. Demostreu que el monoide {ab, ba,a}* no és lliure.
1.20 Sigui X un alfabet. Una part ¢' C X* s’anomena codi si C' genera lliurement C*, és a dir, si tot

mot de O factoritza de manera tinica en mots de C.
1. Demostreu que ba* i {aa, ba,baa} sén codis, perd que, en canvi, {ab,ba,a} no ho és.
2. Demostreu que si C' és un codi, aleshores A ¢ C, i que Ym,n m#n — C™NC" = 2.

3. Demostreu que un conjunt C' és un codi si i solament si C* és lliure i primers(C*) = C.



1 Llenguatges formals 27

1.21 Sigui X un alfabet i sigui M C X*. Demostreu que M és un monoide lliure si i solament si el seu
conjunt de factors primers és un codi.

1.22 Donats dos llenguatges qualssevol, A i B, s’anomena residu dret” de B per A el llengnatge
A\ B ={y|Vz € A zy € B}.
Simetricament, s’anomena residu esquerre de B per A el llenguatge
B/A={xz|Vye Azyec B}

Demostreu que els tres enunciats segiients se satisfan per a llenguatges A i B qualssevol i trobeu
contraexemples per a les dues inclusions reciproques

1. (B/A) = A®\ B
2. A-(A\B) C B.
3. BC A\ (A-B).

“Trobareu una descripcio d’aquest concepte a [BeMO97]
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Capitol 2 Gramatiques incontextuals

2.1 Introduccio

La definicié de les gramatiques formals com a sistemes generatius és deguda a Noam
Chomsky, que les va introduir com a eines per modelitzar U'estructura gramatical de les
llengiies. Un dels models definits per Chomsky va ser el de les gramatiques incontextuals,
anomenades en angles context-free grammars, a les quals ens referirem sovint per mitja
de les sigles CFG. El seu us en informatica va ser motivat per la necessitat de construir
compiladors eficients per a llenguatges de programacio, 1 en aquest ambit la seva aparicid
va lligada a la del llenguatge ALGOL, fruit del treball de Backus i Naur.

Es freqiient que els textos de gramatica de cursos secundaris incloguin regles de rees-

criptura de la forma:!

(oracié) — (sintagma nominal) + (sintagma verbal) [+(sintagma adverbial}]
(sintagma nominal) — (nombre) -+ (grup nominal)
(grup nominal) — [(determinador)+] (nom) [+{complement nom)]
(complement nom) — (adjectiu) | (particula subordinant)+
({sintagma nominal}|{oracié subordinada))
(sintagma verbal) — (verb) [+(atribut)] [+{complement verbal)]
(verb) — (morfema verbal) -+ (lexema verbal)
(complement verbal) — (sintagma nominal) | (particula subordinant)+

({sintagma nominal}|{oracié subordinada)) |

(sintagma adverbial)

que, juntament amb d’altres, expressen la forma en que és possible generar o analitzar
enunciats d’un procés comunicatiu.

També és facil trobar en alguns manuals de llenguatges de programacié la definicié
sintactica d’aquests llenguatges en EBNF (forma estesa de Backus Naur). Aixi, a 'apen-
dix 1 de Wirth [Wir88], referent al llenguatge Modula-2 , apareixen entre d’altres les
especificacions seguents:

I Extret del Cap. 21 de Bapia, J. i GRiFOLL, J.: JONC. Llengua catalana. 1r. de BUP. Barcelona, Edicions 62, 1986.
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(declaracié constant) —{identificador)“="({expressié constant)
(identificador) —(lletra) {{lletra) | (digit)}
(expressié constant) —{expressié constant simple)
[(relacié)(expressié constant simple)]
<re1acic’>> ez | “p | “gs? | N | “gm | “y=? | “g=r | IN
(expressié constant simple) —[“+” | “-?]{terme constant)
{{operador additiu){terme constant}}

: : Wy w_"”
k)
(operador additiu) —“+ | | OR

etcetera.

En els dos casos es tracta de definicions generatives que corresponen a exemples
concrets de gramatiques incontextuals.

2.2 Definicié
Una gramatica incontextual és una estructura de la forma
G=(V,X, PS5

els components de la qual es defineixen a continuacio:

V és un alfabet, els simbols del qual s’anomenen variables.

- X és un altre alfabet, disjunt de 1’anterior, els simbols del qual s’anomenen ter-
minals.

- P és el conjunt de produccions que definirem tot seguit.

- S €V s’anomena variable inicial o de sortida.

El conjunt de produccions és un subconjunt finit de parells de V x (VU X)*, que escriurem
de la forma A — a,on AeViae (VUI)~

Se sol abreujar 'escriptura de les produccions agrupant en una mateixa linia totes les
que comparteixen la mateixa variable al costat esquerre, de manera que aquesta variable
s’escriu una unica vegada, seguida de la fletxa. A continuacié s’escriuen tots els mots de
(V U X)* que apareixen a la dreta de les produccions considerades, separats entre si per
una barra vertical.

Exemple 2.1 Especificacié d'una gramatica G = (V, ¥, P, S). El conjunt de variables
és V ={S,T,X,Y, Z}. El conjunt de terminals és

¥ =10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+, X, (,) }.
Les produccions del conjunt P sén

S—>X|X+S Z—-Y | YxZ
XoT|YxZ T—0]1|2[3]4|5]6]7|8]9
YT ] (X+5).
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Conveni de notacid

Per tal de facilitar la comprensié de les formulacions i d’agilitar-ne la descripcio, ens
atindrem sempre que sigui possible als criteris de notacio segiients:

a) Utilitzarem majiscules llatines (A, B, C,...Z) per representar les variables.

b) Utilitzarem mindscules llatines inicials (a, b, ¢, ... ) per representar els terminals.

c) Utilitzarem minudscules llatines finals (...w,x,y,z) per representar els mots de
terminals.

d) Utilitzarem minuscules gregues («, 3,7, ... ,w) per representar els mots sobre (VU

¥)*, que anomenarem cadenes intermedies.

Exemple 2.2 Quan ens atenim al conveni de notacié que acabem d’esmentar, i si
reservem el simbol S per a la variable de sortida, podem descriure una gramatica sense
fer res més que especificar-ne el conjunt de produccions. Aixi,

S — aBS | bAS | A
A—bAA | a
B —aBB | b.

Derivacié

Diem que entre dues cadenes intermedies a, f € (V U X¥)* d’una gramatica donada G =
(V, X, P,S) hi ha una derivacié directa, o que 3 deriva directament de «, quan podem
descompondre o i 3 en la forma o = yAd 1 = v&d, on v, § i € sén també mots de
(V.U X)*, A és una variable i A — ¢ és una producci6é de P. Ho escriurem de la forma
« §> g.

Diem que una cadena intermedia (3 deriva d’una altra o quan és possible passar de «
a ( per una seqiiencia finita (eventualment nulla) de derivacions directes. Es a dir, hi ha
un nombre n > 01 hi ha n + 1 cadenes intermedies «yg, o, ... «, tals que

a =0y = 0 :>Oé2:>"‘:>0én:ﬁ.
G G G G

. % . . T .
Ho escriurem de la forma a = 3. Remarquem que, com a relacions binaries definides
q

sobre (V U X)*, la derivacié és el tancament reflexiu i transitiu de la derivacié directa.
o1 . ", . ’
Utilitzarem la notacié o = 3 per representar el fet que la cadena 3 deriva de « a través
G
exactament de n derivacions directes. També representarem per a = [ una derivacié
&

d’un o més passos. En tots els casos que acabem de definir, prescindirem del simbol que
representa la gramatica quan no hi hagi possibilitat de confusio.
Llenguatge generat. Llenguatges incontextuals

Donada una gramatica G = (V, X P, S), s’anomena llenguatge generat per aquesta gra-
matica, 1 es representa per L(G), el conjunt de mots per als quals existeix una derivacié
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que duu de la variable inicial al mot considerat. Formalment,

L(G)={we T | §=>uw}.

Exemple 2.3 La gramatica G = ({S},{a,b},{S — aSb| A}, S) genera el llenguatge
L ={a"b" | n > 0}. Observeu la caracteritzacié recursiva dels mots d’aquest llenguatge
que es dedueix de la seva estructura gramatical. Es té, successivament,

wo = A wy = ab=awgb wy = a?b? =awib ... w, = a"b" = aw,_1b.

La derivaci6é que correspon al mot a*b* és la segiient:

S = aSh = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb.

Exemple 2.4 La gramatica de 'exemple 2.1 genera totes les expressions aritmetiques
en que nomsés intervenen sumes i productes de digits sense parentesis redundants.

Exemple 2.5 La gramatica de 'exemple 2.2 genera tots els mots sobre l'alfabet {a, b}
que tenen tantes a’s com b’s.

Representem per Lg(a) (o simplement per L(a), quan la gramatica G es considera
sobreentesa) el conjunt de mots terminals que poden ser derivats d’una cadena intermedia
a. Formalment, Lg(a) ={w € ¥* | a % w}. En particular, Lg(S) = L(G).

DEFINICIO. Un llenguatge s’anomena incontextual quan existeix una CFG que el genera.
Usarem les sigles CFL com a abreviacio de ‘llenguatge incontextual’. Representarem per
CFL la familia dels CFL.

Diem que dues gramatiques sén equivalents quan generen el mateix llenguatge. For-
malment, G és equivalent a G3 si L(G) = L(G2).

2.3 Arbre de derivacio. Ambigiiitat

Considerem una derivacié qualsevol de la forma A = «, on A i o sén, respectivament,
una variable 1 una cadena intermedia; considerem la seqiiencia de derivacions directes
que constitueixen la derivacié considerada. Es molt 4til representar aquesta derivacié
mitjancant un arbre, de la manera segiient:

1. L’arrel de ’arbre té per etiqueta la variable A.

2. Cada node intern de ’arbre correspon a alguna de les variables que sén substi-
tuides en el procés de derivacio. Aixi, si una derivacié directa consisteix a aplicar
la producci6 X — (3, les etiquetes dels fills del node que correspon a aquesta
variable X, llegides d’esquerra a dreta, formen (3.

3. El producte de 'arbre, és a dir, el mot format per les seves fulles d’esquerra a
dreta, és a.
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Exemple 2.6 La figura 2.1 mostra 'arbre d’una derivacié del mot aabbbbaa correspo-
nent a la gramatica de 'exemple 2.2. Es tracta de la derivacié

S = aBS = aaBBS = aabBS = aabbS = aabbbAS
= aabbbbAAS = aabbbba AS = aabbbbaaS = aabbbbaa.

S
7 T~
a B S
SN TN
aBBDb A S
N
b b b A AA
]

Fig. 2.1 Un arbre de derivacié

En general, la correspondencia entre arbres de derivacio i derivacions no és univoca
en cap dels dos sentits. Una derivacié donada pot correspondre a més d’un arbre. I a un
mateix arbre de derivacié li solen correspondre una pluralitat de derivacions.

Exemple 2.7 Considerem la gramatica

S — AB
A— Aa | A
B —aB | A.

La derivacio
S = AB = AaB = aB =«

correspon als dos arbres de derivaci6 de la figura 2.2.

S S
N N
A B A B
/N |
A a A A a B
A A

Fig. 2.2 Dos arbres amb una mateixa derivacié

Exemple 2.8 Les dues derivacions segiients també corresponen a 'arbre de ’exem-
ple 2.6.
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1) S= aBS = auBBS = aaBBbAs = aabBbAS = aabBbA
= aabbbA = aabbbbAA = aabbbbaA = aabbbbaa

2) S = aBS = aBbAS = aBbA = aBbbAA = aBbbAa
= aBbbaa = aaBBbbaa = aaBbbbaa = aabbbbaa .

Es clar que les diferents derivacions que corresponen a un mateix arbre només es
diferencien en l'ordre en que es van escrivint les derivacions directes que les componen.
Des del punt de vista de la sintaxi gramatical, totes les derivacions que corresponen a un
mateix arbre sén equivalents.

DEFINICIO.  Diem que una gramatica és ambigua quan és possible construir dos arbres de
derivacio diferents que corresponguin a un mateix mot. Altrament, diem que la gramatica
és inambigua.

Exemple 2.9 La gramatica S — aSbS | bSaS | A genera el mateix llenguatge que
la de 'exemple 2.2, és a dir, els mots amb el mateix nombre de a’s i b’s. A diferencia
d’aquella, pero, es tracta d’una gramatica ambigua, com posen de manifest els dos arbres
de derivacié de la figura 2.3, que corresponen al mot abab.

S S
ﬂ\ %\
a S b S asShb S

AN | NN

b S a
A

>—W

aShbs
A A
Fig. 2.3 Un exemple d’ambigiiitat

Exemple 2.10 La gramatica segiient, equivalent a la de 'exemple 2.1, és forca més
senzilla que aquella, pero aquesta és ambigua mentre que aquella no ho era.

S S+S|FXF|T
Fo(S+S)|FXF|T
T—0[1]2|3]4]5]6]7]|8]9.

Exemple 2.11 Hi ha nombrosos llenguatges de programacié que inclouen, entre les
seves instruccions de control, les dues segiients:

si C llavors S; si_no S i
si C llavors S,

on C representa una expressio logica mentre que Sy, S, 1 S representen instruccions
qualssevol. Suposem que 'especificacié gramatical d’aquestes dues instruccions es limités
a incorporar les regles
(instruccié) — si{expressié)llavors(instruccié)sino (instruccis)
(instruccié) — si{expressié)llavors(instruccis)
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on (instruccié) i (expressié) sén les variables que generen, respectivament, els con-

junts d’instruccions i d’expressions logiques ben formades del llenguatge considerat. Es
clar que en aquestes condicions la seqliencia

si (1 llavors si C5 llavors S; si_no S,

admetria els dos arbres de derivacié de la figura 2.4.
{instruccis)
si (expressié) llavors (instruccis) sino (instruccis)
Cy si (expressié)llavors{instruccié) Sa

CQ Sl

{instruccis)
si (expressis) llavors {instruccis)

Cy si expre551o llavors 1nstrucc1o 51 no 1nstrucc1o

ATTRTTA

Fig. 2.4 Ambigiiitat en instruccions de control

El criteri que s’adopta amb caracter general en aquests casos és el de considerar
que, en un procés d’esquerra a dreta, cada ‘si_no’ s’ha d’aparellar amb el ‘llavors’ més
proxim que el precedeixi i que no estigui encara aparellat. Aixi doncs, només la derivacio
que correspon al segon dels arbres dibuixats ha de ser considerada correcta. Una manera
senzilla d’impedir una generacié de la primera forma consisteix a introduir una segona
variable del tipus (instruccié) entre cada ‘si_no’ i el seu ‘llavors’, a la qual no li és
permes de generar la seqiiéncia ‘si (expressié) llavors (instruccié)’. Es tracta, doncs,
de definir les regles

(instruccié 0) — si{expressié)llavors(instruccié 1)simno{instruccié 0) |
si{expressié)llavors (instruccié 0) |
(instruccis 2)

(instruccié 1) — si{expressié)llavors(instruccié 1)sino{instruccié 1) |
(instruccié 2),

on ara {instruccié 2) és una variable que genera la resta d’'instruccions del llenguatge.
Una solucié equivalent, si bé no pas ideéntica, pot trobar-se a la secci6 4.3 de [ASUS6].

Per posar de manifest que una gramatica donada és ambigua, n’hi ha prou a mostrar,
d’acord amb la definicié d’ambigtitat, un sol cas d’existencia de dos arbres de derivacié
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diferents per a un mateix mot. En canvi, per poder afirmar que una gramatica és inam-
bigua, cal demostrar que tot mot del llenguatge admet un unic arbre de derivacié. A la
seccid segiient ens ocuparem del problema de demostrar que una gramatica genera un cert
llenguatge. Veurem que aquest procés demostratiu comporta una doble implicacié. D’una
banda, que tot mot generat per la gramatica pertany al llenguatge; d’una altra banda, que
tot mot del llenguatge és generat per la gramatica. Demostrar la inambigiitat consisteix
a imposar a aquesta segona implicacié la condicié addicional d’unicitat de la generacio.
Al capitol segiient veurem una manera de caracteritzar les gramatiques inambigiies quan
aquestes gramatiques han estat depurades de simbols inutils.

DEFINICIO.  Sempre que sigui possible, és 1til substituir una gramatica ambigua per
una altra d’equivalent que no ho sigui. Ara bé, no sempre és possible fer aixo. Diem que
un llenguatge és inherentment ambigu, o simplement ambigu, quan totes les gramatiques
que el generen son ambigies. Altrament diem que el llenguatge és inambigu. Si bé la
demostracio d’existencia de llenguatges inherentment ambigus es posposa fins al capitol 7,
convé que el lector sapiga des d’ara que tals llenguatges existeixen. Un exemple de
llenguatge inherentment ambigu és

{a'V* | i=5Vi=k}.

Tant el problema de reconeixer si una gramatica és ambigua com el de reconeixer si un
llenguatge és inherentment ambigu sén problemes indecidibles.?

2.4 Verificacié de gramatiques

Entenem per verificacié d’una gramatica la demostracié que aquesta gramatica genera un
llenguatge donat. Solen haver-hi diferents maneres de fer-ho, pero hi ha un plantejament
forca general lligat al caracter recursiu de les gramatiques. Allo que déna a les gramatiques
aquest caracter recursiu és l'existencia de derivacions de la forma A = aAS. Donada una
gramatica de variables V' = {X;, X5, ... , X} } i donat un llenguatge L, el plantejament
general consisteix a establir k£ enunciats conjunts de la forma

Vw X, 2w < wel

on es disposa d'una definicié de cada un dels llenguatges L; per a 1 = 1,2,... k. Un
d’aquests llenguatges (el que correspon a la variable de sortida) ha de ser el llenguatge L
donat. La demostracié consisteix a associar a aquest conjunt d’enunciats una funcié de
fita (generalment la longitud de w), i procedir per induccié sobre aquesta funcié numerica.
La recursivitat del conjunt de produccions permet un bon funcionament del metode d’in-
duccié.

Cal advertir, tanmateix, que no pot existir cap metode absolutament general de veri-
ficacio de gramatiques. Fins 1 tot si suposem que la descripcié dels llenguatges donats es fa
mitjangant unes regles estandards d’especificacié (cosa que seria indispensable per poder
aplicar qualsevol metode), el problema és indecidible. La definicié precisa del significat

2Sobre el significat d’aquest terme, vegeu el comentari que apareix al segon paragraf de la seccié segiient.
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del terme ‘indecidible’ escapa de ’abast d’aquest curs,® perd convé diferenciar la mera
inexistencia d’'un metode (que podria ser deguda a la ignorancia) de la impossibilitat
d’aquesta existencia (cosa que implica un coneixement positiu). També cal diferenciar el
coneixement de la solucié de problemes especifics del coneixement d'un metode general
de solucié. Que una categoria de problemes sigui indecidible no significa que no es pugui
trobar una solucié a cada especificacié del problema. Significa que no és possible fer-ho
seguint un metode general.

Exemple 2.12 Demostrarem que la gramatica
S — aBAS | aXS | bDAAS | A
A—bAAA | a
B—aXB|b
X —-aXX | aB

genera els mots sobre lalfabet {a, b} que tenen exactament el doble nombre de a’s que

de b’s.

DeMosTRACIO. Considerem la funci6 f que associa a cada mot w de {a,b}* el valor
f(w) =2 - |w|p — |w|s. Representarem per P(w) el conjunt de prefixos de w diferents del
mateix w. Ens proposem demostrar conjuntament les equivaléncies segiients:

SZw <= flw)=0
ASw <<= flw)=-1 A VeecP(w) f(z) >
B3 w <<= flw)=2 A VzeP(w) f(z) <0
X 3w <= flw)=1 A YzeP(w) f(z) 0.

Yw
) f
) f
Farem aquesta demostracié per inducci6 sobre n = |w|.

Base. Quan n = 0, és w = A. En tal cas, la primera equivaléncia se satisfa en ser certs els
seus dos membres, 1 les altres tres se satisfan també en ser falsos els seus dos membres.

Pas inductiu. Quan n > 0, es poden donar dos casos: o0 bé w = au, o bé w = bu, amb
u€{a,b}™ i |u] < n. Per a cada un d’aquests dos casos, estudiarem separadament cada
una de les quatre equivalencies, i1 per cada equivalencia estudiarem primer la implicacié
d’esquerra a dreta i després la de dreta a esquerra.

Cas 1.1.1 S = au = f(au) = 0.
Si S = au, considerant el primer pas d’aquesta derivaci6, hi ha dues possibilitats:
Ja,y,2 u=ayz AB>z AASy A Sz
{Elac,y u=ay AN XSz AS>Sy.
En el primer cas, per hipotesi d’induccié (h.i. d’ara endavant) es té f(z) = 2, f(y) = —1

if(z) = 0. En conseqiiencia, f(au) = —14+2— 140 = 0. En el segon cas es té f(z) =11
f(y) = 0. Per tant, flau) =-1+14+0=0.

Cas 1.1.2 flau)=0 = S = au.

Considerem el menor prefix v de u tal que f(v) = 1. Sigui u = vz. Es té f(z) = 0 i per
hi. S = 2. Hi ha dues possibilitats: o bé Yz €P(v) es té f(z) < 0; o bé v és de la forma
v=ay amb f(z) =2, f(y) = —1 1 amb f(¢) < 0 per a tot t €P(z). En el primer cas, per

3Podeu trobar-la al capitol 7 de [SACLO1].
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hi, X = v,iesté S = aXS = au. En el segon cas és forcés que Vs €P(y) f(s) > 01,
en conseqiiéncia, per h.i. B = z i A = y, d’on resulta que S = aBAS = au.

Cas 1.2 A5 au <= f(au) = —1 A Yz €P(au) f(z) > 0.

Aquesta equivalencia no cal dividir-la en dues implicacions, ja que és immediat constatar
que els dos membres equivalen a la condicié u = A.

Cas 1.3.1 B = au = f(au) =2 A Yz €P(au) f(z) < 0.
B = qu ha de ser de la forma B = «XB = ayz, amb u = yz, amb X :*>yiambB = 2.
Per hi. es té que f(y) =1 A VseP(y) f(s) < 01iquef(z) =2 A VteP(z) f(t) 0.
D’una banda, es té f(au) = f(ayz) = —1 4+ 1 +2 = 2. D’altra banda, si « € P(au) hi ha
tres possibilitats:

r=A i aleshores f(z) =0

= as amb s€P(y) 1 aleshores f(z) = —1 +1(s)

= ayt amb t€P(z) 1 aleshores f(z) = -1+ 1+1(t)

i en tots els casos resulta f(z) < 0.

Cas 1.3.2 f(au) =2 A Vz€P(au) f(z) <0 = B = au.
Sigui v el menor prefix de u tal que f(v) = 1. Aquest prefix existeix i és I"inic que satisfa

la condicié de no tenir cap prefix propi ¢ amb f(¢) > 0. Aixi doncs, per h.i. X S
Sigui u = vz. De les condicions sobre v resulta que f(z) = 2, i que si s € P(z), com que
avs € P(au), sabem que f(avs) < 0, és a dir, que f(s) < 0. En conseqiiéncia, per h.i
B = . Per tant, podem formar la derivacié B = aX B = avz.

Cas 141 X = au = flau) =1 A Va€P(au) f(z) < 0.

Si X = au, considerant el primer pas d’aquesta derivaci6, hi ha dues possibilitats:

Jy,z u=yz A X>y A X=z
B = u.

En el primer cas, per h.i. es té que f(y) = f(z) = 1, que Vs € P(y) f(s) < 01 que
VteP(z) f(t) < 0. En conseqiiéncia, f(ayz) = —14+1+1 = 1. D’altra banda, si 2 € P(au)
hi ha tres possibilitats:

r=A i aleshores f(z) =0

= as amb s€P(y) 1 aleshores f(z) = —1 +1(s)

= ayt amb t€P(z) 1 aleshores f(z) = -1+ 1+1(t)
i en tots els casos resulta f(z) < 0.

En el segon cas, la h.i. déna f(u) =21VseP(u) f(s) < 0. Per tant, flau) = 1. Quant
als prefixos @ € P(au), poden ser o bé A, o bé de la forma = = as per a algun s € P(u).
En tots els casos resulta f(z) < 0.

Cas 1.4.2 flau) =1 A Vaz€P(au) f(z) <0 = X = au.
Hi ha dues possibilitats. O bé existeix un prefix y de u amb f(y) = 1 (cas, per exemple,
de u = abaabab amb y = ab o y = abaab). O bé no n’existeix cap (cas de u = aabab).
En el primer cas, considerem el minim prefix y que satisfa f(y) = 1. Aquest mot y
satisfa, a més, la condicié Vs € P(y) f(s) < 0, 1 és Iinic prefix de u que la satisfa. Si
anomenem u = yz, resulta que z satisfa les dues condicions f(z) =11Vt €P(z) f(t) < 0.
Ara, la h.i. permet establir que X = y i que X = z. Per tant, es té X = aXX = ayz.
En el segon cas, es té que Vs € P(u) f(s) < 01 com que f(u) = 2 resulta, per h.i., que
B = u i, per tant, es té X = aB = au.
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Cas 2.1.1 S = bu — f(bu) = 0.

La derivacié S = bu ha de ser de la forma S = bAAS = bxyz, amb u = xyz, amb
AS 2, amb A= yiamb S S 2. Per hi. tenim f(z) = f(y) = —1 i f(z) = 0. Per tant,
flbuy=2-1-1+0=0.

Cas 2.1.2 f(bu) =0 = S = bu.

Partim de f(u) = —2. Com que la funcié f només pot decréixer d’unitat en unitat
quan considerem prefixos creixents d’esquerra a dreta, podem dividir el mot u en tres
factors u = zyz, de manera que i y siguin els minims factors inicials que tenen f(z) =
fly) = —1. El resultat és que aquesta és 1inica factoritzacié que satisfa les condicions
VscP(z) f(s) > 01VteP(y) f(t) > 0. Per hi. tenim A = 21 A = y. A més, com que
f(2) = 0, resulta S = 2. Concloem que S = bAAS = bayz.

Cas 221 A= bu = f(bu) = —1 A YveP(bu) f(v) > 0.

La derivacié A = bu ha de ser de la forma A = bAAA = bryz, amb u = zyz, amb
A= 2, amb A S yiamb A = 2. Per hi. tenim f(z) = f(y) = f(2) = —1, i les condicions
relatives als prefixos: VreP(z) f(r) > 0,VseP(y) f(s) > 0 1 VteP(z) f(t) > 0. Aixi
dones, per una part tenim f(bzyz) =2 —1—1—1= —1, i per una altra, si v € P(bu), els
casos possibles son

v=2A i aleshores f(v) =0

v=>0r ambreP(z) i aleshoresf(v)=2+1(r)

v=>bas amb s€P(y) i aleshores f(v)=2—1+41(s)

v =bayt ambt€P(z) 1 aleshores f(v)=2—-1—141(¢)
i en tots els casos resulta f(v) > 0.
Cas 2.2.2 f(bu) = -1 A VoeP(bu) f(v) >0 = A4 = bu.
Tenim ara que f(u) = —3. Per un raonament analeg al del cas 2.1.2, podem dividir el
mot u en tres factors u = xyz, de manera que & és el minim prefix de u amb f(z) = —1;
i que del sufix restant, y n’és el minim prefix amb f(y) = —1. En aquestes condicions,

podem assegurar que aquesta és "inica descomposicié de u en tres factors, z, y i 2z, que
satisfan les propietats f(z) = f(y) = f(2) = =1, Vr eP(2) f(r) > 0, VseP(y) f(s) > 0
i VteP(z)f(t) > 0. Lahi ensdéna A = 2, A = yi A S 2. Existeix, per tant la
derivacié A = bAAA = bayz.

Cas 2.3 B = bu < f(bu) =2 A Yz P(bu) f(z) < 0.

Analogament al cas 1.2, aquesta equivalencia no cal dividir-la en dues implicacions, ja
que és immediat constatar que els dos membres equivalen a la condicié u = A.

Cas 24 X = bu < f(bu) =1 A Yz P(bu) f(z) <O0.

Tampoc en aquest cas no cal separar les dues implicacions, ja que no hi ha cap valor
de u que satisfaci cap dels dos membres. Aixi doncs, els dos membres sén falsos (i
I'equivalencia, per tant, és certa).

Malgrat que el procediment seguit a ’exemple anterior és forca general, hi ha casos en
que es fa dificil aplicar el metode d’induccié si es pren com a funcio de fita la longitud dels
mots. En tals casos, I'eleccié d'una funcio de fita diferent pot evitar que la demostracié
quedi encallada. Ho veurem amb 1’exemple segiient.

Exemple 2.13 Es tracta de demostrar que la gramatica
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S — aSb|SS|A

genera el llenguatge de mots ben construits sobre un parell de “paréntesis” simbolitzats
per aib. Es a dir, el llenguatge

L=Awe{a,b}" | [wla=lwlp A Ve,y w=2zy=le|la > ||}

INTENT DE DEMOSTRACIO. Considerem l'enunciat
*
YVw S=w < wel
i intentem demostrar-lo per induccié sobre n = |w|.

Base. Quan n = 0, és que w = A i, en tal cas, lequivaléncia se satisfa en ser certs els
seus dos membres.

Pas inductiu. Quan n > 0, w ha de ser de la forma w = au o de la forma w = bu, amb
w€{a,b}* i |u| < n. Intentarem procedir com en 'exemple precedent, separant els dos
casos 1 estudiant per a cada cas primer la implicacié d’esquerra a dreta i després la de
dreta a esquerra.

Cas 1.1 S = au = (lau|a=]|aulp A Yo,y au=zy = |z|4>|2]p).
Si S = au, considerant el primer pas d’aquesta derivacié, hi ha dues possibilitats:
{ v u=vb A S>>0
Jv,z au=vziAS=>v AS>z

En el primer cas, per h.i. sabem que v € L, i d’aix0o resulta immediatament que
avbe L.

Pero en el segon cas, entre les descomposicions possibles de au en dos factors v i z,
hi ha les dues extremes,

v=au A z=2A\

{v:)\ A z=au

que ens retornen a la situacié anterior, sense que hi hagi un decreixement en la funcié
de fita. Aixo ens impedeix de progressar de manera senzilla en el metode d’induccio.

En aquests casos, pot ser 1til prendre una funcié de fita més adaptada a la gene-
rativitat de les gramatiques que no pas la longitud dels mots generats. Fixem-nos que,
en l'exemple anterior, el problema ha aparegut en el decurs de demostrar la implicacié
d’esquerra a dreta. Com veurem a continuaci6 en la represa d’aquest exemple, no hi ha
cap problema en la demostracié de la implicacié reciproca. Es a dir, aquest segon tipus
d’implicacions el continuarem expressant de la forma

V>0 YVoeX wel, = X;=>w

1 farem induccié sobre n, la longitud del mot. En canvi, 'altre tipus d’implicacions és
millor rescriure’l de la forma

V>0 Ve X X,>w = welL

i fer induccioé sobre el nombre de passos en la derivacié dels mots. Ho veurem a ’exemple
seguent.
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Exemple 2.14 Reprenem la gramatica i el llenguatge L de 'exemple anterior, i fem
ara la demostracié de la implicacié d’esquerra a dreta per induccié sobre el nombre n de
passos de la derivacid

S22 w — we L.

En lloc de plantejar la induccid en termes de ‘base’ 1 ‘pas inductiu’, aqui és més convenient
fer-ho seguint 'esquema alternatiu

Vn P(n) <= Vn ((Vm<n P(m)) = P(”))v

és a dir, la hipotesi d’induccié consisteix a considerar que 'enunciat P(n) se satisfa per a
tots els valors menors que el n considerat. A partir d’aix0, s’ha de demostrar que també
se satisfa per a n. En el nostre cas, la h.i. serd que S = w = w€ L per a tot m < n.

Sigui S = w. Com que w # S, cal que sigui n > 1. Per tant, la derivacié considerada
ha de ser d’'una d’aquestes tres formes:

S= A
n , n—1
S=w és S=585=w
S = aSbh 2= w.
- En el primer cas, resulta w = A, que pertany a L.
- En el segon cas, w ha de ser de la forma w = uv amb § =% w i § =3 w, on
my, mg < n. Per h.i. tenim u, v € L, i d’aixo facilment deduim que w € L.
- En el tercer cas, w ha de ser de la forma w = aub, amb S "= 4. Per hi. tenim
w€ L, 1 d’aixo resulta w € L.
La implicacié reciproca la farem per induccié sobre |w|. Sigui w € L. Si w = A,
tenim S = w. Si w # A, sigui w = uv, on u és el menor prefix no buit de w que pertany

a L. Aquest prefix existeix, ja que en el cas extrem és el mateix w. Poden donar-se dos
Casos:

- Siu# w, és facil veure que ve€ L i, per hi, S =>uiS =uv,don S = 55 = uv.
- Si u = w, aleshores és facil veure que w és de la forma w = avb amb v € L. Per h.i.
. * c1s e s *
tenim S = v, i d’aixo S = aSb = avb.

De tota manera, al capitol segient veurem que la dificultat d’aplicar induccié sobre
la longitud dels mots, dificultat que ’exemple anterior posa de manifest, desapareix quan
la gramatica esta en forma depurada.

2.5 Operacions basiques amb gramatiques

Considerarem a continuacié un seguit d’operacions basiques sobre llenguatges, les quals
tenen en comu que conserven la incontextualitat, és a dir, aplicades a llenguatges in-
contextuals donen com a resultat també llenguatges incontextuals. Les demostracions
seguiran processos constructius: es partira de les gramatiques que generen els llenguatges
operands 1 s’obtindra la gramatica que genera el llenguatge resultant.

Reunié de dos CFL

Siguin Gy = (V1, 5, P1,51) 1 Gy = (5, X5, P, 55) dues gramatiques que generen els
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llenguatges L 1 Lo, respectivament. Podem considerar, sense perdua de generalitat, que
els alfabets V1 1 V5 son disjunts, ja que sempre podem obtenir una gramatica equivalent a
una de donada modificant les seves variables (p. ex., canviant A per A’, B per B’ etc.).
Introduim una nova variable, S, que no pertanyi ni a V4 ni a V5 i considerem la gramatica
G=(V,Y,P,S),on V=VuWKu{S}on X =25 UYion P esta formada per totes les
produccions de Py i P, i, a més, les dues produccions S — Sy | 9. Aquesta gramatica
genera el llenguatge Ly U Ly. Ho demostrarem després de veure’n un exemple.

Exemple 2.15 Considerem el llenguatge L = {a'd’ | i # j} i volem construir una
gramatica que el generi. Podem escriure L de la forma
L={a'¥ |i>jVi<j}={adl]i>jIu{a'dl|i<j},

on els llenguatges components tenen per gramatiques {A — a4 | add | a} i {B —
Bb | aBb | b}. Ara, la gramatica G = ({S, 4, B}, {a,b}, P, S), on P esta format per les
produccions

S— A|B

A— aAladdb|a

B — Bb|aBb|b,

genera el llenguatge L.

PropOSICIO. L(G) = LU L,.

DEMOSTRACIO. Per a cada mot w de L existeix una derivacié S; = w en G;. Com que
totes les produccions de P; han estat incorporades a P, podem escriure amb produccions
de P la derivacié S = Sy = w; aixi doncs, w € L. El mateix raonament s’aplica als mots
de Ly, i concloem que Ly U Ly C L(G).

Reciprocament, per a tot mot w de L(G) existeix una derivacié de la forma S = w.
Pero aquesta derivacié només pot ser d’un dels dos tipus, S = S =>w o S = 5, = w,
ja que només hi ha dues produccions possibles per a S. Els mots que provenen de deriva-
cions del primer tipus forcosament han de pertanyer a Ly, ja que tota la derivacié Sy = w

es fa amb produccions de P;. Analogament, les derivacions del segon tipus donen lloc a
mots de Ly. En conclusio, L(G) C Ly U L. O

Com a resultat de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de la reunio.

Concatenacio de dos CFL

Siguin, com abans, Gy = (V1, X, P1,51) 1 Gy = (V2, 55, P5,S,) dues gramatiques que
generen els llenguatges Ly 1 Ly, respectivament, 1 tals que V; NV, = @. Considerem,
també com abans, una gramatica G = (V, ¥, P, S), on S ¢ V; UV, torna a ser una
variable nova, on V. =V, UV, U {S}, on ¥ = ¥ U X, pero on ara P esta formada per
totes les produccions de Py 1 Py, 1 per S — 5153. Sigui L el llenguatge generat per G; es
té L — L1L2.
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Exemple 2.16 Ens proposem de construir una gramatica per al llenguatge
L={a'bic*|i,j,k >0 A j=i+k}.
Podem expressar L com a concatenacio de dos llenguatges. En efecte,
L= {a'b'b*c* | i,k >0} = {a'b' | i > 0} - {bFc* | k > 0},
on els llenguatges components sén generats per les gramatiques de produccions {X —

aXb|A}i{Y — bYc|A}. En conseqiiéncia el llenguatge L és generat per la gramatica
de produccions

S— XY
X — aXb| A
Y = bYe| .

ProPOSICIO. L(G) = L, - L.

DEMOSTRACIO. Sigui w € LyLy i siguin € Ly i y € Ly tals que w = zy. Existeixen,
doncs, sengles derivacions S; = = 1 Sy = y en les gramatiques Gy i G, respectivament.
Com que Py, P, C P, podem construir a G la derivacié § = $15; = zy i resulta zy € L.

Reciprocament, tot mot w € L ha de tenir una derivacié de la forma S = 519, = w,
ja que és forcosa la utilitzacié de la produccié S — 519;. D’aixo resulta necessariament
que w és de la forma w = 2y, amb S; = 1 5, = y. Com que no és possible que en
la derivacié de x intervinguin produccions de P,, perque partim de Si, resulta = € L.
Analogament, tenim y € Ly. Per tant w € Ly L,. O

Com a resultat de la proposicié anterior podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de la concate-
nacio.

Tancament de Kleene 1 tancament positiu d’un CFL

Sigui G; = (W4, X, P1,S1) una gramatica que genera el llenguatge L;. Considerem la
gramatica G = (V, ¥, P, S) on S ¢ V; és una variable nova, on V.=V, U{S} ion P s’ha
obtingut afegint a Py les produccions {S — 515 | A}. La gramatica G genera L = L.
Prorosicio. L(G) = L.
DEMOSTRACIO. Tot mot de L} o bé és A, o bé és de la forma w; ...w,, amb wy, ...,
wy, € Ly. En el primer cas, la produccié6 § — X garanteix que A € L. En el segon cas,
existeixen a G derivacions de la forma S; = w; per a tot i entre 1 i n. Per tant, podem
formar a G la derivacié S = 5,5 = ... = S7'S = ST = wy...w, 1 concloem que
wy...wy, € L.

Reciprocament, tota derivacio de G o bé és § = A, o bé es pot rescriure de manera
que tingui la forma S = S7S = S = w, ja que S no apareix a cap altra produccié. Per
tant, w és de la forma w; ... w, amb wy, ..., w, € Ly i resulta we L} C L]. O

Quant al tancament positiu, la graméatica que correspon a L només es diferencia de
la que correspon a L7 en la substitucié de la producciéo S — A per la produccio S — 5.
La demostracié és analoga a ’anterior. En consequencia, obtenim el teorema segiient.
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TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de l'estrella de
Kleene i del tancament positiu.

Exemple 2.17 Sigui ¥ un alfabet. Un subconjunt C' C X* g’anomena codi si C'
genera lliurement C*, és a dir, si tot mot de C'T factoritza de manera 1inica en mots de
C'. Un exemple molt elemental de codi sobre l'alfabet ¥ = {a, b} és el conjunt de mots
de la forma ba™ per a n > 0, que admet la gramatica Sy — Spa | b. Aixi doncs, les
gramatiques que generen C* i C'T sén, respectivament,
C*{Sl—> 5051|)\ : C+:{SZ—> 5052|So
So—>50(1|b So—>50(l|b.

Revessament d’un CFL

Sigui Gy = (V, ¥, P, S) una gramatica que genera el llenguatge L;. Considerem la
gramatica G = (V,¥, P,S) on P = {X = o | (X = «a) € P}, és a dir, "inic canvi
consisteix a revessar els costats drets de totes les produccions de la gramatica de partida.
Aquesta gramatica genera L = L§. En efecte, per cada derivacié de G| podem escriure
una derivacié de G amb totes les cadenes intermedies revessades, 1 reciprocament.

Exemple 2.18 La gramatica que té per produccions
S— +8S | xSS|0]1]---]9

genera en notacié prefixa les expressions aritmetiques en qué només intervenen sumes
i productes de digits. La gramatica que genera el mateix tipus d’expressions, pero en
notacié postfixa, és, doncs,

S— S5+ | SSx |0 |1]---]09.

Observeu que si considerem una expressio concreta, com ara a+(bXc), on a, bi ¢ poden ser
digits qualssevol, i I'escrivim en notacié prefixa, +axbe, la revessada d’aquesta, cbxa+,
ha quedat en notacié postfixa, pero ja no és 'expressio original. En efecte, 'expressio de
partida, escrita en notacié postfixa, és abex 4. Aquest fet pot no ser rellevant en aquest
exemple, perque les operacions considerades s6n commutatives i les dues expressions
obtingudes en notacié postfixa tenen el mateix valor. Pero aixo deixa de ser aixi quan
considerem operadors no commutatius.

Morfisme d’un CFL

Sigui Gy = (V, Xy, P, S) una gramatica que genera el llenguatge Ly, i sigui h: X} — X3
un morfisme. Considerem la gramatica Gy = (V, ¥y, P»,5), on P, esta format per les
mateixes produccions que P; en les quals s’ha substituit cada aparicio d’'un simbol de X
per la seva imatge en el morfisme h. Podem formalitzar aquesta construccié de la manera
seguent.

Sigui i Dextensié del morfisme A al domini (X1 UV)* que deixa invariats el simbols
de V, és a dir, per als simbols terminals ¢ € ¥y es té h(a) = h(a), mentre que per a
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les variables X € V' es té simplement fNL(X) = X. Amb aquesta notacid, el conjunt de
produccions de G5 és

Py={A—=h(a) | (A—a)e P}.

D’ara endavant identificarem % i h. Abans de demostrar que Gy genera h(Ly), vegem un
parell d’exemples.

Exemple 2.19 Considerem la gramatica definida per les produccions
S — aSh|c.
Es tracta clarament d’una gramatica que genera el llenguatge
L={a"ch" | n > 0}.

Considerem ara el morfisme definit per h(a) = 0, h(b) = 00 i h(c) = A. Es immediat
constatar que h(L) = {000}*. Una gramatica que genera aquest llenguatge, obtinguda
a partir de la construccié anterior, és

S — 0500 | A.

Podem adonar-nos immediatament que aquesta no és probablement la gramatica que
hauriem escollit a I’hora de triar-ne alguna per generar aquest llenguatge. Possiblement
hauriem preferit una gramatica com ara

S — 000S | A.
Si, d’altra banda, considerem ara el morfisme invers del llenguatge {000} obtenim
A=1({000}) = {w € {a,b,c}* | |w|q+2lw]p =3},

llenguatge que inclou el llenguatge L de partida, pero també altres mots. Aixi, per
exemple, tenim que bac € h=*(h(L)), mentre que bac ¢ L.

Exemple 2.20 Considerem la gramatica segiient:
Go: S — aS|aSbhs |ec.

Es facil de constatar que es tracta d’'una gramatica ambigua. Considerem ara les dues
gramatiques segiients, que no ho sén i que generen el mateix llenguatge que Gy:

S—A|B
G1:{ A — aAbA | c
B — aS | aAbB

- S —aS|adbS|c
1A= adbA | c.

Demostrar que aquestes gramatiques son no ambigiies no és gaire senzill. Cal fer
una demostracié que sigui de tipus estrictament sintactic. Pero el problema s’aclareix
notablement si considerem el morfisme segiient,

h(a) = si{expressié)llavors

h(b) = si_no

h(c) = (instruccié 2).
Aixo ens permet donar una interpretacié semantica del problema proposat, de manera
que Gg i G5 donen lloc a les gramatiques introduides a 'exemple 2.11, mentre que
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G, déna lloc a la gramatica proposada per Aho, Sethi i Ullman [ASU86, seccié 4.3].
Remarquem que, un cop interpretat el problema, la solucid sintactica és més facil de
formular en termes de les gramatiques Gy, G1 1 G2 que en termes de les gramatiques
originals.

Prorosic1O. L(Gs) = h(Ly).

DEMOSTRACIO. Farem, com de costum, la demostracié de les dues inclusions per sepa-
rat. Comencarem per la inclusiéo h(L;) C L(Gy) que és la més senzilla. Que per a tot
mot w € Ly es tingui que la seva imatge h(w) pertany a L(G3) és un cas particular de
I’enunciat seguient, referit a cadenes intermedies 3 qualssevol,

Vi S5 = 5L h(p).

La demostracié d’aquest enunciat per induccié sobre n es deixa com a exercici.

La inclusié reciproca, L(Gz) C h(Lq), s’obté de considerar un mot w qualsevol i fer
(' = w a 'enunciat segiient:

V3 Sc%ﬁ’ — 3B ' =h(p) A Sc%ﬁ,
2 1
que demostrarem per induccid sobre n.
- Base. Quan n = 0, es té ' = S i I'enunciat se satisfa fent 3 = S.

- Pas inductiu. Quan n > 0, podem separar 1'iltim pas de la derivacié de 3 dels n — 1
anteriors. Sigui

=y
Gy Gy

a) Per hipotesi d'induccié tenim Ja o = h(a) A SnG£>1 a.
1
b) La consideraci6 de "iltim pas permet establir que
o, b,y FA (o = Ay A (B = ih(y)ay) AN(A— v € P)?

Aixi doncs, l'equacié o] Aoy = h(a) ens permet descompondre o de la forma o =
a1 Aay, amb o] = h(ay) 1 o), = h(az). L'enunciat proposat es dedueix ara de forma
immediata de prendre § = ayyas. O

Com a consequiencia de la proposicié anterior podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de aplicacio de
morfismes directes.

Al capitol 8 veurem que la familia dels CFL també és tancada respecte dels morfismes
inversos. Pero cal advertir que en cap cas no estem afirmant que, quan la imatge d’'un
llenguatge per un morfisme sigui un CFL, el llenguatge considerat també hagi de ser un
CFL. Pot ser que ho sigui i pot ser que no.

4Pot ser que aquesta descomposicié de o’ i 8’ no sigui tnica, pel fet que h(y) = A, en el qual cas resulta o’ = 8’
Pero el raonament és valid encara que no hi hagi tal unicitat.
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Exemple 2.21 Considerem el llenguatge L = {a™b"c" | n > 0}, al qual ens referirem a
I'exemple 7.12 com a prototipus de llenguatge no incontextual. Considerem el morfisme
h(a) = a, h(b) =b1ih(c) =A. Es té h(L) = {a"b" | n > 0}, que si que és incontextual,
com s’ha vist a exemple 2.3.

Substitucid incontextual d’un CFL

Sigui G' = (V' X' P', S) una gramatica que genera el llenguatge L', i sigui a: ¥* — CFL
una substitucié on la imatge de cada mot és un llenguatge incontextual. Direm que o
és una substitucio incontextual. Considerem que aquesta substitucié ve definida per les
imatges dels simbols de X', Sigui X' = {ay,...,a,}, i sigui L; = o(a;) per a cada 7 entre 1
ir. Per tractar-se de CFL, a cada L; podem associar-li una gramatica G; = (V;, X;, P;, S;)
que el genera.

Construim una gramatica G = (V, ¥, P, §) fent

V=V'uvu---uV.,
y=x,u---ux,

1 on P esta format per totes les produccions de Py U --- U P,, a les quals afegim les
produccions obtingudes a partir de les de P’ en les quals s’ha substituit cada aparicié
d’un simbol a; de X’ per la variable inicial S; que li correspon. Podem formalitzar aquesta
construccié de la manera segient. Sigui

VU — (VIU{S,.... S}
el morfisme definit aixi
{f(X):X st X eV’
f(a,) = 5; sla; € 3.
Elquefemés P={A— f(a) | A a € P}UPU---UP,.
Prorosicio. L(G) = o(L).

DEMOSTRACIO. La demostracid, que és forca immediata i que segueix els passos de la
corresponent als morfismes, es deixa com a exercici. O

Exemple 2.22 Reprenem aqui la substitucié introduida a 'exemple 1.11. Partim de
la gramatica segiient que genera els arbres binaris

S— 255]0.
Considerem la substitucié ¢ definida per
c(0)=Le=1"0 i o(2)=Ly=1"2.

Una gramatica per a Ly és Xg — 1X, | 0, mentre que una gramatica per a Ly és
Xy — 1X, | 2. Aixi doncs, una gramatica per als arbres unari-binaris és

S X385 | Xo
Xo — 1Xo | 0
X2—> 1X2|2
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Deixem com a exercici per al lector demostrar que aquesta gramatica és equivalent a la
presentada a I'exemple 1.11, és a dir,

S— 285|150,

Com a consequiencia de la proposicié anterior podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de les substitu-
ctons incontexstuals.

Es curiés d’observar que les propietats de tancament dels llenguatges incontextuals
respecte de les operacions de reunid, concatenacié 1 estrella s’haurien pogut deduir del
tancament respecte de les substitucions. En efecte, donats dos llenguatges incontextuals,
Ly i Ly, només cal considerar un alfabet auxiliar de dos simbols, ¥ = {ay, a3}, i fer
la substitucié o(a1) = Ly i o(ag) = Ly. Resulta que Ly U Ly = o({ay,as}), L1 - Ly =
o({aras}) i L7 = o(a). Les propietats de tancament deriven del fet que {ay,as}, {a1as}
1 aj son CFL.

2.6 La interseccio de dos CFL pot no ser CFL

A diferencia del que hem vist amb 'operacio de reunid, que conserva la incontextualitat,
les operacions de complementacié 1 d'interseccié no la conserven. Pot ser que la interseccio
de dos CFL sigui també un CFL, pero pot no ser-ho. Es evident que la interseccié de dos
CFL pot ser un CFL. N’hi ha prou de considerar el cas de dos CFL, Ly i L,, tals que
L, C Ly, en que la intersecci6 és el mateix L;. O el cas en que Ly 1 Ly sén disjunts, ja que
el conjunt buit és CFL (una gramatica que tingui un conjunt buit de produccions genera
el llenguatge buit). Pero també hi ha casos en que la interseccié de dos CFL no és un CFL.
L’exemple segiient ho posa de manifest.

Exemple 2.23 Considerem els llenguatges:
Ly ={a™d" | n >0} 1 Ly=a*{d"c" | n>0}.

Es tracta de dos llenguatges incontextuals. L és la concatenacié del llenguatge definit
a l'exemple 2.3 amb el llenguatge ¢*, que té per gramatica simplement S — ¢S | A\. Ly
és la concatenacio, en sentit invers, de dos llenguatges isomorfs als que componen L;. Si
ara considerem la interseccié d’aquests dos llenguatges obtenim

LiNn Ly ={a"b"c" | n > 0}.

Com veurem més endavant, en estudiar el lema d’Ogden al capitol 7, aquest llenguatge
no és incontextual.

Aixi doncs, en aquest cas només podem enunciar el resultat negatiu segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals no és tancada respecte de la inter-
seccio.
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Tenint en compte que la interseccié és el complementari de la reunié de complemen-
taris, 1 que la familia dels CFL si que és tancada respecte de la reunié, podem enunciar el

corollari segiient.

COROL-LARI. La familia dels llenguatges incontertuals no €s tancada respecte de la com-

plementacio.

Exemple 2.24 Al capitol 7 veurem que el llenguatge dels quadrats dels mots sobre
lalfabet {a,b}, és a dir, el llenguatge L = {ww | w € {a,b}*} no és un crL. En canvi,
el seu complementari és generat per la gramatica

S— AB|BA|A|B

A— TAT |a
B TBT|b
T— alb.

En efecte, observeu que la variable A genera tots els mots de longitud senar que tenen
una a al punt mig. Semblantment, la variable B genera mots amb una b central. Ara
bé, els mots que no sén de la forma ww o bé tenen longitud senar (i aleshores sén
generats a partir d’'una produccié inicial S — A | B), o bé tenen una de les dues
formes segiients, {a,b}"a{a,b}"T™b{a,b}™ o {a,b}"b{a,b}" " a{a,b}™, i aleshores
son generats a partir de S— AB o de S— BA, respectivament.

Cal remarcar, no obstant aixo, que hi ha CFL, fins i tot no deterministes (la definicié
de CFL determinista es donara al capitol 8), que tenen per complementari també un CFL,
com posa de manifest I’exemple que donem a continuacio.

Exemple 2.25 Sigui L1 = {w € {a,b}* | w = w"} i considerem el seu complementari.
Es tracta del llenguatge format pels mots que no sén palindroms. El representarem per
Ly i és el segiient
Ly ={za1yazz | x,y,z€{a,b}* A a1,a3€{a,b} A |z|=]|z] A a1F#az}.
Tant Ly com Ly tenen gramatiques que els generen. Son les segiients:
Ly : S— aSa|bSb|a|b]|A
S — aSa |bSb|aXb|bXa
PUlX = aX | bX | A,

Exercicis

2.1 Trobeu gramatiques incontextuals que generin els llenguatges segiients:
1. {zey | z,y€{a,b}* A 2 és submot de y}
2. {w € {a,b}* | 2Jw|, = 3|w|p+ 2}
3. {we{a,b}” | |wla < 2w|p+ 1}

2.2 Donada la gramatica S — a5 | aS5bS | A

1. Demostreu que genera els mots tals que qualsevol prefix té almenys tantes a’s com b’s.
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2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2. Demostreu que és ambigua.

3. Trobeu una gramatica equivalent no ambigua.

Donada la gramatica de produccions
S —aBS | bAS | A
A —bAA | a
B —aBB | b,

1. Demostreu que genera el conjunt de mots sobre I’alfabet {a,b} que tenen tantes a’s com b’s.

2. Demostreu que és inambigua.

Demostreu que les dues gramatiques segilients generen el mateix llenguatge:

S—A|B
. S —aS|adbS|c
Gi:{ A —adbA|c 1 Gla:
A — aAbA | c.
B —aS|aAbB

Considereu ’equacié L = a® ({\} U Lb). Trobeu una gramatica per a I’inic llenguatge L que la
satisfa. Quin és aquest llenguatge?

Una gramatica s’anomena lineal quan les seves produccions sén de la forma X —uYv o bé X — w,
on X iY sén variables i u, v 1 w sén mots terminals. Un llenguatge s’anomena lineal quan hi ha
alguna gramatica lineal que el genera. Trobeu gramatiques lineals per als llenguatges seglients:

L. {a'¥ | i< j}

2. {a't | i< 2j}

3. {atd | i > 25}

4. {a'V | j < i< 25}

5. {aibi | i=j V i=2j}

6. {aibi | i£j A i#2j}

7. {d'bik | i=j v j=k}

8. {a'bick | i#j Vv j#k}

9. {a'bic* | k=1i+j}

10. El complementari sobre I’alfabet {a, b, ¢} del conjunt {a™b"c™ | n > 0}
11. {ww® | we{a,b}*}

12. {ab1c’ | 4,7 > 0} U {a'b/2¢7 | 4,5 > 0}
13. {a'bick | k=i vV k=j}

14. {abickd | k=i v [=j}

Una gramatica s’anomena metalineal quan les seves produccions sén d’una de les formes segtients:
A—uBv
A—u,

on A és una variable qualsevol, A; i B poden ser qualsevol variable que no sigui S, i u i v sén
mots terminals. Un llenguatge s’anomena metalineal quan hi ha alguna gramatica metalineal que
el genera. Demostreu que un llenguatge és metalineal si i sols si és reunio finita de concatenacions
de llenguatges lineals.

Trobeu gramatiques metalineals per als llenguatges seglients:
1. {a'bic’d? | i,j > 0}
2. {a'bcFd | (i=jAk=l) Vv (i=lAj=k)}



2 Gramatiques incontextuals 51

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

3. {zy | z,yed{a, by A lz|=ly| A x£y}

Els llenguatges segiients sén CFL no metalineals. Trobeu gramatiques que els generin.
L. {a'bicibicFat | i, 5,k > 0}
2. {a™" | n >0}
3. {wewre | we{a, b}t
4. {a'bicFd | i+ k=j54+1}

Construiu gramatiques que generin els llenguatges definits a continuacié.
1. {we{a,b}* | w=w® A T2,y w=2xabay}
2. {weatbtet | Jw|=2 A |wl|, > |w|p}
3. {we{a, b} | w=uwf A |w|=4}
4. {a'bick | j=i+k A j#3)

Trobeu gramatiques que generin els llenguatges seglients:
1. {abrab’=...ab» | n > 1AFjij=j}
2. {ablrab’z...abi* | n>1AdQ, =n}
3. {brabrabz...ab’* | n >0}
4. {ablrabz ... abi* | n>1A3ji;=n}

Siguin Ly i Ly dos CFL. Demostreu que
U @)™ (L2)"
nzl

és també un CFL.

Demostreu que tot CFL infinit és generat per alguna gramatica en que totes les variables generen
llenguatges infinits. Es a dir que existeix una gramatica (V, X, P, S) que genera el llenguatge i tal
que

VXeV {weX*| X = w) és infinit.

Demostreu que la reunié de dos CFL no ambigus que siguin disjunts és un CFL no ambigu.

Siguin A, = {a1,...,a,}1 B, = {b1,...,b,} dos alfabets disjunts del mateix nombre n de simbols.
Anomenem llenguatge de Dyck de n parells de simbols, i el representem per D}, el conjunt de mots
generats per la gramatica que té per produccions

S — XSS |a;5b; | b;5a; peracadai 1<i<n.

Es tracta de mots que presenten ben aparionats els simbols dels alfabets A, i B,, de manera que
no hi ha imbricacions encavalcades; aixi, el mot byasb2aq és un mot ben construit; en canvi, el mot
ajasb1by no ho és.

1. Trobeu una gramatica no ambigua que generi D3. (Observeu que una gramatica no ambigua
per a D} és la definida a I’exercici 2.3.)

Anomenem llenguatge de Dyck restringit de n parells de simbols, i el representem per D:L*, el
conjunt de mots generats per la gramatica que té per produccions
S — A|SS|a;5b; peracadail i< n.
Es tracta d’interpretar els n parells (a;, b;) com a diferents parells de paréntesis en correspondéncia,
i prendre en consideracié els mots ben parentitzats.
2. Trobeu gramatiques no ambigiies que generin D:L* per a cada n.

Representem per D,, i D, els conjunts de factors primers® de D7 i D:L*, respectivament.

n

5Podeu trobar la definicié de factors primers a ’exercici 1.18.
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3. Demostreu que Dy, i D], sén codis.®
4. Trobeu gramatiques que generin D; i Dj.
5. Demostreu que, per a qualsevol valor de n, existeix un morfisme h,, de la forma h,: (4, U

B,)* — (A2 U B2)* que permet obtenir els diferents llenguatges de Dyck de n parells de
simbols com a antiimatges dels corresponents de dos parells de simbols, és a dir,

D, = h;"(D3), D" =h;'(Dy"), Dn=h;'(D2) i Dy =h;'(Dy).

8Podeu trobar la definicié de codi a ’exercici 1.20.
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Capitol 3 Normalitzacié de gramatiques

3.1 Introduccio

La definicié de les gramatiques incontextuals, tal com ha estat efectuada al capitol prece-
dent, ofereix a la vegada uns avantatges 1 uns inconvenients que convé considerar. La
definici6 donada no posa cap restriccid a la forma que han de tenir les produccions de les
gramatiques. Qualsevol cadena sobre 'alfabet ¥ UV, on X 1 V siguin, respectivament,
els alfabets de terminals 1 variables, pot figurar al costat dret d’una produccié. L’avan-
tatge principal d’aquesta formulacié és ’adaptabilitat: es facilita la tasca de trobar una
gramatica que generi un llenguatge donat sense trobar-se condicionat per altres requeri-
ments que els posats pel problema considerat. Gracies a aixo, és possible construir, en
molts casos, gramatiques que expressen de manera clara 1 directa les caracteristiques del
llenguatge que generen.

Pero al costat d’aquests avantatges, la falta de restriccions en les gramatiques és
origen de nombrosos problemes en la seva utilitzacié. Aixi, per exemple, l'admissié de
produccions unaries en les gramatiques (és a dir, produccions de la forma X —Y, on X
1Y sén variables), admissié que, d’altra banda, és forca tutil a 'hora de construir una
gramatica, pot originar derivacions cicliques, és a dir, de la forma X = --- = X, que
donen lloc a problemes amb els algorismes que han de processar les gramatiques. Una
reflexié similar mereixen les produccions nulles o A-produccions (produccions de la forma

X —=A).

Diem que una gramatica esta en alguna forma normalitzada quan les seves variables 1
produccions estan subjectes a normes addicionals sense que aquests requeriments limitin
la familia dels llenguatges generats. Al llarg d’aquest capitol, veurem diferents formes de
normalitzar les gramatiques 1, en cada cas, explicarem els objectius que es persegueixen
amb la normalitzacié considerada. Abans veurem, tanmateix, un exemple que illustra el
que estem dient.

Exemple 3.1 Considerem el llenguatge format pel conjunt dels mots sobre I"alfabet
{a,b} que tenen tantes a’s com b’s. Una de les gramatiques més facils de plantejar entre
les que generen aquest llenguatge és

S — aSb|bSa|SS |\

En aquest capitol definirem la forma normal de Chomsky, que té la propietat que tots
els seus arbres de derivaci6 sén binaris. Doncs bé, la conversié de la gramatica anterior
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a una en forma normal de Chomsky déna el resultat segiient:
S— AX |BY | ZZ | AB| BA| A
Z —-AX |BY |ZZ | AB | BA
X —ZB
Y - ZA
A—a
B —b.

Es tracta, com és pales, d’'una gramatica molt menys comprensible, tot i els avantatges
que presenta amb vista a la seva utilitzacio.

3.2 Eliminacié de produccions nulles

DEFINICIO.  S’anomenen produccions nulles o A-produccions les que sén de la forma

X =

Les A-produccions constitueixen un recurs molt util amb vista a facilitar la concepcio
d’'una gramatica. Més endavant, al capitol 6, veurem que el seu us permet fer més im-
mediata la relaci6é entre gramatiques regulars i1 automats finits. Pero també hem pogut
veure, a 'exemple 2.13 del capitol anterior, que 'existencia de A-produccions posa difi-
cultats a la verificacié d'una gramatica. El fet és que, si una gramatica esta exempta de
A-produccions, la successio de longituds de les cadenes intermedies de qualsevol derivacié
és no decreixent. Es a dir, si o i 8 sén dues cadenes intermeédies i a = 3, llavors la] < |B].
Aixo sol ser essencial en qualsevol demostracié per induccio.

Es clar que no sempre és possible construir una CFG sense A-produccions que sigui
equivalent a una gramatica donada, perque una CFG sense A-produccions no pot generar
el mot A. Pero com veurem de seguida, aquesta és I'inica diferencia possible. Es a dir
que per a tot llenguatge incontextual L existeix una gramatica G’ sense A-produccions
que genera L — {A}. La construccié d’una gramatica sense A-produccions G’ a partir
d’una gramatica G qualsevol, de manera que es tingui L(G') = L(G) — {A}, es basa en la
determinacié previa del que anomenem variables anullables de G.

DEFINICIO.  Una variable X s’anomena anullable quan existeix una derivacié de la forma,
X =

L’algorisme de la figura 3.1 té per entrades els alfabets V' 1 X de variables i terminals,
respectivament, 1 el conjunt P de produccions d’una gramatica qualsevol. Demostrarem
que dona com a sortida el subconjunt N de variables anullables de V. L’algorisme fa
un calcul progressiu d’aquest conjunt N, que s’inicia amb les variables X que tenen
produccions X — A 1 que va incrementant a cada pas el nombre dels seus elements, fins
que ja no hi ha nous elements a afegir.

PRoOPOSICIO. Els dos enunciats seqients son equivalents:
1. Hi ha una derivacié X = X Uarbre de la qual té alcarial n + 1.

I Entenem per al¢aria d'un arbre la longitud (definida pel nombre d’arestes components) maxima dels camins que van

de P’arrel de 'arbre a cada una de les fulles. Convé tenir present que alguns autors compten el nombre de vértexs i no el
d’arestes com a definidor d’aquesta longitud.
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funcié anullables ( V: conjunt de caracters;
Y. conjunt de caracters;
P: conjunt de produccions)
retorna (N: conjunt de caracters)
variables V., : conjunt de caracters fvars
Nant = @;
N:={XeV|X—=Xe P}
mentre N,,; # N fer
Nant = N7
N:= Ny U{XeV |JaeN;, X—ae€ P}
fmentre;
retorna NV
ffuncid.

Fig. 3.1 Calcul del conjunt de variables anullables

2. A partir de ['n-ésima iteracié del bucle mentre de ['algorisme ‘anullables’, es té

XeN.

DEMOSTRACIO. La demostracié és una senzilla induccié sobre n. O

Observeu que X és anullable si 1 sols si existeix algun n que satisfa la condicié 1. T que
X € N siisols si existeix algun n que satisfa la condicié 2. Aixi doncs, la proposicié ante-
rior, en establir I’equivalencia entre les condicions 1 1 2, demostra que N és efectivament
el conjunt de variables anullables de la gramatica considerada.

Un procediment d’eliminacié de produccions nulles

Estem ara en condicions de construir una gramatica sense A-produccions a partir d’una
gramatica donada. Sigui G = (V, ¥, P, S) una gramatica qualsevol. La nova gramatica és
de la forma G' = (V, ¥, P’ S), amb les mateixes variables i terminals que G i on el conjunt
P’ s’obté a partir de P en eliminar totes les A-produccions i afegir-hi a continuacié noves
produccions, seguint el procediment segiient. Per cada produccié A— xq...x, € P, on les
\; representen indistintament variables o terminals, formem a partir d’aquesta produccio
totes les produccions possibles de la forma

A= oy, . qp

tals que
1. si x; no és una variable anullable, a; = v;,
2. si y; és una variable anullable, a; pot ser y; o A,
3. no totes les o; sén A al mateix temps.

Exemple 3.2 Considerem de nou el llenguatge format pels mots sobre alfabet {a, b}
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que tenen tantes a’s com b’s. La seglient és una gramatica no ambigua que genera aquest
llenguatge.

S — aXbS |bYaS | A
X — aXbX | A
Y = bYaY | A

El conjunt de variables anullables d’aquesta gramatica és {S, X, Y }. La gramatica que
s’obté a partir de la donada quan apliquem el procediment anterior d’eliminacié de A-
produccions és aquesta

S — aXbS |aXb|abS|ab|bYaS |bYa|baS | ba
X — aXbX | aXb|abX | ab
Y — bYaY | bYa | baY | ba.

Prorosicio. L(G') = L(G) — {A\}.

DEMOSTRACIO. Es tracta de demostrar ’enunciat segiient, del qual la proposicié n’és
un cas particular quan ’apliquem a la variable A := 5.

VACV Ywe 3* <A§>w> — <w7é)\ A A%@.

(=) En primer lloc, és clar que w no pot ser A, ja que la gramatica G' no conté cap
A-produccié. L’altra implicacié la veurem per induccio sobre el nombre ¢ de passos de la
derivacié de la gramatica G’

<A(%/>w> — <A%>w>.

- Base: 1 = 1. Si tenim A (? w, hem de tenir una produccié A —w en P’. Si aquesta

produccid és a P, ja hem acabat; altrament, n’hi ha una altra A—« on « és w amb
algunes variables anullables barrejades entre les seves lletres. Es obvi ara com derivar

wde A en G.

- Pas inductiu: ¢ > 1. Sigui A é? w amb derivacié
A=oa o l;; w.
G G
Sigui wy, el submot de w derivat de oy, per a k < r. Per la hipotesi d’induccié, tindrem
que VkLr ag %wk. Sila producci6 A — ¢« ...« pertany a P, ja podem formar una

derivacié de w en G.

Ara bé, si la producci6 A — «y...q, no pertany a P, aleshores existeix una
produccié en P de la forma A — y;i...xs, amb s > r, i un conjunt J = {j; < -+ <
st e {l,...,s} tal que v, = ax,1sij ¢ J, x; és anullable. Considerant finalment
la derivacid

*
A G?Xl---Xs ?wl...wrzw

on les x; amb j ¢ J han derivat el mot buit, es prova el que voliem.
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(«) Fem la demostracié també per induccié sobre el nombre i de passos de la derivacié
de la gramatica G

<w7§)\/\Aé>w> - <A§/>w>.
- Base: 1 = 1.

A=w A J2

G }:>{ we }:>A—>wEP/:>A£>w-
w# A w# A G’

- Pas inductiu: ¢« > 1. Sigui A é> w amb w # A. Explicitem el primer pas d’aquesta

derivacio per separat dels ¢ — 1 restants. Sigui

—1
A?Xl...xrl?w.

Siguin wy, ..., w, tals que

W= wy...w,
VE Yk % wy  (en menys de i passos).

- Siwg # A\ és una variable, tenim, per h.i., yx = wg.
G/
- Siwg = A, és que x} és una variable anullable.

Aixi doncs, i com que no totes les wy poden ser A perque w # A, ha d’haver-hi a P’,
per construccié, una produccié6 A —ay...q, on

{Oék:Xk siwyg # A

ar =X slwp=A\.

. . ., *
Per tant, a G’ hi ha una derivaci6 A = ay...q, = w; ... w,. O
Gl G/

Complexitat de I’eliminacié de produccions nulles

El procediment que acabem de descriure d’eliminacié de les A-produccions pot augmen-
tar exponencialment la magnitud de la gramatica. Ho veurem immediatament amb un
exemple. Primer, pero, necessitem partir d’una definicié concreta de grandaria d’una
gramatica. Podem considerar la segiient, on P representa el conjunt de produccions

d’una gramatica G,
> |Aal.

(A—a)eP
Es tracta de prendre com a grandaria el nombre total de simbols que apareixen a esquerra
1 dreta de totes les produccions de la gramatica.

Considerem ara un exemple senzill de gramatica que servira per posar de manifest
que l'eliminacié de A-produccions, quan es fa seguint el procediment donat a la subseccié
precedent, pot conduir a un augment exponencial de la grandaria de la gramatica resul-
tant. Sigui la gramatica formada per les k 4+ 1 produccions segtients
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La grandaria d’aquesta gramatica és 4k + 1. L’eliminacié de A-produccions manté les k
produccions A; — a; 1 transforma la primera produccié en

- (g) produccions amb k variables a la dreta,

- (lf) produccions amb k& — 1 variables a la dreta,

- (1:1) produccions amb 1 variable a la dreta.

La longitud total dels costats drets d’aquestes produccions és

ki (f)(k—i) =k .2kt

=0

que, afegida a les 2¥ — 1 vegades que hem de comptar el simbol S i als 2k simbols
que aporten les k produccions que es mantenen, déna com a grandaria de la gramatica
resultant la segiient:

(k+2) 2" 42k — 1.

Observeu que aquest resultat implica una complexitat exponencial del procediment
proposat, ja que la mera escriptura del resultat ja comporta un nombre exponencial de
passos respecte de la longitud de l'entrada.

Podem millorar substancialment aquesta complexitat amb una lleugera modificacid
de l'algorisme. Es tracta d’aplicar una idea que tornara a apareixer més endavant, en
aquest mateix capitol, en estudiar la forma normal de Chomsky. Consisteix a transformar
les produccions de la gramatica donada de manera que tinguin arietat limitada, abans
d’aplicar el procediment d’eliminacié de A-produccions. Entenem aqui per arietat d’una
produccié la longitud del seu costat dret. En el cas concret de fer una transformacio a
arietat menor o igual que dos, i referint-nos a la mateixa gramatica que ha servit de base
a aquesta analisi, es tracta de substituir la produccié S — A; ... A; pel conjunt de k —1
produccions

S — A7y
Z1 — A2Z2

Zy—s — Ak_2Z_
Z—y — A1 Ay

1 aplicar a continuacié el procediment d’eliminacié de produccions nulles. El resultat és
la gramatica segent

S — A1Z1 | Al | Z1 Al — a1
Z1 — A2Z2 | A2 | Z2 A2 — o
Zy—g — Ap1Ag | Aror | Ax A — ag,

gramatica que té una grandaria de 9k — 7. Es facil de demostrar que aquest algorisme es
pot aplicar a qualsevol gramatica i que la seva complexitat és lineal.
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Gramatiques quasi-A-exemptes

L’eliminaci6 de les produccions nulles dona lloc a gramatiques que exclouen el mot buit
del llenguatge generat. En aquesta seccié definirem una forma normal de gramatica que
permetra superar aquest inconvenient.

DEFINICIO. Diem que una gramatica és quasi-A-exempta quan o bé no conté cap A-pro-
duccid, o bé I'inica que conté és S — A —essent S el simbol inicial— en el qual cas S no
apareix al costat dret de cap produccio.

TEOREMA. Tot llenguatge incontextual pot ser generat per una gramatica quasi-A-exemp-
ta.

DEMOSTRACIO. Sigui L un CFL qualsevol. Si A ¢ L, D'aplicacié de 'algorisme d’e-
liminacié de les A-produccions a qualsevol gramatica que generi L déna una gramatica
A-exempta que genera el mateix llenguatge L.

Si A € L, considerem una CFG qualsevol que generi L. Sigui G = (V, ¥, P S) la
gramatica que genera L — {\}, construida a partir d’aquella mitjancant 1’algorisme d’e-
liminacié de les produccions nulles. Definim a partir de G la gramatica G’ segtient

¢ =(VUu{s} I P.5)

on §’ ¢ V ion P’ s’ha format afegint a P les dues produccions ' — X i §'— S. Es clar
que L(G") = L i que G’ és quasi-A-exempta. O

Exemple 3.3 Considerem la gramatica que té per simbol inicial 5 i per produccions
S — aSa |bSb|D | AB| A
A — aad | aa
B — Bbb|b
D — D | Db
E — ¢Dc|FS
F— DF|cE| A

L’algorisme ‘anullables’ troba S i F' abans de passar pel bucle, E a la primera passada i
cap altra variable a la segona. Aixi doncs, el conjunt de variables anullables és {S, E, F'}.

L’eliminacio de les A-produccions, la seva substitucié per les produccions noves i
I'afegiment d’una nova variable inicial S’ que generi altra vegada A déna lloc al conjunt
de produccions segiient:

S — S|\

S — aSa|aa |bSb|bb| D | AB
A — aad | aa

B — Bbb|b

D~ bD | Db

E— ¢Dc|FS|F|S

F— DF|D|cE|c.
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3.3 Eliminacié de produccions unaries

DEFINICIO.  S’anomenen produccions unaries® les que sén de la forma A— B,on Ai B
son variables.

Amb T'us de les produccions unaries passa una cosa semblant al que passa amb 1'is
de les produccions nulles. D’'una banda, sén molt 1utils a 'hora de construir gramatiques
senzilles per a llenguatges donats. Pot observar-se aquest fet en els exemples 2.1, 2.10,
2.11, 2.15, 2.17, 2.20, 2.22 1 2.24 del capitol anterior, on se n’ha fet un 1s extens. També
en les construccions associades a les operacions de reunio6 i de tancament positiu. Pero,
d’altra banda, compliquen els processos demostratius. Un cas extrem és la possibilitat
que en una gramatica es puguin donar simultaniament dues derivacions simetriques de la
forma A = B i B = A entre variables A i B diferents. La inexistencia de produccions
unaries impedeix que aixo succeeixi quan la gramatica és A-exempta. En una gramatica
sense produccions nulles ni produccions unaries, es pot associar una relacié d’ordre estricte
a cada pas d'una derivacid, ja que si a = 3, llavors o bé |a| < || o bé, si |a| = |5], el
nombre de terminals de 3 és superior al de a.

Donarem la manera de construir una gramatica sense produccions unaries que generi
un CFL L donat. En virtut de 1"iltim teorema de la seccié anterior, podem partir d’una
CFG quasi-A-exempta per a aquest llenguatge L. Sigui G = (V, ¥, P, S) aquesta gramatica.

Per a cada A€V, considerem el conjunt de variables que es deriven de A, és a dir,

unaris(A) ={B eV | A % B}.

Aquest conjunt es pot construir de manera efectiva per a cada A € V, ja que si A =
B aleshores existeix una derivacié de B a partir de A formada per una sequencia de
produccions unaries en que no es repeteix cap variable. La inexistencia de A-produccions
—tret, eventualment, de (S — X)— forca que totes les produccions que intervenen a la
sequencia hagin de ser unaries, altrament la cadena derivada seria de longitud més gran
que 1. A més, la llargada d’aquesta seqiiencia ha de ser inferior o igual a |V, altrament
hi hauria alguna variable que es repetiria i és clar que podriem escurcar aquesta derivacid
eliminant els passos intermedis entre dues aparicions consecutives d’aquesta variable.

Sigui G' = (V, X, P, S) on P’ esta formada, per a cada A € V i per a cada B €
unaris (A), per totes les produccions A — « tals que B— « sigui una produccié no unaria
de P, incloent-hi, eventualment, S — A. Formalment,

P'=|J{A—a|3Bcunaris(4) (B—a)eP A agV}.

AcV

Es clar que G’ es manté quasi-A-exempta i que no té produccions unaries. De seguida
veurem que genera el mateix llenguatge, pero abans illustrem amb un exemple la cons-
truccié donada.

Exemple 3.4 Partim de la gramatica quasi-A-exempta trobada a 'exemple 3.3. El seu
conjunt de produccions era

2En anglés, unit productions o també chain rules.



3 Normalitzacié de gramatiques 61

S — S|
S — aSa|aa|bSb|bb|D|AB
A — aadd | aa
B — Bbb|b
D — D | Db
E— ¢Dc|FS|F|S
F— DF|D|cE|c.
Per a aquesta gramatica podem calcular els conjunts segiients:
unaris (S') = {S', S, D}
unaris (S) = {5, D}
unaris (4) = {A}
unaris (B) = {B}
Aplicant ara el metode exposat anteriorment, trobem les produccions
S"— A aSa|aa|bSb|bb|AB |bD | Db
S — aSa|aa |bSb|bb| AB |bD | Db
A — aad | aa
B — Bbb|b
D — D | Db
E— ¢Dc|FS|DF |cE|c|aSa]|aa|bSb|bb|AB |bD | Db
F— DF|cE|c|bD| Db
que constitueixen una gramatica quasi-A-exempta i sense produccions unaries, equivalent
a la de partida.

unaris (D) = {D}
unaris (E) ={E, F, S, D}
unaris (F') = {D, F}.

Prorosicio. L(G') = L(G).
DEMOSTRACIO.
1. L(G") CL(G).

Per cada produccié A— a de P'—P, tenim, per la construccié de P’, una derivacié A = o

en G.
2. L(G) C L(G").

Sigui w € L(G) i considerem una derivacié de w

S=ay =>a; = = a, =w,
G G G

tal que en cada derivacio directa la variable a la qual ha estat aplicada la produccié és la
de més a 'esquerra possible. Direm que una derivacié directa és unaria quan la produccio
que hi intervé és unaria. Si, per a tot ¢ tal que 0 < 7 < n, la derivacié directa o; = ;11
és no unaria, aleshores tota la derivacié és valida en G’.

Si, al contrari, a; = a;11 és una derivacié unaria de G, podem suposar que «; =
Qg1 = -+ = « és una successio de derivacions unaries, 1 que a;_1 = &; 1 &j = j41 1O
ho sén pas. En aquest cas, hem de tenir

JeeX Fpe(VUI) Viktalquei <k gy —1
ar=cXi0 N a1 = Xp1 S A (Xk—>Xk+1)EP.
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Sigui X; — v la produccié utilitzada en o; = «jy1. Com que X, € unaris (X;), existeix
una produccié X; =+ en P’ amb la qual obtenim la derivacié

*
S=ayp = o = aj41.
G Gl
Continuant d’aquesta manera, obtenim una derivacié de w en G’. O

Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. Tot llenguatge incontextual pot ser generat per una gramatica quasi-A-exemp-
ta i sense produccions undaries.

3.4 Eliminacido de simbols inutils

DEFINICIO. Donada una gramatica G = (V, ¥, P, S) i un simbol y € V U ¥, direm que
Y és dtil si existeix un mot w € ¥* i una derivacié de la forma S = ay3 = w, on
a,fe(V U X) . Altrament direm que y és imitil.
De la definicio es dedueix que perque y sigui tutil és necessari que existeixin dues
derivacions
S = axp i Y= ambazxe D%

Aquesta condicid, pero, no és suficient, com posa de manifest I’exemple segiient:

Exemple 3.5 En la gramatica
S— AB|CD
A— AS
B—=b
C—Ccl|A
D —d,

la variable B satisfa totes dues condicions, ja que es té S = AB 1 B = b. En canvi es
tracta d’un simbol inttil.

DEFINICIO.  Anomenem fecunds els simbols per als quals existeix la segona de les dues
derivacions, 1 accessibles aquells per als quals n’existeix la primera.

Eliminacio de simbols no fecunds

L’algorisme de la figura 3.2 té com a entrades els alfabets V 1 X' de variables 1 terminals,
respectivament, 1 el conjunt P de produccions d’una gramatica qualsevol. Pot observar-se
que la seva estructura és similar a la de D'algorisme ‘anullables’ de la figura 3.1. De-
mostrarem que déna com a sortida el subconjunt F' de simbols fecunds de G. Remarquem,
de passada, que aquest mateix algorisme pot utilitzar-se per resoldre el problema de Ia
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funcié fecunds ( V: conjunt de caracters;
Y. conjunt de caracters;
P: conjunt de produccions)
retorna (F: conjunt de caracters)
variables F, : conjunt de caracters fvars
Fant = @;
F.=X;
mentre F' # F,, fer
Fant = F7
F:=FnwU{XeV |JacF;, X—ae P}
fmentre;
retorna F
ffuncid.

Fig. 3.2 Calcul del conjunt de simbols fecunds

buidor?® referit a CFG, és a dir, el problema de determinar si el llenguatge generat per una
gramatica donada és o no és el conjunt buit. En efecte, el llenguatge generat per una
gramatica és buit si 1 sols si el seu simbol inicial no és fecund.

PRoOPOSICIO. Els dos enunciats seqients son equivalents:
1. Hi ha una derivacié X = w amb we X* Uarbre de la qual t€ algdria n.

2. A partir de ['n-ésima iteracio del bucle mentre de [algorisme ‘fecunds’ es té

Xefl.

DEMOSTRACIO. La demostracié, identica a la de I'algorisme de variables anullables, es
redueix a una induccié sobre n. O

Donada una crG G = (V, X, P,S), amb L(G) # @, podem construir-ne una altra
d’equivalent a G amb tots els seus simbols —variables 1 terminals— fecunds. En efecte,
sigui F' el conjunt de simbols fecunds de G obtingut per aplicacié de I’algorisme anterior.
Fem G = (V/, ¥, P'.S),on V' =V N F,ion P és el subconjunt de P format per les

produccions en queé només apareixen variables de V.

Exemple 3.6 Reprenem la gramatica obtinguda a l'exemple 3.4, que era
G = <{SI7 S? A7 B7 ‘D7 E7 F}7 {a7 b7 C}7 P7 SI>7

amb produccions

3En anglés, emptiness problem.
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S"— Xl aSa|aa|bSb|bb| AB|bD | Db

S — aSa|aa |bSb|bb| AB |bD | Db

A — aad | aa

B — Bbb|b

D — D | Db

E— ¢Dc|FS|DF |cE|c|aSa]|aa|bSb|bb|AB |bD | Db

F— DF |cE|c|bD | Db.
L’algorisme ‘fecunds’ parteix del conjunt {a,b, c} i hi incorpora les variables S’, S, A,
B, E'i F en el primer pas del bucle. En el segon pas, no n’afegeix cap més. Aixi doncs,

només la variable D és no fecunda. En eliminar totes les produccions que contenen D
ens quedem amb

S"— X|aSa|aa|bSb|bb| AB

S — aSa|aa |bSb|bb| AB

A — aad | aa

B — Bbb|b

E— FS|cE|c|aSa|aa|bSb|bb| AB
F— cE|ec

ProposICIO. L(G') = L(G).

DEMOSTRACIO.

L. L(G") C L(G).

Trivial, ja que tota derivacié en G’ és també una derivacio en G.

2. L(G) C L(G").

Sigui F' el conjunt de simbols fecunds de G. Si w € L(G), considerem una derivacié de
wen G. Sigui S % w. Per a qualsevol variable A que aparegui en aquesta derivacié es
tindra que es pot derivar de A un mot de ¥*: el submot de w que “penja” de A en ’arbre
de derivacié que correspon a S % w. Aixi doncs, A€ F. Per tant, la derivacié completa

és també una derivacié en G'. O

Eliminacio de simbols no accessibles

L’algorisme de la figura 3.3 té com a entrades els alfabets V 1 X' de variables 1 terminals,
respectivament, el conjunt P de produccions i el simbol inicial S d'una gramatica G qual-
sevol. La seva estructura és similar a la dels algorismes anteriors, amb la diferencia que el
calcul progressa ara “cap endavant”, des del simbol inicial cap als terminals. Demostrarem
que doéna com a sortida el subconjunt A de simbols accessibles de G.

PRoOPOSICIO. Els dos enunciats seqients son equivalents:
1. Hi ha una derivacid S = axf, on YEV U X, Uarbre de la qual té al¢aria n.
2. A partir de ['n-ésima iteracié del bucle mentre de ['algorisme ‘accessibles’ es té
XEA.
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funcié accessibles ( V: conjunt de caracters;
Y. conjunt de caracters;
P: conjunt de produccions;
S: caracter)
retorna (A: conjunt de caracters)
variables A, : conjunt de caracters fvars
Aant = @;
A:=A{5}h
mentre A, # A fer
Aant = A7
A=AnU{xeVUY | 3X€Aum Jo,fe(VUYE)* X—axie P}
fmentre;
retorna A
ffuncid.

Fig. 3.3 Calcul del conjunt de simbols accessibles

DEMOSTRACIO. La demostracié, identica a la feta en el cas dels algorismes ‘anullables’
i ‘fecunds’, torna a fer-se per induccié sobre n. O

Donada una CrFG G = (V, X, P, S) qualsevol, podem construir-ne una altra d’equiva-
lent a G amb tots els seus simbols —variables 1 terminals— accessibles. En efecte, sigu1 A
el conjunt de simbols accessibles de G obtingut per aplicacié de 'algorisme anterior. Fem
G =V Y P,S)y,onV =VNA Y =5YNAion P és el subconjunt de P format per

les produccions en que només apareixen simbols de A.

Exemple 3.7 Ens proposem construir una gramatica equivalent a la de ’exemple 3.6,
pero que tingui tots els simbols accessibles. Recordem que la gramatica de que parlem,
que era quasi-A-exempta i que no tenia produccions unaries ni simbols no fecunds, era

S"— Xl aSa|aa|bSh|bb| AB

S — aSa|aa |bSb|bb| AB

A — aad | aa

B — Bbb|b

E— FS|cE|c|aSa|aa|bSb|bb| AB
F— cE|c.

L’aplicacié de I'algorisme ‘accessibles’ en aquesta gramatica parteix del simbol S’ en la
inicialitzacié del conjunt de simbols accessibles. Hi incorpora els simbols a, b, S, A1 B
en el primer pas pel bucle i cap simbol nou en el segon. Aixi, ¢, F i F so6n inaccessibles.
En suprimir les produccions que contenen algun d’aquests simbols, ens quedem amb el
conjunt P’ de produccions
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S"— X|aSa|aa|bSh|bb| AB
S — aSa|aa|bSb|bb| AB
A — aaA | aa
B — Bbb|b,
la qual cosa ens ddna finalment la gramatica depurada

G'={{5", S, A B},{a,b}, P S".

Prorosicio. L(G') = L(G).

DEMOSTRACIO.

L. L(G") C L(G).

Trivial, ja que tota derivacié en G’ és també una derivacio en G.

2. L(G) C L(G").

Sigui A el conjunt de simbols accessibles de G. Si w € L(G), considerem una derivacié
de wen G. Sigui S % w. Per a tots els simbols y € V U X que apareixen en aquesta

derivacio es té que y és accessible des de S. Aixi doncs, y € A, i la derivacio, tota sencera,
és també una derivacié en G. O

Eliminacio de simbols inutils

L’eliminacio consecutiva primer dels simbols no fecunds i a continuacié dels simbols no
accessibles dona com a resultat, quan es fa en 'ordre indicat, una gramatica sense simbols
inttils, com demostrem a continuacié. Pero cal tenir en compte que és essencial fer-ho en
aquest ordre 1 no a 'inrevés, com posa de manifest ’exemple segtient.

Exemple 3.8 Considerem la gramatica que té per variables V' = {S, A, B}, per termi-
nals ¥ = {a,b} i per produccions P les segiients:

S— AB|a
A— BA
B — 0.
Primer pas: eliminacié de simbols no fecunds. Obtenim V' = {S, B}, ¥ = {a,b} i P’
igual a
S— a
B — 0.
Segon pas: eliminacié de simbols no accessibles. Obtenim V' = {S}, ¥" = {a} i P"
igual a
S— a.

En canvi, si s’hagués fet el segon pas abans del primer, el resultat hauria estat el segiient.
Primer pas: eliminacié de simbols no accessibles. En aquest cas, no obtindriem cap
canvi en la gramatica de partida ja que el resultat seria V' = {S, A, B}, ¥’ = {a,b} i
P' estaria format per
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S— AB|a
A— BA
B — b
Segon pas: eliminaci6é de simbols no fecunds. Obtindriem V" = {S, B}, ¥ = {a,b} i
P" igual a
S— a
B — b

TEOREMA. Tot llenguatge incontextual no buit pot ser generat per una gramdtica sense
stmbols inaitils.

DEMOSTRACIO. Sigui G = (V, ¥, P,S) la gramatica que genera el llenguatge no buit
donat. Sigui G' = (V', ¥ P’ S) la gramatica que s’obté a partir de G per eliminaci6 dels
simbols no fecunds. Sigui G” = (V" X7 P” S) la gramatica que s’obté a partir de G’
per eliminacié dels simbols no accessibles. En virtut de les proposicions d’aquesta ma-
teixa seccié que demostren la conservacio dels llenguatges afectats, tenim successivament

L(G') = L(G) i L(G") = L(G'). En conseqliencia, tenim
L(G") = L(G).

Només ens queda veure que G” no té simbols intitils. Per a aixo, considerem un simbol
Y € VU X" de G". Com que G” és el resultat d’eliminar els simbols no accessibles de
G', x és accessible en G”. Per tant, existeix una derivacié de la forma

«
S = axp
amb a, 3 € (V"U X")*.

Per construccié de G”, aquesta derivacié ho és també en G’. Pero en G, tots els
simbols sén fecunds. Podem, doncs, derivar mots terminals de les variables de ayf i
obtenir la derivaci6

S S ayf =>w
G G
on w és un mot terminal.

Finalment, tots els simbols que apareixen en totes les cadenes que intervenen en
aquesta derivacié sén accessibles (ja que la derivacié comenca amb S), per tant, la cons-
truccié feta per obtenir G” els preservara, i tota la derivacié és valida en G”, és a dir,
tenim

S = a = w.
G// X/B G//

Aixo demostra que y no és inutil. O
3.5 Gramatiques depurades

TEOREMA. Tot llenguatge incontextual no buit pot ser generat per una gramdatica quasi-
A-exempta, sense produccions unaries i sense simbols iniitils.
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DEMOSTRACIO. Es tracta de considerar ’aplicacié successiva, i en aquest ordre precis,
dels processos de transformacié d’'una gramatica donada en una altra quasi-A-exempta;
d’aquesta en una altra sense produccions unaries; 1 d’aquesta en una altra sense simbols
inutils. Els unics punts a remarcar son els segiients:

1. L’eliminacié de produccions unaries pot introduir simbols intutils, pero en cap cas
b
no pot introduir A-produccions.
2. L’eliminaci6 dels simbols inttils no pot introduir en cap cas ni A-produccions ni
produccions unaries.

Observeu, incidentalment, que ’eliminacié de A-produccions pot introduir produccions
unaries, ra6 per la qual ha de ser el primer dels processos a efectuar.

Com que ja ha estat demostrat que totes les transformacions considerades produeixen
gramatiques equivalents, la gramatica obtinguda en 1iltim pas satisfa els requeriments
del teorema. O

Una caracteritzacié de la no-ambigiitat en CFG

El fet de partir d'una gramatica depurada ens posa en millors condicions a 1’hora de
determinar si la gramatica considerada és ambigua. El teorema segiient estableix unes
condicions que caracteritzen la no-ambiguitat.

TEOREMA. Una gramatica G = (V, X, P, S) sense simbols initils és inambigua st i només
si se satisfan les condicions seguents:
1. Per a tot parell de produccions X — a1 i X — a3 de P diferents, es t€ L(aq) N

L(az) = 2.

2. Per a tota produccic X — Y1...xn de P, on els x; € VU X, si existeizen
mots wy,wy € L(x1), ..., wn,w), € L(xn) tals que wy ... w, = wy...wl, lavors
necessariament wy; = W, ..., w, = w,.

DEMOSTRACIO. Es obvi que les dues condicions sén necessaries, ja que de no complir-
se una d’elles, com que la variable X afectada és 1til, obtindriem directament un cas
d’ambigtitat.

Suposem que les dues condicions es compleixen 1 mirem de demostrar que G és no
ambigua; aixo ho fem per minim contraexemple (equivalent a induccid).

Suposem que G és ambigua. Ha d’existir una varible X 1 dos arbres de derivaciéd
diferents d’un mateix mot w € X* a partir de X. Considerem un contraexemple format
per un parell d’arbres (¢,#') que tenen entre tots dos un nombre minim de vertexs. Sigui X
larrel de t i de t' (que no té per que ser S). Per la condicié 1, el primer pas de la derivacié
en tien t’ coincideix; i per tant és de la forma X — v ... yn, ambels xy; € VUX. Llavors
t it tenen n fills directes ty,...,¢, 1 t],... 1., respectivament, on cada y,; és el simbol
de D'arrel dels corresponents ¢; i ti. Si w; 1 w! sén, respectivament, els mots generats pels
corresponents ¢; i ¢/, llavors w = wy ... w, = wj ... w), i, per la condicié 2, tenim que cada
w; coincideix amb w!. Donat que t it sén arbres diferents, existeix algun j entre 1 i n
tal que ¢; 1 ¢ sén arbres diferents. Pero com que w; = w’, tenim que y; és una variable i
llavors (;,#}) és un contraexemple menor que (,t'), contradiccio. O
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Exemple 3.9 Considerem la gramatica S— aSbS | A. Suposem que ja hem demostrat
que aquesta gramatica genera el llenguatge

{weia, b} | (jwla = [wlp) A Vo, y w=ry = [|a > |2[o)}-

Ara volem veure que la gramatica no és ambigua. Clarament satisfa la condicié 1. La
condici6 2 se satisfa trivialment per a la produccié §— A. Considerem doncs la produccid
S —aSbhS; siguin wy, wi, we, wh,w € L(S) tals que aw;bwy = aw|bw) = w. Considerem
el primer prefix de w diferent de A i que té tantes a’s com b’s; aquest prefix existeix,
ja que en particular w té tantes a’s com b’s. Es facil justificar, per les propietats del
llenguatge L(.S), que aquest prefix és tant aw,b com aw}b; per tant aw,b = aw|b i llavors
wy = wi 1wy = wh,.

El problema de la pertinenga en CFL

S’anomena problema de la pertinenca,* referit a una certa familia de llenguatges, el pro-
blema de determinar, donats un mot qualsevol i un llenguatge qualsevol de la familia en
questid, si el mot pertany o no al llenguatge.

En el cas de la familia dels CFL, la possibilitat de construir gramatiques depurades per
a qualsevol llenguatge de la familia permet donar un algorisme per resoldre el problema de
la pertinenca. Aquest algorisme es basa en el fet que podem fitar superiorment el nombre
de passos que requereix qualsevol derivacié en una gramatica depurada. La proposicié
segiient permet concretar aquesta idea de forma precisa.

PRrROPOSICIO. Sigui G = (V, X, P,S) una CFG quasi-A-ezempta i sense produccions und-
ries. Sigui w € L(G) — {A}. Aleshores, tota derivacid de w en G té una llargaria de
2|w| — 1 passos, com a mazim.

DEMOSTRACIO. Farem la demostracié en general per a una variable X qualsevol. Es

. . . * s
a dir, demostrarem que tota derivacié de la forma X = w esta composta per 2|w| — 1
passos, com a maxim. Ho farem per induccié sobre n = |w].

Base: n =1
En aquest cas, la derivacié X = w ha de ser de la forma X = a, d'un sol pas, amb a € ¥.
Es compleix exactament la fita.
Pas inductiu: n > 1
Sigui
X=yvi...0r>w
una derivacié de w. Es té que r ha de ser més gran que 1. Altrament tindriem X =

* . . . . . . Ne N
X1 = w, 1 x1 hauria de ser un terminal, ja que no hi ha produccions unaries a GG. Pero
aleshores la talla de w seria 1.

Sigui w = wy ... w,, on cada w; deriva del seu y; corresponent. (En el cas que y; sigui
un terminal, aquesta derivaci6 té 0 passos i es té w; = x;.) Com que, per a cada ¢, tenim
1 < |w;i| < n, resulta, per hipotesi d’induccié, que les derivacions

Xi = W

4En anglés, membership problem.
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tenen llargaria més petita o igual que 2|w;| — 1.
La llargaria de

*

S=X1...Xr = Wy... W, =W

esta fitada, doncs, per

L+ > 2wl —1) =1+ 2w —r =1+2[w| —r <1+ 2w —2=2Jw|—1.
=1 =1
(I

Estem ara en condicions de demostrar ’afirmacié amb que hem comencat aquesta
subseccio.

TEOREMA. Sigui L C X" un CFL 1 we L. Aleshores, podem decidir st we L.

DEMOSTRACIO. Sigui G una CFG quasi-A-exempta i sense produccions unaries que generi
L. Si w=\, w pertany a L si 1 sols si existeix a G la produccié §— A, on S és la variable

inicial de G.

Siw # X, construim totes les possibles derivacions en G de nombre de passos inferior a
2|w]. Segons la proposicié anterior, w € L si i sols si w resulta generat en alguna d’aquestes
derivacions. O

Convé advertir que hi ha algorismes per resoldre el problema de la pertinenca en CFL
que son més eficients que 'exposat al teorema anterior, el qual té un cost exponencial.
L’objectiu d’aquest teorema és sols posar de manifest la decidibilitat del problema de
la pertinenca en el cas dels CFL, en contrast amb el que passa amb altres families de
llenguatges com, per exemple, els definits per maquines de Turing.?

3.6 Forma normal de Chomsky

DEFINICIO. Diem que una gramatica quasi-A-exempta esta en forma normal de Chomsky
(abreviadament, CNF®) quan totes les seves produccions —a excepcié eventualment de
S — A— s6n o bé de la forma A— BC o bé de la forma A—a,on A, B 1 C sén variables
1 a és un terminal.

La utilitat principal de la forma normal de Chomsky és que permet una millora de
I'eficiencia dels algorismes que operen amb gramatiques. Un exemple d’aixo ha estat vist
en aquest mateix capitol en parlar de la complexitat de ’eliminacié de les produccions
nulles. Es interessant observar que la conversié d'una gramatica qualsevol a CNF és un
procés analeg al de la implementacié d'un arbre general mitjancant un arbre binari. Pot
trobar-se aquesta implementacié a la seccié 5.2.2 de [Fra93].

TEOREMA. Tot CFL pot ser generat per una gramdatica en forma normal de Chomsky.

DEMOSTRACIO. Podem partir d'una gramatica G = (V, ¥, P, S) que generi el llengnatge
considerat, que sigui quasi-A-exempta 1 que no tingui ni produccions unaries ni simbols
inutils. Fem la construccié d’'una gramatica en CNF equivalent a G en dues etapes.

5Trobareu la definicié d’aquest model de computacié al capitol 10.
8De l'anglés Chomsky Normal Form.
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En una primera etapa, considerem una produccié qualsevol de la forma A — x1 ... Xm,
on cada y; pot ser una variable o un terminal. Si m = 1, com que G no té produccions
unaries, aquesta ha de ser del tipus A — a, que ja esta en CNF.

Suposem, doncs, que m > 2. Considerem tots els simbols terminals que apareixen en
el conjunt de produccions d’aquest tipus. Per cada un d’aquests terminals ¢ € X' definim
una nova variable C, 1 afegim la produccié C, — a.

Reemplacem cada produccié de la forma A — 1 ... Xm, €en que no totes les y; siguin
variables, per una produccié de la mateixa forma en que cada terminal y; = @ ha estat
substituit per la variable C, corresponent.

Totes les produccions —a part de S — A— sén ara de la forma

A—=a o bé
A—-Xy...X,, ambm>2.

on totes les X ...X,, son variables.

Sigui G' = (V', ¥ P, S) la nova gramatica amb les modificacions previes. Es facil de
demostrar que L(G') = L(G).

En una segona etapa, considerem la gramatica G” = (V”, ¥ P" S) obtinguda de la
manera segiient. Per cada produccié de G’ del tipus A — By ... B, amb m > 2, definim

noves variables Dy, ..., D, _o 1 substituim la producci6 A — Bj...B,, pel conjunt de
produccions
A— BlDl
_D1 — BZ_DZ

-Dm—3 — Bm—Z-Dm—Z
_Dm_2 — Bm_le.

Es clar que la gramatica G” obtinguda esta en CNF, i de nou no presenta cap dificultat

demostrar que L(G") = L(G"). O

Exemple 3.10 Considerem la gramatica depurada obtinguda a ’exemple 3.7, és a dir,
la gramatica G = ({5, S, 4, B}, {a,b}, P, S"), on P és el conjunt de produccions
S"— X|aSa|aa|bSh|bb| AB
S — aSa|aa|bSb|bb| AB
A — aaA | aa
B — Bbb|b.
La primera etapa del metode anterior ens déna les produccions
S — N CuSCy | CaCu | CpSChy | CvCh | AB
S — CuSC, | ColCly | CLSChy | CLCyh | AB
A— C,CA|CCy
B — BCyChy | b
Cyo— a
Cp— b.
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La segona etapa del metode ddna les produccions
S M| C X | CoCy | CyT | CCy | AB
S — CoX | CoCy | CbT | CoCyh | AB
X — 5C,
T — SCb
A— CY|C,C,
Y - C,A
B— BZ|b
Z — Cbe
Co— a
Cp— b.

De fet, aquest no és exactament el resultat que hauriem obtingut si haguéssim seguit el
metode al peu de la lletra, ja que haurfem introduit les variables X' i T’ diferenciades
deles X i T per a les dues produccions ternaries que depenen de S’. Es clar, tanmateix,
que es tracta, en aquest cas, de parells de variables equivalents.

Exercicis

3.1 Construiu una gramatica sense A-produccions que sigui equivalent a la segiient:
S — aSa | bSb|aXb|bXa
X = aX |bX | .

3.2 Construiu una gramatica quasi-A-exempta que sigui equivalent a la segiient:

S — XY
X = aXb|A
Y = bYce|A.

3.3 Construiu una gramatica sense produccions unaries que sigui equivalent a la segiient:
S>X | X+5
X->T|YxZ
Y =T | (X+5)
Z—=Y | YxZ
T—0|1|2]3]|4|5]6]|7|8]9.

3.4 Construiu una gramatica sense produccions unaries que sigui equivalent a la segiient:
S— A|B
A— adlaAb|a
B — Bb|aBb|b.

3.5 Construiu una gramatica quasi-A-exempta i sense produccions unaries que sigui equivalent a la
seglient:

S —aBS | bAS | A
A—bAA | a
B —aBB | b.
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3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

Demostreu que totes les transformacions de gramatiques exposades en aquest capitol preserven la
no-ambigiiitat de la gramatica original.

Trobeu un algorisme per determinar si un CFL qualsevol, definit mitjancant alguna CFG, és finit o
infinit.

Una gramatica quasi-A-exempta es diu que esta en forma normal de Greibach quan totes les seves
produccions, a excepcid eventualment de S — A, sén de la forma A — aa, on @ és un simbol terminal i
« és una cadena intermedia que o bé és buida o bé esta composta exclusivament de variables. Trobeu
un procediment per transformar una CFG qualsevol en una altra en forma normal de Greibach.

Trobeu el nombre de passos de qualsevol derivacié d’un mot en funcié de la longitud del mot, per
a cada un dels casos seglients:
1. Quan la gramatica esta en forma normal de Chomsky.

2. Quan la gramatica esta en forma normal de Greibach.

Una gramatica quasi-A-exempta es diu que és una gramatica d’operadors quan cap de les seves
produccions no conté dues variables adjacents al seu costat dret. Trobeu un procediment per
transformar una CFG qualsevol en una gramatica d’operadors.

Trobeu un procediment per transformar una CFG qualsevol en una gramatica quasi-A-exempta en
que totes les produccions, a excepcié eventualment de S — A, sén d’una de les tres formes seglients:
A—a, AwaBi A—aBC.
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Capitol 4 Automats finits

4.1 Introduccid

Considerem el classic problema de cercar una sequencia de caracters, que se sol anomenar
‘patrd’, en un text. Partim d’un text ¢ (que suposem relativament llarg respecte del patro)
escrit sobre un cert alfabet X', 1 d’un patré p, que sol ser una paraula o un prefix d’alguna
paraula, 1 volem trobar si aquest patrd apareix en algun lloc del text.

funcié cerca ( text: vector [1..n] de caracters;
patrd: vector [1..m] de caracters;
n,m: naturals)
retorna (trobat: boolea)
variables i, j: naturals fvars
trobat := fals;

1:=0;

mentre (: <n—m A no trobat) fer
J=1
mentre (tezt[i + j] = patré[j] A j < m) fer

7 =741

fmentre;
trobat := (text 1 + 7] = patrd[j]);
1i=14+1

fmentre;

retorna trobat

ffuncié.

Fig. 4.1 Cerca d’un patré en un text

Un algorisme “ingenu”, que es limita a cercar la primera ocurrencia del patrod, és el
que apareix a la figura 4.1. Es tracta de situar-se en una posicié del text i acarar un a
un els simbols successius del patré amb els corresponents del text a partir de la posicid
considerada, interrompent 'acarament a la primera discrepancia i passant a la posicio
segient del text. El procés finalitza aixi que es troba la primera ocurrencia del patré.
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Una fita superior del nombre de comparacions entre parells de simbols que efectua
aquest algorisme és n(m—+1)/2, on nim sén les longituds de ‘text’i ‘patrd’, respectivament.
Hem qualificat 1’algorisme d’ingenu perque no treu cap partit de la informacié que va
recollint a mesura que explora el text. Veurem com pot millorar-se substancialment el
temps de procés utilitzant un automat finit.

Per centrar-nos en un cas concret, suposem ¥ = {a,b} i p = abaa. La figura 4.2
mostra el graf d'un automat finit determinista de quatre estats que accepta exactament
els textos que contenen aquest patrd. L’automat engega en l'estat go 1 va llegint el text
t, d’esquerra a dreta, canviant d’estat segons li ho indica el simbol que llegeix a cada
instant. Si el text ¢ conté el patré p com a submot, 'automat entra en 'estat g4, que
sera anomenat estat d’acceptacid, just quan acaba de llegir per primera vegada aquest

submot.
b a a a,b
RO Oy ONRO O
\/{ b
Fig. 4.2 Automat finit que accepta mots que contenen abaa
Es facil demostrar que, qualsevol que sigui el patré p considerat, si fem m = |p|,

existeix un automat finit determinista de m + 1 estats que efectua el procés de cerca.
Aquest automat executa exactament n passos per llegir un text de longitud n. Aixi
doncs, la feina total de construir I'automat a partir del patré i processar a continuacio el
text amb aquest automat requereix ©(m + n) passos, mentre que ’algorisme ingenu en
requeria O(m - n).

4.2 Automats finits deterministes

Un automat finit determinista (abreujadament un DFA, de l'angles deterministic finite
automaton) és una estructura de la forma

M = <Q,E,(S,(]0,F>

els components de la qual es defineixen a continuacio:

- () és un conjunt finit no buit, els elements del qual s’anomenen estats.
Y és un alfabet (anomenat d’entrada).
d és la funcié de transicié que definirem tot seguit.

- qo € () sTanomena estat inicial.
- F C () s"anomena conjunt d’estats acceptadors.

Quant a la funcié de transicid, és una aplicacié de la forma
0:Q x X — (@),
que representem amb notacié multiplicativa,

Yge Q@ Vwe X" dg,w) =¢q-w
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1 que satisfa els dos axiomes seguents:

. q
VeeQ Veyel {(2) ¢ (vy)=(g-2)-y.

A partir d’aquests axiomes és immediat comprovar que qualsevol funcié de transicié queda
completament definida especificant-ne solament els valors sobre el conjunt finit ¢ x Y.
En efecte, si @ = ajas...a,, on tots els a; sén simbols de ¥, tenim per aplicacié reiterada
de l'axioma 2

q-ai1ag...dy, = ((q . al) . Clz) Ce gy,

és a dir que el calcul de la transicié d’'un estat per un mot de longitud n es resol amb n
calculs elementals consecutius de la forma “un estat per un simbol”. Es pot especificar
la funci6 de transicié del DFA M mitjancant una taula, anomenada taula de transicions,
que té com a entrades els estats de () 1 els simbols de Y.

Exemple 4.1 La taula 4.1 especifica les transicions d’un automat finit de vuit estats
{90, q1, ... g7}, que té ¢y com a estat inicial, ¢, com a 1inic estat acceptador i els simbols
aib com a alfabet d’entrada.

Taula 4.1 Taula de transicions d’un DFA

a b
do a1 qo
0 q2 q3

T4 92 92
VE q4 5]
44 q2 de
45 a1 N
ds q2 qr7
a7 q4 q4

Amb vista a facilitar la comparacié entre automats, se sol adoptar el criteri d’escriure
lestat inicial a la primera linia i d’anar introduint els altres estats a les linies successives
a mesura que van apareixent referenciats a la mateixa taula. Utilitzem una creu () per
assenyalar els estats acceptadors.

Una altra manera de descriure un automat finit, que en facilita molt la comprensi6
en el cas d’automats petits, és mitjancant el que s’anomena diagrama de transicions de
I"automat. Es tracta d’un graf dirigit que té per vertexs els estats de 'automat. Per cada
transicié de la forma ¢; - @ = ¢; hi ha un arc que va de ¢; a g; 1 porta l'etiqueta . Si hi ha
més d’una transicié entre dos estats ¢; 1 ¢;, per exemple ¢;-a = ¢; 1 g;*b = g;, es dibuixa un
unic arc entre aquests dos estats, I’etiqueta del qual inclou els simbols implicats separats
per comes (a,b en aquest exemple). L’estat inicial se sol identificar amb una fletxeta que
hi incideix. Els estats acceptadors se solen identificar amb una creueta (o amb un doble
cercle en alguns textos).
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»@~©~~©
~5{ e w@

Fig. 4.3 Diagrama de transicions de Pautomat de la taula 4.1

Exemple 4.2 La figura 4.3 illustra el diagrama de transicions de 'automat finit es-
pecificat a la taula 4.1.

Interpretacié d’un DFA com un mecanisme

Si bé és imprescindible partir d’'una descripcié formal del concepte de DFA per tal de
poder establir-ne rigorosament les propietats, també és necessari donar una interpretacio
del DFA que permeti la seva utilitzacié en informatica. Al capdavall, és d’aquest s practic
que se n’ha derivat el concepte com a model abstracte de computacio.

Nosaltres interpretem els automats com unes maquines del tipus dels ordinadors, si
bé d’una senzillesa estructural extrema. En el cas dels DFA que ara ens ocupa, aquestes
maquines estan reduides a una unitat de control 1 a un capcal que llegeix una cinta
d’entrada. La unitat de control consta d’'una memoria finita. De fet, interpretem cada
estat de 'automat com un contingut possible de la memoria. Aixi, una memoria de n
bits de capacitat pot adoptar 2" estats diferents. La cinta d’entrada esta dividida en
celles, cada una de les quals pot contenir un simbol de 1’alfabet d’entrada. La longitud
de la cinta es limita en cada cas al nombre de les celles que contenen el mot que ha de ser
processat. Inicialment, el capcal es troba situat davant del primer simbol de 'esquerra del
mot que esta escrit a la cinta d’entrada. L’automat funciona com una maquina sincrona,
actuant en temps discret com ho faria sota els impulsos d'un rellotge. A cada pas, el
capcal es mou una posicié cap a la cella de la dreta. Llegeix el simbol que hi apareix i
canvia d’estat en funcié del contingut de la memoria i del simbol acabat de llegir. No se
li permet modificar el contingut de les celles d’entrada, només el de la memoria interna.
Ni tan sols posar una “marca” a determinades celles. Tampoc no se li permet fer recular
el capcal cap a l'esquerra per tal de tornar a llegir algun simbol precedent. Cal remarcar
que un dels conceptes que adquireixen més rellevancia és el que s’interpreta com a pas
d’un procés de calcul. Es tracta de considerar que una computacié requereix un nombre
de passos igual al de vegades en que cal desglossar-la en calculs elementals de la forma
“estat per simbol”. En el cas dels DFA, aquest nombre coincideix amb la longitud del mot
processat. Pero, en altres tipus d’automats, aquesta coincidencia no existeix.

En el decurs d’aquest text ens permetrem utilitzar sovint termes que corresponen
a aquesta interpretacio no formal, fins 1 tot quan estiguem immersos en plantejaments
formals. Aixi, per exemple, parlarem de lectura d’un mot, o de funcionament de ’automat,
o encara, com acabem de remarcar, de pas d’una transicié. Aquest s ens permetra fer
més senzilla I'exposicié sense que, com esperem, se’'n ressentin ni la claredat ni el rigor.
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Llenguatge reconegut per un DFA. Llenguatges regulars

Donat un automat finit M = (Q, X, 4, qo, F'), s’anomena llenguatge reconegut per aquest
automat, i es representa per L(M), el conjunt dels mots que en operar sobre l'estat inicial
donen un estat acceptador. Formalment:

LM)={we X" | g-weF}

En un automat determinista hi ha una correspondencia biunivoca entre mots acceptats i
camins que van de 'estat inicial a algun estat acceptador en el graf de transicions.

Exemple 4.3 L’automat especificat als exemples 4.1 1 4.2 accepta els mots de {a,b}*
que tenen algun parell de a’s separades per un submot de longitud multiple de 3. Es
proposa al lector, com a exercici, que construeixi directament, a partir d’aquesta definicio,
lautomat corresponent i que compari el resultat obtingut amb el donat.

Podem aprofitar aquest exemple per posar de manifest la mecanica de 'automat en
el procés d’acceptacié d’un mot. Els passos successius que duen a ’acceptacié del mot
bababab sén els segiients:

qobababab = qpababab = q1babab = qzabab = g bab = ggab = @b = @ € F

Exemple 4.4 Ens proposem construir un automat que accepti els mots sobre {a,b}
que tenen una a a 'antepemiltima posicié. Observem que durant la lectura d’un mot
qualsevol, només els tres ultims simbols llegits tenen rellevancia. Els anteriors ja no
poden influir en la decisié d’acceptar o no el mot. Els estats possibles s’identifiquen,
doncs, amb els vuit possibles valors d’aquests tres 1ltims simbols llegits. Si representem
per (zyz) lestat que correspon a haver llegit tltimament un simbol 2, seguit d’un simbol
y 1 aquest seguit d’un simbol z, és clar que la funcié de transicié ha de prendre els valors

0((zyz),a) = (yza)  S((eyz),b) = (y=b).
Només ens queda identificar els estats en qué encara no han estat llegits un minim de
tres simbols amb els estats que tenen b’s a 'esquerra. En particular, 'estat inicial és el
(bbb). Quant als estats acceptadors, sén els quatre que tenen una a a 'antepeniltima
posicié. El diagrama de transicions d’aquest automat apareix a la figura 4.4.

Fig. 4.4 Automat que reconeix el llenguatge format pels mots
que tenen un simbol a a Iantepentiltima posicié

Exemple 4.5 L’exemple anterior és facilment generalitzable al cas de mots sobre {a, b}
que tenen una ¢ a la n-esima posicié comencant per la dreta. El DFA resultant té aleshores
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2™ estats, la meitat dels quals sén acceptadors. Al capitol seglient veurem que no hi ha
cap DFA amb menys estats que accepti aquest llenguatge.

DEFINICIO.  Un llenguatge s’anomena regular quan és reconegut per algun automat finit.
Representem per Reg la familia dels llenguatges regulars.

Diem que dos automats son equivalents quan reconeixen el mateix llenguatge. For-

malment, M; és equivalent a My si L(M;) = L(M).

4.3 Verificacié d’automats finits

Entenem per verificacié d’un automat la demostraciéo que aquest automat reconeix un
llenguatge donat. De manera similar a com hem fet al capitol 2 amb la verificacié de
gramatiques, hi ha un plantejament general per dur a terme la verificacié d’un automat
finit que consisteix a associar a cada estat de 'automat un llenguatge que el caracte-
ritzi, com pot ser el llenguatge format pels mots que porten de l'estat inicial a 'estat
considerat.! Es tracta d’anticipar una descripcié de cada un d’aquests llenguatges i de
fer-ne la demostracié conjuntament per a tots ells. Formalment, si L és el llenguatge que
volem demostrar que és reconegut per 'automat, si el conjunt d’estats d’aquest automat
és {q1, .- ,qn}, si Ly, ..., L, en soén els llenguatges associats, i si suposem que l'estat
inicial és ¢q, el que fem és establir n enunciats de la forma

Vw (qw =¢q <= wE L),

1 demostrar-los conjuntament per induccio sobre la longitud del mot w. Els llenguatges
L; han de satisfer la condicié que L = queF L;, on F és el conjunt d’estats acceptadors.
Veurem tot aixo amb detall en un exemple. Abans, pero, remarquem que el fet de quali-
ficar de general el procediment proposat no significa que sigui automatic, perque cal saber
trobar descripcions dels llenguatges L; que permetin identificar L amb la reunié dels que
corresponen a estats acceptadors.

Exemple 4.6 L’automat de la figura 4.5 reconeix el llenguatge format per tots els mots
sobre lalfabet ¥ = {a, b}, excepte el mot bbbb, tals que tot submot de 5 simbols conté
com a minim dues a’s.

DEMOSTRACIO. Sigui L el llenguatge considerat. Per tal de facilitar I'exposicié que
segueix introduirem dos llenguatges auxiliars. Representem per X el subconjunt de
mots de L que no acaben ni en b ni en ba, és a dir, que no contenen cap b en les dues
posicions finals; i representem per Y el subconjunt de mots de L acabats en b pero no
en bb. Formalment podem expressar aquests llenguatges aixi:

X=(AUaUZX"aa)NL
Y =(0UZXab)N L.
L’enunciat segiient conté les onze equivalencies que caracteritzen els llenguatges associats

a cada un dels estats de 'automat.

I També podria considerar-se, alternativament, el llenguatge format pels mots que duen de ’estat considerat (pres com
a inicial) a algun dels estats acceptadors.
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£

Fig. 4.5 DFA que accepta tots els mots, tret del bbbb, en qué tot
submot de 5 simbols conté almenys dues a’s

Avw =A <—= we X
Aw =B < w € Xb
Aw =C <= w € Ya
Aw =D <= w € Xbb
Aw=F < w € Yuab
Yw € X* Aw =F <= w € Yba
Aw =G < w € Xbbb
Aw=H <= w € Yabd
Aw =1 <= w € Ybad
Aw =J <= w € Xbbba
Av =K < w ¢ L.

Observem que és el mateix verificar que la reunié6 dels llenguatges associats als estats
acceptadors és L i verificar que la dels associats als estats no acceptadors és el comple-
mentari de L. Aixo és el que estableix 'equivalencia corresponent a I'estat K. Farem la
demostracié per induccié sobre n = |w|.

Base. Tenim n =0 <= w = A. La primera equivalencia se satisfa pel fet de ser certa
als dos costats. Les restants se satisfan en ser falses als dos costats.

Pas inductiu. Sigui |w| =n > 01 suposem, per h.i., que s6n certes totes les equivalencies
Vu € X* tal que |u| < n. Es poden donar dos casos: o bé w = va, o bé w = vb, amb
v € {a,b}*1|v] =n— 1. Per a cada un d’aquests dos casos, estudiarem separadament
cada una de les onze equivalencies.

Cas 1.a Hem de demostrar que Ava=A <= wa € X. Observem que, per tal que el
mot va dugui a l'estat A, és necessari i suficient que el mot v dugui a un dels quatre
estats, A, C', F o J, dels quals surt un arc amb etiqueta a que va a A. En la resta de
casos que queden per analitzar partirem sempre d’'una caracteritzacié analoga, sense que
ens entretinguem a repetir-ne ’observacio. En aquest cas tenim:
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Av=4 &% e x

h.1,
Ava =4 & v ! ¢ <~ va € X.

Av=F & e Yba
Av =7 & e Xbbba

La implicacié d’esquerra a dreta de 1Miltima equivaléncia és immediata. Vegem el sentit
contrari. Si va € X, resulta que v no acaba en b i aleshores

{si v tampoc no acaba en ba, llavors v € X.

si v acaba en ba, llavors
obév="ba
i en aquests dos casos v € Ya.
o bé v acaba en aba
0 bé v acaba en bba 1 en aquest cas:
o bé v = bba
i en aquests dos casos v € Yba.
o bé v acaba en abba

0 bé v acaba en bbba i en aquest cas, com que v € L, els
simbols precedents no poden ser ni b ni ba, és a dir que
v € Xbbba.

Cas1l.b Ava=B < fals < va € Xb.

Av=B & , ¢ X

Caslc Ava=C <— Av=F évEYab

Av=1 &% ¢ Yoab

é veEY «<— vaeYa.

També aqui la penultima equivaléncia és immediata d’esquerra a dreta. En sentit con-
trari, tenim el segiient. Si v € Y, resulta que v ha de ser de la forma ub amb u no acabat

en b i aleshores
{si u tampoc no acaba en ba, llavors v € X.

si u acaba en ba, llavors
o bé u = ba
i en aquests dos casos u € Ya.
o bé u acaba en aba
0 bé u acaba en bba i en aquest cas:

0 bé u = bba . )
, ja que v no pot acabar en bbbab, i en els
0 bé u acaba en abba
dos casos u € Yba.

Casl.d Ava=D <= fals <= wva € Xbb.
Casl.e Ava=F <= fals <= wva € Yab.

Av=D &% ¢ xb
Cas1.f Ava=F <— )
Av=H &%, e vanb

s v eYDh — va€Ybha
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De nou és immediat provar la penultima implicacié d’esquerra a dreta. Per fer-ho de
dreta a esquerra, no podem basar-nos en la inclusiéo Y C XbU Yab perque no és certa
(el mot bbab pertany a Y, pero ni bba € X ni bb € Y'). Si que és cert, en canvi, que
Yb C XbbUYabb. Vegem-ho. Si v € Yb, aleshores v acaba en bb pero no en bbb. Per

tant,
obév=">0b
o bé v = abb i en aquests tres casos v € Xbb.
o bé v acaba en aabb
o bé v = babb
o bé o acaba ent abab } i en aquests dos casos v € Y abb.
(v no pot acabar en bbabb)

Caslg Ava=G < fals <= wva € Xbbb.

Cas1.h Ava=H <= fals <= va € Yuabb.

Casli Ava=1 < fals < va € Ybab.

Cas1j Ava=J = Av=0G &y v e Xbbb < va € Xbbba.

En aquest cas, I'iltima equivalencia és immediata en els dos sentits.

Caslk Ava=K < Av=K &% v¢ L < va¢ L.

L’dltima equivalencia és, com sempre, immediata d’esquerra a dreta. Pero també és clar
que 'inica forma que va no sigui de L és que v tampoc no ho sigui.

Cas 2.a

Cas 2.b
Cas 2.c

Cas 2.d

Cas 2.e
Cas 2.f

Cas 2.g
Cas 2.h

Cas 2.1
Cas 2.j

Cas 2.k

Avb=A < fals <— vbe X.

Avb=B — Av=dA &% e X — vbe Xb.

Avb=C < fals «<— vbcYa.

Avb=D «— Av=B &L , e Xb — vbe Xib.

Avb=F e Av=C &% ycva — vhe Yab.

Avb=F < fals «<— vb € Yba.

Avb=G <« Av=D &% e Xbb — vb e Xbbb.

Avb=H — Av=FE &% , cYab < vbe Yabb.

Avb=1 — Av=F &% , c Yba < vbe Ybab.

Avb=J <= fals <= vb € Xbbba.

Av =G &y e Xobb
Av=H &y cvanb
Avb=K <= { Ap=T &y c viab
Av=J &y ¢ Xbbba

Av=K & v ¢

PN vb ¢ L.

La implicacié d’esquerra a dreta és immediata en tots cinc casos. Vegem la implicacio
reciproca. Si vb ¢ L, aleshores
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obé v ¢ L,1estem en el cinque cas,
obév € L, ila causa que vb ¢ L esta en el sufix. Cal diferenciar dos
Casos:

0 bé vb és el mot bbbb, cas en el qual v € X bbb,

o bé els tltims 5 simbols de vb contenen, com a maxim, una a. Es a
dir, que els quatre iltims simbols de v contenen exactament

una a (si v acabés en bbbb ja hauria estat considerat com a

v ¢ L). Es tracta dels quatre casos segiients:
v = uabbb i u no acaba en b; en aquest cas v € X bbb.
v = ubabb i u no acaba en b; en aquest cas v € Y abb.
v = ubbab i u no acaba en b; en aquest cas v € Y bab.

v = ubbba 1 u no acaba en b ni tampoc en ba; en aquest cas
v € Xbbba.

4.4 Automats finits indeterministes

Justificacid

La construcciéo d'un automat finit determinista que reconegui un llenguatge donat és un
problema que es va fent més dificil a mesura que creix el nombre d’estats involucrats. En
aquesta secci6 introduirem el concepte d’automat finit indeterminista, que ens ajudara a
resoldre aquest problema. La ra¢ d’aixo és que el nombre d’estats d’un automat d’aquest
tipus pot arribar a ser logaritmicament menor que el nombre d’estats del minim DFA
que reconegui el mateix llenguatge. Com veurem immediatament, el recurs a aquests
automats indeterministes és sempre possible: la familia de llenguatges reconeguts per
automats finits indeterministes és la mateixa familia que la dels reconeguts per DFA.

Definicidé

Un automat finit indeterminista (abreujadament un NFA, de 'angles non-deterministic
finite automaton) és una estructura de la forma

M=(Q,¥ I, F)

en que, com ara veurem, (), X' 1 F tenen el mateix significat que en els DFA,
- () és un conjunt finit d’estats.

3 és 'alfabet d’entrada.

d és la funcié de transicié que definirem tot seguit.

- I C (@ és el conjunt d’estats inicials.

- F C (@) és el conjunt d’estats acceptadors.

La funci6 de transicié és ara una aplicacio de la forma

5PQ) % T — P(Q),



4 Automats finits 85

que representem també amb notacié multiplicativa,
VPCQ YweX” S(Pyw)=P - w,

1 que satisfa els quatre axiomes segtients:

1) or=o
N (2) P1‘)\:P1
C
VPP C@ Veyed (3) (RUP)-2=P-2UP;-a

(4) Pr-(ey)=(Pr-z)-y.
També aqui, igual que en el cas dels DFA, la funcié de transicié6 queda completament
determinada coneixent els valors que pren sobre el conjunt finit ) x Y. Es a dir que dues
funcions de transicio que coincideixen sobre ) X X' son la mateixa. En efecte: coneguts els
valors de 4 sobre () x X, i donats un subconjunt d’estats qualsevol P i un mot qualsevol
w, podem calcular §( P, w) a partir dels components de P ide w. Siguin P = {q1, ... ,qm}
i1w=ay...a,. Per aplicacié reiterada dels axiomes 3 i 4 tenim

Pow = |J (Ha}-a)---an).
1igm
Tant la taula com el diagrama de transicions d’'un NFA tenen una presentacié similar als
corresponents dels DFA, per més que ara poden apareixer diversos estats (o no apareixer-
ne cap) per a cada estat i simbol d’entrada. A més, mentre que en una taula d'un DFA
Pestat inicial (inic) queda identificat per ser el primer de la llista, en un NFA cal marcar
(per exemple, amb una fletxeta) els estats inicials quan n’hi ha més d’un.

Exemple 4.7 A continuacié s’especifica, primer en forma de taula i després, a la
figura 4.6, en forma de diagrama, la funcié de transicié d’un NFa de sis estats {A, ... , F'},
dels quals els A i B sén inicials i els B, D i F s6n acceptadors. L’alfabet d’entrada és

{a,b}.

Taula 4.2 Taula de transicions d’un NFA

a

— A C

— BT -
C A D F

Dy E

D

Fig. 4.6 Diagrama de transicions de I'NFA de la taula 4.2
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Llenguatge reconegut per un NFA

Donats un automat finit indeterminista M = (Q,X,4,I, F) i un mot qualsevol w =
ai...ay,, s'anomena cami acceptador d’aquest mot qualsevol seqiiencia d’estats (en cas
d’haver-n’hi alguna) de la forma (qo, ¢1, ... ,¢a) tal que

Q@ €1

Gn € F

¢ € qgi—1-a; YVi:l<ig<n?
S’anomena llenguatge reconegut per aquest automat, i es representa per L(M), el
conjunt dels mots per als quals existeix almenys un cami acceptador. Formalment:

LM)={we X | IpeligeF qep-wy={weX | I-wNF #o}.

Com hem dit al comencament d’aquesta seccid, la radé que justifica la definicié dels
NFA és la gran senzillesa de construccid, comparativament als DFA, dels automats inde-
terministes que accepten llenguatges donats. Posarem aixo de manifest en els exemples
segiients, en els quals exposarem els NFA que corresponen a llenguatges ja introduits en
exemples anteriors i per als quals ja coneixem els corresponents DFA.

Exemple 4.8 Un NFA que reconeix el llenguatge de I'exemple 4.3, és a dir, el conjunt
de mots que tenen algun parell de a’s separades per un submot de longitud multiple de
tres, és el que s’exposa a la figura 4.7. Observeu la simplicitat de la idea que guia el
seu disseny. El cami acceptador es manté en bucle sobre I'estat inicial fins que arriba el
moment de prendre en consideracio la primera de les dues a’s rellevants. Entre aquestes
dues a’s s’installa un comptador de tres estats que controla que el submot que les separa
té efectivament longitud muiltiple de tres. La segona a duu directament a [Minic estat
acceptador, el qual ja no és abandonat.

a,b

a,b
o a ( ) a
a,b \a,b

ab (j

Fig. 4.7 NFA que accepta els mots que tenen algun parell de a’s
separades per un submot de longitud multiple de tres

Exemple 4.9 Encara més senzilla resulta la construccié d’un NFA que accepti els mots
que tenen una a a 'antepenultima posicio. Recordem que a l'exemple 4.4 ha estat
construit un automat determinista que reconeix aquest llenguatge. Es tracta ara, sim-
plement, de mantenir un bucle del qual només se surt amb una a seguida de dos simbols

2En el cas de w = X, en fer n = 0, I"nic cami acceptador possible ha de ser de la forma (g0), 1 aquestes condicions es
redueixena gy € INF.
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Fig. 4.8 NFA que accepta els mots que tenen una a a ’antepe-
niltima posicié

addicionals. Aixo duu a l'estat acceptador a partir del qual ja no s’admet cap nou simbol.
L’automat resultant s’ha dibuixat a la figura 4.8.

4.5 Equivalencia dels NFA amb els DFA

Sigui M = (Q, X, 6,1, F) un NFA. Considerem un DFA M’, sobre el mateix alfabet ¥, que
tingui per estats els subconjunts d’estats de M, és a dir, que si anomenem )’ el conjunt
d’estats de M’, estem fent Q' = P (Q). En M, la funcié de transicié § té la forma

SPQ)x X — P(Q).
Per tant, podem considerar aquesta mateixa funcid, escrita en la forma
5:Q x X — Q)

com una funcié de transicié definida en M’. En efecte, d'una banda, té la forma correcta
i, d’altra banda, satisfa els axiomes 1 1 2 de les funcions corresponents dels DFA, que no
son més que la traduccié dels axiomes 2 i 4 dels NFA en aquest cas. Només ens queda
definir 'estat incial i els estats acceptadors de M’'. Com a estat inicial prenem I (que
per ser un subconjunt de @ és un estat de @’ ben definit). I com a conjunt F’ d’estats
acceptadors prenem els estats de Q' que continguin algun estat acceptador de M, és a dir,

F'={PCQ | PNF +o}.
Demostrarem que el DFA M’ = (Q', ¥, §, I, F') construit aix{ reconeix el mateix llenguatge
que 'NFA M donat.
ProposICIO. L(M') = L(M).

DEMOSTRACIO. De les tres igualtats segiients
LM)={weX |- weF}={weX | [-wNF +#g}=LM),

la primera és la definicié del llenguatge reconegut pel DFA M’ la segona resulta de la
definici6é de F’ i la tercera és la definicié del llenguatge reconegut per I'NFA M. O

La proposici6 anterior ens permet afirmar que tot llenguatge reconegut per algun NFa
és regular. Reciprocament, és immediat veure que tot llenguatge regular és reconegut
per un NFA. En efecte, tot DFA pot ser entes com un cas particular d’NFA que satisfa
dues condicions. La primera, que el conjunt d’estats inicials esta reduit a un unic estat.
La segona, que per a tot estat i tot simbol d’entrada, la transicié corresponent consta
exactament d'un estat. En conclusié, podem enunciar el teorema segiient.
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TEOREMA. La familia de llenguatges reconequts pels NFA €és la familia dels llenguatges
requlars.

La definicié que acabem de donar del DFA que correspon a un NFA donat és cons-
tructiva. Podem construir efectivament la taula de transicions d’aquest DFA partint de
I (el conjunt d’estats inicials de I'NFA) a la primera linia de la taula, i anar definint les
transicions que corresponen a cada linia de la taula i a cada entrada fent, simplement, la
reuni6 de les transicions que corresponen als estats que componen 'agregat d’estats de
la linia considerada. Només introduirem les transicions que corresponen als agregats que
ens vagin apareixent en el decurs del calcul, és a dir, només prendrem en consideracid
els estats del DFA que siguin accessibles des de 'estat inicial. Per tal de fer més llegible
la notacié dels estats, prescindim, sempre que és possible, de les claus i1 les comes que
s’'utilitzen en la descripcié de conjunts. Aixi, per exemple, representem per ACD 1'estat
del DFA definit pel conjunt {A,C, D}, on A, C i D sén estats de I'NFA del qual partim.
Aquest procés de construcciéo d’'un DFA a partir d’'un NFA 'anomenem determinitzacio.
Veurem millor tot aixo amb un parell d’exemples.

Exemple 4.10 La figura 4.9 mostra la taula de transicions del DFA construit a partir
de 'NFA de Pexemple 4.7. Observeu que només 14 estats dels 2° = 64 possibles sén

accessibles.
a b
tAB C ADEF
C ADF B
tADEF CDFE ADF
tADF CDFE ADF
1B %] EF
1CDFE ADEF AB
%) %) %)
tFEF D F
D E A
F D F
T FE 1] 1]
A C AD
1 AD CFE AD
TCE ADF B

Fig. 4.9 Determinitzacié de I'NFa de 'exemple 4.7

Exemple 4.11 La determinitzacié de I'NFA definit a I'exemple 4.8 déna lloc a la taula
de transicions de la figura 4.10. Amb vista a dibuixar-ne el graf de transicions i preveient
possibles utilitzacions ulteriors d’aquest DFA, hem assignat un nimero a cada estat en
substitucié de l'etiqueta formada amb els noms dels seus components.

El graf de transicions corresponent a aquesta taula es troba dibuixat a la figura 4.11.
Pot observar-se que aquest graf no és el mateix que el de la figura 4.3, tot i correspondre
al mateix llenguatge. La radé d’aixo és que el de la figura 4.3 és el DFA de menor nombre
d’estats de tots els que reconeixen aquest llenguatge. Ara bé, el procés de determinitzacio
que acabem d’exposar no garanteix aquesta minimalitat del resultat. Aixi, en 'automat
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de la figura 4.11, els estats 3, 5, 6 i 9 poden reduir-se a un tnic estat acceptador que
bucleja sobre si mateix per a totes les entrades. Aquest unic estat seria 'equivalent
de l'estat ¢ de 'automat definit a I'exemple 4.1, com és facil de comprovar. De tota
manera, la construccié de 'automat minim que correspon a un llenguatge regular donat

a b
1 A AB A
2 AB ABCD AD
3 T ABCD ABCDE ACDE
4 AD ABFE AF
5 +ABCDFE ABCDE ABCDE
6 +ACDE ABCFE ABCFE
7 ABFE ABCD ABD
8 AFE AB AB
9 +ABCFE ABCD ABCD
10 ABD ABCDE ADE
11 ADE ABFE ABFE

sera l'objecte del proxim capitol.

a

Q ab

ab

. a 5 a
b /N a
8 A

Fig. 4.11 Graf corresponent al DFA de la taula anterior

a,

4.6 Automats finits amb )-transicions

A la secci6 seglient, veurem maneres de construir automats a partir de certes operaci-
ons basiques, com ara la reunié o la concatenacié de llenguatges. Per a algunes de les
operacions que considerarem, les construccions se simplifiquen notablement si utilitzem
una variant dels automats finits indeterministes, la qual definirem en aquesta seccié. Es
tracta de permetre que 'automat pugui canviar d’estat sense haver de llegir cap simbol
de 'entrada. O, per expressar-ho graficament, que puguin haver-hi arcs sense etiquetes
entre parells d’estats. Els anomenem automats finits amb A-transicions, i utilitzem per
a ells 'abreviaci6 ANFA. Com demostrarem a continuacio, els automats d’aquest tipus
tenen la mateixa potencia que els NFA (i, per tant, que els DFA). Es a dir, tot llenguatge

o

reconegut per un ANFA també ho és per un NFA normal (i viceversa).

Fig. 4.10 Determinitzacié de 'NFA de l'exemple 4.8

6

ab
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DEFINICIO. Un automat finit amb A-transicions és una estructura de la forma
M=(Q,¥ I, F)

en que (), X, I'1 F tenen el mateix significat que en els NFA: es tracta, doncs, d'un conjunt
finit d’estats, un alfabet d’entrada, 1 dos subconjunts d’estats, inicials i acceptadors,
respectivament. La diferéncia, respecte dels NFA, radica en la funcié de transicio, §, que
aqui és una aplicacié qualsevol (és a dir, no subjecta a cap condicié o axioma) de la forma

5 Q x (SU{M}) — P(Q).

Observem que, mentre en el cas dels NFA, § esta definida sobre P (Q) x X*, és a dir, per
a qualsevol subconjunt d’estats 1 qualsevol mot, aqui hem restringit la seva definicié a
estats 1 simbols individuals (i A). En els NFA, un dels axiomes requereix que per a tot
estat ¢ es tingui (¢, A) = ¢. En canvi, aqui hem incorporat A al domini de definici6 de ¢,
permetent-li prendre qualsevol valor. Aixi, per exemple, l'especificacié §(q1, A) = {¢2, ¢3}
expressa l'existencia de dues A-transicions, cap als estats ¢z 1 g3, a partir de 'estat ¢;.
La presentacié d’'un ANFA en forma de taula de transicions és similar a la dels NFA.
Unicament cal afegir, a més de les columnes que corresponen a cada simbol de 'alfabet,
una nova columna per especificar les A-transicions. També els diagrames de transicions
dels ANFA so6n com els dels NFA, amb la possibilitat addicional d’arcs amb etiqueta A.

Exemple 4.12 La taula 4.3 i la figura 4.12 contenen, respectivament, la taula i el
diagrama de transicions d’un mateix ANFA de cinc estats.

Taula 4.3 Taula de transicions d’un ANFA

a b A

— A - B -
By C D F —
Ci B,C D D, FE
D — A B,D C
E E E A

Fig. 4.12 Diagrama de transicions del ANFA de la taula 4.3
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Llenguatge reconegut per un ANFA.
Equivaléncia entre ANFA 1 NFA

Sigui M =(Q,X,0,I,F) un ANFA. Diem que un mot w és acceptat per M quan hi ha
un cami acceptador associat a w que duu d’un estat inicial a un estat acceptador, on ara
aquest cami és una seqiiencia d’estats (qo, ..., ¢m) tal que podem descompondre w de la
forma w=518;...8,, amb s; € YU{A}, de manera que:

Q@ €1
gm € F
Vi:(l<i<m) ¢ €6(qi-1,5).

El conjunt de tots els mots acceptats per M constitueix el llenguatge reconegut per M 1
es representa per L(M).

Exemple 4.13 El mot w = babbbb és acceptat pel ANFA de lexemple 4.12, ja que
admet, entre d’altres possibles camins acceptadors, la seqiieéncia d’estats

(A,B,C,D,B,E, A B,D,C).

Les 9 transicions que corresponen a aquesta seqiiéncia resulten de descompondre el mot
considerat en la forma b-a-A-b-b-A-b-b-\. Pot observar-se que hi ha altres camins accep-
tadors del mateix w. Alguns d’ells resulten de descompondre d’altres maneres el mot w.
Pero pot haver-hi, també, més d’un cami acceptador associat a la mateixa descomposicié.
Aixi, el cami

(A,B,C,E,E,E,A B,D,C)

és un cami acceptador de w que es recorre considerant la mateixa descomposicié en
simbols alfabetics 1 A-transicions que ha estat descrita anteriorment.

Es clar que tot NFA normal pot ser considerat com un cas particular de ANFA. Es
tracta, senzillament, de considerar que no hi ha cap A-transicié definida, és a dir, que
d(q, A) = @ per a tot estat ¢ del ANFA. Per tal de fer la construccié reciproca, la de I'NFA
que correspon a un ANFA donat, comencarem introduint un concepte auxiliar.

DEFINICIO. Donat un subconjunt P qualsevol d’estats d'un ANFA, anomenem \-tanca-
ment de P, i ho representem per A(P), el conjunt d’estats als quals és possible accedir, a
partir d’algun dels de P, mitjancant alguna sequencia de zero o més A-transicions. Quan
hagim de referir-nos al A-tancament d’un conjunt reduit a un sol estat ¢, utilitzarem
generalment la notacié A(q) en lloc de A({¢}).

Estem ara en condicions de fer la construcciéo de I’'NFA que reconeix el mateix llen-
guatge que un ANFA donat. Sigui M = (Q,X,§,I,F) el ANFA de partida. Es tracta
de substituir les A-transicions per transicions alfabetiques que hi siguin equivalents, aixi
com ampliar, si cal, el conjunt d’estats acceptadors. Formalment, I’'NFA que construim
té la forma M’ = (Q, X, 8 I, F'), és a dir que el conjunt total d’estats i el subconjunt
d’estats inicials son els mateixos que els de M. Per a cada estat p€ ) i cada simbol a € ¥
incorporem a les transicions directes des de p tots els estats als quals es pot accedir des
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de p per algun cami de A-transicions acabat amb el simbol a. Formalment, la funcié de

= | dq.a).

4€A(p)

transicié ¢’ ve donada per

Finalment, el conjunt d’estats acceptadors esta format pels estats des dels quals es pot
accedir a un estat de F per un cami de A-transicions. Es a dir, formalment, F' = {q |

Aq) N F # o).

Exemple 4.14 El procés d’eliminacié de les A-transicions del ANFA definit a 'exem-
ple 4.12 requereix, en primer lloc, el calcul dels A-tancaments dels estats de I'automat.
El resultat és el de la taula 4.4.

Taula 4.4 A-tancaments dels estats de 'automat de 'exemple 4.12

Alg)

A
B

A C,D.E
A 7‘D7
E

HoQme| <
oYe)

Els estats d’acceptacio del ANFA considerat son B i C'. Com que aquests dos estats
formen part dels A-tancaments dels estats B, C'i D, aquests tres estats constitueixen els
estats d’acceptacié de 'NFA que volem construir.

Per a cada estat ¢ i cada simbol d’entrada a, el calcul de §'(q, @) consisteix a reunir
els estats que corresponen a les transicions amb el simbol @ des de cada un dels estats
de A(g). Aixi, en aquest exemple,

§'(E,b) = §(A,b) US(E,b) = {B}U{E} = {B, E}.

Es a dir, construim la linia de l'estat E de la taula de ', a base de considerar els estats
de la taula de A que corresponen a F, i agrupar tots els estats que apareixen en la taula
de é com a transicions d’aquests estats considerats.

La funcié de transicié de I'NFA sense A-transicions equivalent al de 'exemple que
estem considerant s’exposa a la taula 4.5.

Taula 4.5 Taula de transicions de I'NFA equivalent al ANFA de 'exemple 4.12

a b
— A — B
By C D F
Ci B,C\F A B,D FE
D B,C\F A B,D FE
E E B, E

Es interessant d’observar que aquest procediment d’eliminacié de les A-transicions
d’'un automat és analeg al d’eliminacié de les produccions unaries d’'una gramatica, es-
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tudiat al capitol 3. Com veurem més endavant, al capitol 6, aquesta analogia no és ca-
sual, sin6 que és un reflex de la correspondencia que existeix entre gramatiques regulars i
automats finits. Aquesta correspondencia, que identifica les variables de la gramatica amb
els estats de I'automat 1 que identifica les produccions de la primera amb les transicions
del segon, permet identificar igualment les produccions unaries amb les A-transicions. En
aquest sentit, el concepte de A-tancament d'un estat donat és analeg al de conjunt de
variables unariament derivables a partir d’'una variable donada.

ProposICIO. L(M') = L(M).

DEMOSTRACIO. Demostrem per separat les dues inclusions.

L. L(M") CL(M).

Sigui w un mot qualsevol acceptat per 'NFA M’. Si w = A, hi ha algun estat, ¢o, que
pertany alhora a I ia F’. Per tant, hi ha una seqiiencia de zero o més A-transicions que

duu de ¢p a algun estat de F'. Els estats pels quals transcorre aquesta sequencia formen
un cami acceptador de A en el ANFA M. Si w# A, sigui w = ajaz...a,, amb n > 0. Com

que w € L(M'), existeix un cami acceptador de w en M’. Sigui (o, q1, - - ., Gn) aquest cami.
Es té

qp€el

Gn € F

¢ € 6 (qi—1,a;) Vi:(l<ign)

Per a cada 1, la condicié ¢, €6'(¢i—1, a;) implica que

g1 €Mgiz1) @i € 0(qi_y, aq).

Aixo vol dir, en primer lloc, que existeix una sequencia de A-transicions que duu de
gi—1 a ¢i_;. Afegim al final d’aquesta seqliencia la transicié definida per ¢; € §(¢/_;, a;) 1
podem considerar la cadena d’estats involucrats com el tros de cami acceptador de w que
correspon a a;. Ajuntant tots aquest trossos, formem un cami en M associat a w. Aquest
cami duu, pero, a 'estat ¢,, que no té per que pertanyer a F. El fet que ¢, pertanyi a F”’
ens permet afirmar tanmateix, partint de la definicié de F”’, que existeix una seqiiencia de
A-transicions que duu de ¢, a algun estat de F. L’afegiment d’aquests estats a la cadena
que duu de ¢ a ¢, constitueix un cami acceptador de w en M.

2. L(M) C L(M").

Sigui w un mot qualsevol acceptat pel ANFA M. Sabem que hi ha una descomposici6 de w
de la forma w =513 ... 8,,, que esta associada a un cami acceptador de w 1 en la qual cada
s; és o bé un simbol de I'alfabet, o bé A. Agrupem cada simbol alfabetic d’aquesta sequen-
cia amb les A-transicions que el precedeixen immediatament (a partir del simbol alfabetic
anterior); si hi ha A-transicions a final de la seqiiencia, constitueixen 1'iltima agrupacio.
Aixi, per exemple, la sequencia b-a-A-b-b-A-b-b-A, que hem considerat a 'exemple 4.13,
s’agrupa en la forma (b)(a)(A-b)(b)(A-b)(b)(A). Considerem els estats del cami acceptador
que corresponen al final de cada un d’aquests grups. Si intercalem aquests estats en el
lloc que els correspon al final de cada grup, obtindrem una representacié en que dos grups
consecutius apareixeran en la forma

co (A - A-a;)qh (A - - A-Cip1 )iy - -
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De la definicio de la funcié ¢’ de 'NFA M’, resulta que entre cada dos d’aquests estats
seleccionats existeix la relacié ¢/, € (¢}, aiy1). A més, estat que segueix al grup de
I"altim simbol alfabetic, o bé és un estat de F', o bé va seguit d’un grup de A-transicions i,
de la definici6 del conjunt F’ d’estats acceptadors de M’, deduim que ha de pertanyer a F"’.
En consequencia, la seqiiencia d’estats ¢/ seleccionats aixi constitueix un cami acceptador
de w en M'. O

Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia de llenguatges reconequts pels ANFA €és la familia dels llenguatges
requlars.

4.7 Operacions basiques amb automats

En aquesta secci6 veurem que la classe de llenguatges regulars és tancada respecte de les
operacions conjuntistes basiques (reunid, intersecci6, complementacié) i d’altres com la
concatenacié, el tancament de Kleene i el revessament. També respecte dels morfismes
inversos. Tot aixo, a més del seu interes teoric, ens sera molt 1til també a 'hora de
dissenyar automats, perque les demostracions donades seran constructives i ens permetran
obtenir automats complexos per composicié d’altres de més senzills.

Complementacié

Sigui M = (Q,X,0,q, F) un DFA. Definim l'automat complementari M com aquell
que s’obté a partir de M donant als estats no acceptadors el caracter de acceptadors, i

viceversa. Formalment: M= (Q, ¥, 4§, q0,Q—F).

PrOPOSICIO. L(M€) = L(M).

DEMOSTRACIO. Per a tot mot we X,

welM)<—=qpuwe-F<—=qpuwgF<—=wglL(M)<—=wel(M).

Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de ["operacid de com-
plementacio.

Exemple 4.15 Considerem el problema de trobar un automat finit que accepti els mots
sobre {a,b} que no comencen amb el prefix bb. Si bé és possible dissenyar directament
un DFA que reconegui aquest llenguatge, és molt més natural partir de 'NFA que reconeix
el llenguatge complementari, que hem dibuixat a la figura 4.13.

Determinitzar aquest automat es redueix a afegir-li un nou estat. Un cop convertits
els estats no acceptadors en acceptadors i 'acceptador en no acceptador, en resulta
lautomat de la figura 4.14.
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Fig. 4.13 NFA que accepta els mots que comencen amb bb

o
ve . ab a@b—Q
e

Fig. 4.14 DFA que accepta els mots que no comencen amb bb

ab

Observeu que la demostracié donada requereix que els automats siguin deterministes.
Vegem a continuacié un exemple senzill que demostra que és erroni aplicar la regla de la
complementaci6 sobre NFA.

Exemple 4.16 Considerem els dos automats de la figura 4.15. Clarament 'automat
M és un NFA que reconeix el llenguatge L, sobre l'alfabet ¥ = {a,b}, dels mots que
acaben en a. M* és 'NFA que resulta d’aplicar la regla de la complementacié directament
sobre M. Es clar que el llenguatge que reconeix M® és ¥* i no pas el complementari de

L.
M ab me a,b
o0 e
— —
Fig. 4.15 Un NFA M i el seu pseudocomplementari M ¢
Interseccio

Donats dos llenguatges regulars qualssevol, Ly 1 Ly, 1 dos DFA, M; 1 M,, que reconeixen
aquests llenguatges, volem construir, a partir dels automats M; 1 M;, un altre DFA que
reconegui el llenguatge Ly N Ly. La idea basica de la construccié és considerar, com a
estats del nou automat, els parells del producte cartesia dels estats de My pels de M, i
simular la funcié de transicié de I'automat M; sobre la primera component i la funcié de
transicio de 'automat M, sobre la segona. El conjunt d’estats acceptadors haura de ser,
per tant, el conjunt de parells que tenen estats acceptadors en les dues components. La
definicié formal és la segtient.

Siguin My = (Q1, X, 61, q1, F1) 1 My = (Q2, X, 02, g2, F2) dos DFAqualssevol que re-
coneixen L; i Ly, respectivament. Definim M = (Q, X, 4, qo, F) aixt:
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- Q=01 xQ,
(]0:((]17(]2)
F:F1XF2

VpeQ1 VqeQ Ywe X §((p,q),w) = (d1(p,w), d2(g, w)).

Escriurem, simplement, (p, ¢) - w = (pw, qw) per descriure la funcié de transicié. Remar-

quem que esta ben definida, ja que és immediat comprovar que satisfa els axiomes corres-
ponents a les funcions de transicié per a DFA.

PropoOSICIO. L(M)=LiNL,.

DEMOSTRACIO. Per a tot mot w de ¥~ es té
welLM) = (g,@)weF
= (qw,qw) € Fy X Fy
— quw e F1 N qu e
«—weli Nwel,
— w € LN Ly. O

Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de 'operacio d’inter-
seccio.

Exemple 4.17 Volem dissenyar un automat determinista que reconegui el llenguatge
L format per A i els mots sobre l'alfabet ¥ ={0,1} que sén nombres binaris muiltiples
de sis. Fem servir la notacié ‘valory(z)’ per representar una funcié numerica que pren el
valor 0 quan = A i que pren altrament el valor del mot & interpretat com un nombre
en base b. Amb aquesta notacio, el llenguatge L s’expressa aixi

L={we{0,1}* | 3n > 0 valory(w)=6n}.

Partirem dels automats M; i M, de la figura 4.16, que reconeixen els llenguatges,
sobre lalfabet ¥ = {0, 1}, dels mots de valor binari miltiple de dos i de tres, respecti-
vament. Aixi doncs, podem plantejar la construccié de 'automat que reconeix L com la
interseccio d’aquests dos automats, ja que els nombres multiples de sis s6n els que sén,
alhora, multiples de dos i de tres.

0 M 1 0 M. 1
N 1 0
(Ao (e) ()i (oo
Fig. 4.16 DFA que reconeixen els miiltiples de dos i de tres

La taula de transicions del DFA que reconeix L i que resuta d’aplicar directament 1’al-
gorisme d’interseccid als automats My i M és la taula 4.6. Hem prescindit dels paréntesis
i la coma a I'hora de representar els parells del producte cartesia. Aixi, l'estat (B, D)
és representat simplement per BD. La primera linia de la taula conté les transicions
corresponents a estat inicial, que és el format pel parell d’estats inicials components,
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en aquest cas AC. Hem afegit a aquesta taula una primera columna que enumera els
estats que apareixen a la segona columna, amb la finalitat de donar un nom significatiu a
cadascun dels estats del diagrama d’estats corresponent (Fig. 4.17). En efecte, el nombre
associat a cada estat, ¢, és el residu de la divisié entera per sis del valor binari dels mots
que porten des de l'estat inicial fins a ¢. De fet, aquest automat correspon al disseny
que hauriem obtingut construint el DFA directament, pensant els estats com les classes
quocient de N modul sis.

Taula 4.6 Transicions d’un DFA que accepta A i els nombres binaris miiltiples de sis

0 1

tAC | AC | BD
BD | AE | BC
AE | AD | BE
BC | AC | BD
AD | AE | BC
BE | AD | BE

1
(1) 9 (o) 1 (5
ey
1

Fig. 4.17 Representacié en diagrama d’estats de la taula anterior

Sl W N~ O

Fixeu-vos que 'automat construit no és 'automat minim per al llenguatge L (al
capitol b es veura el significat precis de Iexpressié ‘automat minim per a un llenguatge
donat’ i també un algorisme per construir-lo), ja que els estats 1,4 1 2,5 sén equivalents
i es poden aparellar i donar lloc a 'automat de la figura 4.18, el qual té menys estats i
reconeix també el llenguatge L.

Fig. 4.18 DFA minim que accepta A i els nombres binaris miiltiples de sis

L’algorisme d’interseccié de DFA via producte cartesia d’estats es pot estendre de
manera natural al cas general d’interseccio d’NFA. L’extensié és la segient. Siguin M; =
(Q1,%,01, 11, F1) 1 My = (Q2, %, 0y, I, F;) dos NFAqualssevol que reconeixen L; i Lo,
respectivament. Definim M = (Q, X, 4, I, F') aix:
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- Q=01 xQ,

—_[:_le_lz
—F:F1XF2
-VPCQVYweX* §(Pw) = U 6ilp,w) x d(q,w).

(pa)€P
Escriurem, simplement, (p, ¢) - w = pw X qw per descriure la funcié de transicié. Remar-

quem que, com en el cas determinista, aquesta funcié esta ben definida, ja que és facil
comprovar que satisfa els axiomes corresponents a les funcions de transicié per a NFA.

PropoOSICIO. L(M)=LiNL,.

DEMOSTRACIO. Per a tot mot w de ¥*:
weL(M) < HeldfeF feww
< i€l e, Af1eF 3f2€F (fi, f2) € (i1, 12)w
< Ji el e, Afi€F 3fr,€F (fi,f2) € 11w X jqw
— diel, dipel, 3f1eF Afh,eFy, fienw A fr€lw
= weli AN welLy
— w € LN Ly. O

Fixeu-vos que si partim d’automats M; 1 M, deterministes, el resultat de 1’algorisme
d’interseccio és també un automat finit determinista, mentre que en el cas general d’in-
terseccié d'NFA el resultat és un automat finit no determinista (vegeu la figura 4.19).

Observeu també que l'algorisme d’interseccio pot fer créixer, en el cas pitjor, el nombre
d’estats de automat resultant en un factor quadratic respecte de la talla dels automats de
partida, ja que el nombre de parells en Q1 X Q3 és [@Q1]|Q2|- Diem en el cas pitjor perque,
si bé tal com I’hem definit "automat interseccio té sempre |Q1-| Q2| estats, habitualment
no comptem els estats que no sén accessibles, ja que a la practica construirem els automats
interseccioé partint dels estats inicials i considerant a cada pas només els estats accessibles.
Tot 1 aixi, el cas més desfavorable no permet estalviar-nos cap estat.

Fig. 4.19 Dos NFA, M i Ms, i I'NFA “interseccié” corresponent M

L’objectiu final de la majoria de problemes practics sobre llenguatges regulars és
l'obtencié d'un automat finit determinista (i, per tant, “implementable”) que reconegui
un llenguatge determinat. En el cas que aquest automat s’obtingui per interseccié de dos
NFA, M; 1 M, qualssevol, tenim dues possibilitats diferents d’actuacio:

1. Determinitzar primer els automats M; 1 M, i fer després el producte cartesia de
les versions deterministes corresponents.
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2. Fer primer el producte cartesia de M; per M, i determinitzar-ne ’automat resul-
tant.

Fixeu-vos que el primer metode és clarament preferible al segon. En efecte, si M 1
M, tenen n/2 estats cadascun, podem calcular aixi les fites que corresponen al cas pitjor:

1. Determinitzar els automats M; i M, suposa passar de dos NFA de n/2 estats a
dos DFA de 2"/? estats. El producte cartesia d’aquests dos darrers autdomats ens
proporciona un DFA de 2" estats.

2. Fer el producte cartesia de M; per M, suposa passar de dos NFA de n/2 estats
cadascun a un de n?/4 estats. Determinitzar aquest darrer automat pot portar a
un DFA de 27°/4 estats.

Reuniéd

Donats dos NFA qualssevol, una manera senzilla d’obtenir un altre NFA que reconegui el
llenguatge reunié dels llenguatges reconeguts pels dos automats de partida és la cons-
truccié que anomenem juncié. Aquesta construccié es basa simplement a ajuntar els
dos automats en un de sol i permetre, de manera indeterminista, que la computacio de
qualsevol mot pugui comencar en un estat inicial del primer automat o en un estat inicial
del segon. Formalment, és el segiient.

Siguin My = (Q1,X,61, 1, Fi) 1 My = (Q2, X, 62, I, F») dos NFA qualssevol que re-
coneixen Ly 1 Lo, respectivament. Suposem, sense perdua de generalitat, que els conjunts
d’estats @1 1 @2 son disjunts (tal com hem fet al capitol 2 amb els conjunts de variables
quan tractavem les operacions amb gramatiques). Definim, a partir d’ells dos, l’automat
M=(Q,X, I, F) aixi:

-Q=01UQ>
-I=6LUL
- F=FUF

5 .
- 0=0,Udy, ésadir, 5(q,w):{ 1(q, w) si g€ @

02(qw) sl g€ Q.
PropOSICIO. L(M)=L,UL,.
DEMOSTRACIO. Per a tot mot w de X* es té

welL(M) < die UL 3f € FLUF, f€w.

Com que, per construccid, els subgrafs corresponents als automats M; 1 M, son disjunts
en 'automat M, la condicié anterior és equivalent a

(el AfeF fedii,w)) V (e, IfeF, e d(i,w))

1 aquesta disjuncio esta reflectint precisament que w € L1 Vw € Ly , és a dir que w € L{UL, .
d

Fixeu-vos que el resultat de la juncié de dos automats finits sempre és un automat
finit no determinista. Com a conseqiiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el
teorema seguent.
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TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de l'operacié de reu-
neo.

Exemple 4.18 L’'NrFa M de la figura 4.20 és automat resultant de la juncié dels
automats My i My de la figura 4.16. El llenguatge que reconeix és, doncs, el dels mots
sobre l'alfabet {0,1} que tenen un valor binari miiltiple de dos o de tres.

M: 0 1
O
=(A) o (e)
0 1

OO0

Fig. 4.20 NrFa M obtingut per juncié dels DFA My i My de la figura 4.16

El metode de junci6é presentat s’aplica a NFA en general. Ara bé, si partim de dos
DFA també podem plantejar la reunié via producte cartesia d’estats, tal com haviem fet
per a la interseccié de DFA. Unicament s’ha de modificar el conjunt d’estats acceptadors,
que ara estara format per tots aquells parells que tinguin un estat acceptador del primer
automat en la primera component, o bé un estat acceptador del segon automat en la
segona. Formalment, la construccié és la segtient.

Siguin My = (Q1, X, 61, q1, F1) 1 My = (Q2, X, 02, g2, F2) dos DFAqualssevol que re-
coneixen L; i Ly, respectivament. Definim M = (Q, X, 4, qo, F) aixt:

- Q=0Q1 X Qs

- ¢ = (q1,9)

- F=(F1 xQy)U(Q X Fy)

- VpeQi VgeQ YweX* 4((p,q),w) = (d1(p, w), 62(q, w)).

Igual que hem fet en casos precedents, utilitzem notacié multiplicativa per descriure la
funcié de transicié: (p,q) - w = (pw, qw). També aqui podem comprovar que la definicié
satisfa els axiomes corresponents.

PropOSICIO. L(M)=L,UL,.
DEMOSTRACIO. Per a tot mot w de X* es té
weL(M) = (q1,q)weF
= (qw, ) € (F1 X Q2) U (Q1 X Fy)
= quwe 1V quel)
«—weli Vwel,
— wel;UlL,. (I

De la mateixa manera que en el cas d’interseccié via producte cartesia, com que partim
de dos automats deterministes, el resultat també és un automat determinista.
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Exemple 4.19 Com en I'exemple 4.18, prenem els automats My i M de la figura 4.16 i
construim el DFA, M, unié d’aquests dos. Evidentment el llenguatge reconegut per M és
el dels mots sobre alfabet {0,1} que, interpretats com a nombres binaris, sén multiples
de dos o de tres. Com que la construccid via el producte cartesia d’estats és identica al
cas de la interseccio, 'automat resultant tindra el mateix diagrama de transicions que el
de la figura 4.17, i inicament diferira d’aquell en el conjunt d’estats acceptadors, que ara
s’amplia amb tres nous estats. El resultat (que tampoc no és minim, ja que els estats 0
1 3 sén equivalents) és el de la figura 4.21.

ﬁl e

e o
@ﬂ

Fig. 4.21 DFA equivalent al de la figura 4.20, obtingut per producte cartesia

Sembla, doncs, que si partim de dos DFA tenim dues possibilitats d’actuacié per
construir un DFA que sigui la reuni6 d’ells dos.

1. Fer la juncié dels dos automats i determinitzar-ne I’'NFA resultant.
2. Fer el producte cartesia dels dos automats inicials.

De tota manera, no es tracta propiament de dos meétodes diferents, ja que la deter-
minitzacio de 'NFA obtingut per juncié de dos DFA coincideix exactament amb el producte
cartesia d’aquests. Vegem-ho en un exemple.

Exemple 4.20 Treballem una vegada més amb 'exemple del llenguatge L dels mots
sobre l'alfabet {0,1}, de valor binari miiltiple de dos o de tres. Utilitzant els Dra M i
M; de la figura 4.16, hem construit ja dos automats finits que reconeixen L. El primer
(exemple 4.18) és un NFA obtingut per juncié de M; i M;, mentre que el segon (exem-
ple 4.19) és un DFA obtingut per producte cartesia de M; i M;. La taula de transicions
que surt de determinitzar el primer dels automats és la taula B de la figura 4.22, men-
tre que la taula de transicions corresponent al segon automat, obtinguda per producte
cartesia de DFA, és la taula A de la mateixa figura 4.22. Fixeu-vos que les dues taules
son la mateixa i que, per tant, corresponen a un mateix DFA. Aixo és degut al fet que els
dos automats inicials sén deterministes i, per tant, els estats que apareixen en el procés
de determinitzaci6 de 'automat obtingut per juncié sén conjunts de dos estats, els quals
coincideixen exactament amb els parells d’estats de 'algorisme de reunié via producte
cartesia.

En el cas general de partir de dos NFA, també tenim dues possibilitats d’actuacié per
construir el DFA reunié corresponent. Son les segiients.

1. Ajuntar els dos NFA i determinitzar-ne "automat resultant.
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Taula A Taula B
0 1 0 1
0| 7(4,C) | (A,C) | (B,D) 0| H{4,C} | {4,C} | {B, D}
11 (B,D) | (A E) | (B,C) 1| {B,D} |{AE} | {B,C}
2| (4, E) | (A, D) | (B,E) 2 | {4, E} | {A, D} | {B,E}
3| #(B,C) | (A4,C) | (B,D) 3| H{B,C} | {4,C} | {B, D}
4114, D) | (A4, F) | (B,C) 4| {4, D} | {4, E} | {B,C}
5| (BE) | (4, D) | (B,E) 5| {B,E} |{A,D} | {B,E}

Fig. 4.22 Producte cartesia i juncié d’uns mateixos DFA

2. Determinitzar cadascun dels automats de partida i fer-ne després el producte
cartesia.

Una analisi de la complexitat en el cas pitjor, similar a la realitzada en el cas de
la interseccid, posa de manifest que aquests dos metodes tenen la mateixa complexitat.
Concretament, si partim de dos automats amb n/2 estats cadascun, els dos algorismes
construeixen DFA amb un nombre d’estats O(2"). Aixi, els dos metodes sén equivalents
des del punt de vista de la complexitat, pero en general preferirem el primer, ja que
permet obtenir de forma immediata I’automat reunié indeterminista.

Com que per a tot parell de llenguatges es té Ly U Ly = (L; N Ly), també podem
plantejar la reunié com a complementari de la interseccié de complementaris dels automats
inicials. Com a metode, pero, és equivalent al segon dels proposats anteriorment, ja que
per poder aplicar el primer pas de complementacié s’han de determinitzar previament els
automats 1 aleshores ja s’ha de fer el producte cartesia per a la interseccié.

També aqui podriem considerar la reunié d’NFA directament via producte cartesia.
Aquest algorisme de producte cartesia sobre NFA es faria definint la funcié de transicié
de la mateixa manera que en 1’algorisme d’interseccio, amb 'inic requeriment addicional
d’haver de considerar que els NFA inicials tenen totes les transicions definides. Aixo
no és cap problema greu, ja que el pas previ de completar les transicions no definides
només suposa haver d’afegir un unic estat a I’'NFA considerat. De tota manera, no ho
desenvoluparem perque els inconvenients de la complexitat son els mateixos que els vistos
per al cas de la interseccio.

S1 haguéssim introdult els algorismes de reunié d’automats abans que els d’interseccio,
hauriem pogut plantejat la interseccié com a complementacio de la reunié de complemen-
taris dels automats inicials. De tota manera, aquesta forma de procedir no introdueix
cap metode nou, ja que, de manera semblant al que acabem de veure amb 'operaci6 de
reunid, resulta equivalent al metode 1 d’interseccié (primer determinitzar i després fer el
producte cartesia). Aixo és cert independentment del sistema seguit per a la reunid, ja
que el primer pas de complementacio exigeix la determinitzacié previa dels automats de
partida i, tractant-se d’una reunié de DFA, la reunio per producte cartesia és, com ja hem
vist, equivalent a la reunié per juncio.

Concatenacio

Donats dos NFA qualssevol, M; 1 M;, que reconeguin els llenguatges L; 1 Ly, per tal de
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construir un ANFA que reconegui la concatenacié Ly - Ly incorporem A-transicions que
connectin cada un dels estats acceptadors de M; amb cada un dels estats inicials de M,.
Podem expressar formalment aquesta construccié de la manera segtient.
Sigui My =(Q1, X, 61, [1, F1) isigui My=(Q3, X, ds, Iy, F,). Considerem, com sempre,
que Q1 1 Q3 soén disjunts. Definim M =(Q, Y, 0, I, F') aix:
-Q=0:1UQ;
-I=1
-F=F
CS(ga) = { d1(q,a) siqgeQiiaelX
’ da(q,a) sigeQ@riaelX.
- 0(q,A) =1 per acada g€ Fy

ProPOSICIO. L(M)=L,-L, .
DEMOSTRACIO. Demostrarem per separat les dues inclusions.

1. L(M) C L L,.

Sigui w un mot de L(M). Qualsevol cami acceptador de w en M consisteix en una se-
quencia d’estats el primer dels quals pertany a I 1 I'iltim dels quals pertany a F,. Com
que 'inica connexié entre els grafs de M; 1 M, és a través de les A-transicions introduides
en la construccié de M, el cami acceptador que estem considerant esta format per dues
subseqiiencias consecutives. La primera esta constituida exclusivament per estats de @)y,
I'altim dels quals ha de pertanyer a Fj. La segona ho esta per estats de ()5, el primer
dels quals pertany a I,. En consequiencia, el cami acceptador pot descompondre’s en dos
camins acceptadors, el primer sobre M 1 el segon sobre M,. Aquesta descomposicio porta
associada la del mot w en la forma wi-A-wy, amb wy € L1 1 wy € L.

2. LiL, CL(M).

Sigui w un mot del llenguatge LiL,. En aquest cas existeixen wy; € Ly 1 wy € Ly tals
que w = wywy. Han d’existir també els camins acceptadors (po, ..., p,) de wy sobre M,
i (qoy..., gm) de wy sobre My. Com que p, € F1 i qo € I3, hi ha una A-transicié definida
a M entre p, 1 qo. Com que totes les transicions de M; 1 M, s’han incorporat a M, la
seqiiencia (po, ..., Prs G0y -, Gm) €8 un cami acceptador de w en M. O

Sovint, sol ser convenient eliminar les A-transicions introduides a la construccié ante-
rior, per tal d’evitar que la utilitzacié repetida d’aquesta construccié pugui conduir a la
creacio d’automats amb cadenes llargues de A-transicions. En la practica, podem evitar
la introduccié de A-transicions, caracteristica del metode anterior, a base d’ajuntar en un
sol pas la introduccié de cada A-transici6 i la seva eliminacié. Es tracta, simplement, de
fer el segiient:

Connectar els estats acceptadors de M; amb els successors
dels inicials de M3, 1 mantenir com a acceptadors els estats
de F} quan algun dels estats de I, pertany també a F.

Expressat formalment és:

-Q=0Q1UQ,
—_[:_[1
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) F—{ Fy sihbNEFy=0 (ésadir,si AZL(M))
FyUF, altrament
d1(p, a) sip€e@Q—F
- d(p,a) =< 01(p,a)Udy(ly,a) sipeFy
da(p, a) sip€Qs.

La figura 4.23 illustra el procés de connectar els grafs de M; 1 M, a base d’afegir els arcs
que van dels estats acceptadors de M als estats successors dels inicials de M,. D’aquesta
manera, els estats acceptadors de M; passen a comportar-se com a estats inicials de M.
Com a estats inicials de I’automat resultant, prenem els de M;; i com a estats acceptadors
prenem els de M,, 1 també els de M; en el cas que I'automat My accepti el mot buit. A
la figura s’hi fan constar, en trac discontinu, els arcs afegits.

Fig. 4.23 Esquema de la concatenacié de dos automats

A vegades es poden fer algunes simplificacions que estalvien feina a 1’hora de deter-
minitzar 1 minimitzar posteriorment ’automat resultant. Per exemple, tots els estats
p€ Iy als quals no arribi cap transicié des d’algun estat de M, poden ser eliminats direc-
tament de I'automat concatenacio resultant, ja que esdevenen inaccessibles en 'automat
resultant.

Com a consequiencia de la proposicié precedent, podem enunciar el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de l'operacié de con-
catenacio.

Exemple 4.21 Volem construir un automat que reconegui el llenguatge L sobre l'alfa-
bet {a, b} format pels mots en que tot parell de a’s consecutives va seguit immediatament
per un parell de b’s consecutives. Per tal de facilitar aquesta construccid, comencarem
considerant els dos llenguatges auxiliars segiients: representem per Ly el conjunt de mots
acabats amb dues a’s i representem per L el conjunt de mots que comencen amb dues
b’s. Podem expressar formalment el llenguatge L en funci6é de Ly i Ly aixi:

L=A{we{a,b}* | Yo,y (w=ay AN 2 € L) = y€ Ly}.
N’obtindrem una expressié més senzilla si considerem el complementari de L, que és
L={wec{a,b}* | Jz,y w=ay AN xc€Li NygLy}
={w € {a,b}* | Izcly ecly w=ay} =1L, L.
A la figura 4.24 s’han dibuixat els automats My, M, i M5, que reconeixen Ly, Ly

i Ly, respectivament. Recordem que els automats M, i Ms ja han estat introduits a
Iexemple 4.15.



4 Automats finits 105

»gba—@ »QHOH@
%a,b
@Q ab

Fig. 4.24 Automats que reconeixen {a ,b}*aa, bb{a ,b}* i bb{a,b}*

A la figura 4.25 s’ha dibuixat I'automat que s’obté a partir de M; i MJ per aplicacio
de la construccié que acabem de donar. Remarquem que lestat D esdevé inaccessible i
pot ser eliminat.

Fig. 4.25 Concatenacié de dos automats

Finalment, a la figura 4.26 apareix 'automat determinista que reconeix el llenguatge
L, obtingut a partir del de la figura 4.25 un cop determinitzat i passat al complementari.

Fig. 4.26 DFA que accepta mots en qué dues a’s sempre van seguides de dues b’s

Observeu que el resultat de la concatenacio de dos automats és, en general, un automat
no determinista, encara que partim d’automats, M; 1 M;, deterministes.



106 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

Tancament positiu i1 tancament de Kleene

1. Tancament positiu. Sigui L un llenguatge regular. Demostrarem que el tancament
positiu de L també és regular. A tal fi, construirem un ANFA que reconeixera LT a partir
de qualsevol NFA M que reconegui L. La idea subjacent en aquesta construccié és, dita
de manera informal, concatenar "automat M amb si mateix. Es tracta d’incorporar a
M les A-transicions que connectin els estats acceptadors amb els inicials. Descriurem
formalment aquesta construccié a continuacio.

Sigui M =(Q, X,6,1, F). Definim M*™ =(Q,¥,6",I, F), de manera que el conjunt
total d’estats 1 els subconjunts d’estats inicials 1 acceptadors sén els mateixos que els de
M. La funcié de transicié 6+ ve definida aixi:

- 07(q,a) = 6(q,a) peratot geQ itot a€X
- 0T(qg,\) =1 peratot geF.
PropOSICIO. L(M*)=L".
DEMOSTRACIO. Demostrarem per separat les dues inclusions.
1. LT CL(M™T).
Demostrarem, per induccié sobre n, que Vnx>1 L* CL(MT).

- Base: n=1. Per a tot mot w € L, existeix un cami acceptador sobre ’automat M.
Aquest mateix cami sera un cami acceptador de w sobre M™, ja que M* conté totes
les transicions de M i conserva els mateixos estats acceptadors.

- Pas inductiu. Sigui we L™, Aleshores existeixen x € L™ i y € L tals que w=uzy. Per
hipotesi d’induccid, tenim x € L(M ™), és a dir, existeix un cami acceptador, (po, ..., p;),
de x sobre M*. També sabem que existeix un cami acceptador, (qo, ..., ¢;), de y sobre
M, ja que y pertany a L. Com que p; € F' 1 qo € I, hi ha una A-transicié definida a
M entre p; i qo. I com que totes les transicions de M s’han incorporat a MT, la

seqiiencia (po, ..., Pis Go, -, ¢;) €s un cami acceptador de w en M¥.
2. L(M*) C Lt.
Sigui w € L(M™) un mot qualsevol. Sabem que existeix un cami acceptador, (pg, ..., Pn),

de w sobre l'automat M™. La demostracié, que preferim donar de manera menys forma-
litzada que la precedent, es fa per induccié sobre el nombre de transicions de 6T que no
estan en 4 i que intervenen en el cami acceptador (po, ..., pn) de w sobre M™T. Si aquest
nombre és zero, aleshores el mateix cami és un cami acceptador de w sobre M 1, per tant,
w € L C L*. Siel nombre és igual o superior a 1, aleshores podem partir el cami en
dos trossos, po,...,P; 1 Pit1,---, Pn, O0 €l pas de p; a p;y1 representa la darrera transicid
especifica de M7, que forcosament ha de ser una A-transicié. De la construccié de M,
sabem que p; € F', que p;41 €67 (pi, A) 1 que piyq € I. Aixi doncs, el primer tros és un cami
acceptador d’algun mot x sobre M™. El segon tros ho és d’algun mot y sobre M. I es
té xy =w. La hipotesi d’induccié ens diu que el mot x pertany a L*. En conseqiiencia,
w=zye LTLC L. O

De manera analoga a com hem fet en el cas de 'operacié de concatenacio, també aqui
podem ajuntar en un sol pas la introduccié de les A-transicions efectuada a la construccio
anterior 1 la seva eliminaci6. El procediment per fer el tancament positiu d’un llenguatge
regular consistex, aleshores, a fer el segtient:
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Afegir a l'automat donat transicions alfabetiques que vagin dels es-
tats acceptadors als successors dels inicials. El conjunt total d’estats

i els subconjunts d’estats inicials i acceptadors queden inalterats.

La figura 4.27 déna l'esquema d’aquesta construccié. Formalment, la funcié de tran-
sici6 de M™T es defineix aixi:

5+ (p, a) = d(p,a)Ud(l,a) s%aEE%pEF
d(p,a) siaeXNipeQ—F

Fig. 4.27 Esquema del tancament positiu d’un NFA

2. Tancament de Kleene. Sigui M = (Q,Y,0, [, F') un automat que reconeix L. La
construccié de 'automat que reconeix L* és practicament identica a la de "automat per
al tancament positiu. En particular, si A € L, aleshores, com que LT = L*, la mateixa
construccié d’abans ens serveix. Si, en canvi, A ¢ L, "inica diferéncia és que fara falta
afegir un nou estat inicial, gy, que també sigui acceptador, per acceptar el mot buit.

Formalment, sigui ¢o ¢ ). Definim el ANFA M’ = (Q', ¥, ', I', F') aixi:
- Q'=Q U{q}
- I'=TU{q}
- F'=FU{q}.
Quant a la funcié ¢', tenim
- ¢'(go,a) =@ peratota e ¥YU{A}
- ¢'(q,a) = 0(q,a) peratot geQitot a€X
- ¢'(gq,\) =1 peratot geF.

PropoOSICIO. L(M') = L*.

DEMOSTRACIO. La demostracié es faria de la mateixa manera que per al tancament
positiu, considerant a part el cas del mot buit A. O

Si volem fer una construccié equivalent a ’anterior, sense introduir A-transicions, de
manera semblant a com hem fet en els casos de la concatenacio i del tancament positiu,
només hem de modificar la funcié de transicié de la manera segiient:

@ sl p=qo

§(p,a) =14 o(p,a)Ué(l,a) sipeF

d(p,a) altrament
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Fig. 4.28 Esquema del tancament de Kleene d’un NFA

L’esquema que correspon a aquesta construccié és el descrit a la figura 4.28.

Com a consequiencia de les dues proposicions precedents, podem enunciar el teorema
seguent.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de les operacions de
tancament positiu 1 tancament de Kleene.

Exemple 4.22 Considerem el llenguatge L dels mots sobre l'alfabet ¥ = {a,b} que
tenen longitud muiltiple de tres i tals que tots els simbols que ocupen posicions multiples
de tres son a’s. Els mots d’aquest llenguatge tenen la forma genérica segiient:

W = $189084850 ... 5, 25,10, on Vi s;€X.

Podem dividir aquests mots en fragments de tres simbols, aixi 21 =s152a, 3 = 84550,

. Ty =Sp—25p-14, en que els dos primers simbols de cada fragment sén qualssevol i
el tercer és una a. Aix0 permet considerar cada mot com a concatenacio de zero o més
mots del llenguatge L; = X?a, de manera que el llenguatge L és el tancament de Kleene

de Ll7
L = L} = {aaa, aba, baa, bba} ™.

A la figura 4.29 hi ha un automat que reconeix el llenguatge Lq, mentre que a la figura
segiient hi ha 'NFA My, que surt d’aplicar estrictament ’algorisme de tancament de
Kleene sobre el primer automat. Aquest és, de fet, automat que buscavem per al L.
Fixeu-vos que els automats My i M3 de la mateixa figura sén automats més senzills,
equivalents a M;. Ms correspon al disseny més senzill que se’'ns podia haver acudit
d’entrada. Representa un comptador de simbols modul 3 tal que les transicions corres-
ponents als simbols de posicié multiple de tres sén possibles només amb un simbol a.

»Q a,b@a,b@a @

Fig. 4.29 Automat finit que reconeix el llenguatge L, = X%a
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M, ab ab a
»@ a,b
M, ab ab a
a,b
M ab ab
a

Fig. 4.30 Automats que reconeixen el llenguatge I = (X%a)”

Revessament

La idea constructiva de la demostracio és molt senzilla, ja que només fa falta donar la volta
a I’automat que reconeix L per tenir-ne un altre que reconegui L¥. Aixo vol dir canviar
el sentit de les transicions i intercanviar els estats inicials 1 acceptadors. Formalment, és
el segiient.

Sigui M = (Q,X¥,4,I,F) un NFA qualsevol que reconeix un llenguatge L donat. A
partir d’ell construim 'automat My = (Q, ¥, &, Ix, Fr), on:
- Lk=F
- k=1
- VgeQVaeX bx(q.a)={p | ¢€i(p,a)}.
PRrROPOSICIO. Se satisfa que L(Mg) = L*.
DEMOSTRACIO. Observeu primer que de la definicié de la funcié de transicié es dedueix

facilment que, si a I'automat M hi ha un cami de l'estat p a 'estat ¢ llegint el mot w, en
Mg ha d’existir un cami de g a p llegint els simbols de w a 'inrevés (w®). Es a dir,

Ywe X" Vp,geQ q € d(p,w) < p € &lq,w").
Per tant, Vw € X~
w e L(My) < dJge lxIpe Fr p € lq,w)
< d¢e Fadpel qed(puw)
— wtel(M) =L O
Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de ['operacié de reves-
sament.

Observeu que el caracter determinista o no determinista de I’automat M de partida
no ens diu res sobre el determinisme de M. En general, no té sentit determinitzar un NFA
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abans de passar al seu revessat, ja que el procés de revessament pot tornar a donar un
altre automat indeterminista que caldra determinitzar novament per obtenir el resultat
definitiu.

Exemple 4.23 Construirem un automat per al llenguatge L® sobre l'alfabet ¥ ={a, b},
on L és el llenguatge

{weX* | Ja,y,z€X* In>0 w=zayaz A |y|=3n}.

Ja coneixem un DFA per al llenguatge L (vegeu lautomat de la figura 4.3); per tant,
lautomat My que reconeix LF s’obté d’aquell invertint el sentit de les transicions i in-
tercanviant estats inicials per acceptadors, i viceversa. El resultat és I'automat de la
figura 4.31.

Fig. 4.31 NFA que reconeix el revessat del llenguatge de 'exemple 4.2

L’automat de ’exemple precedent és altament indeterminista. Si el determinitzem 1
n’obtenim la versié de nombre minim d’estats (al capitol 5 donem un algorisme per trobar
automats minims), tornem a obtenir el DFA M de la figura 4.3. Es a dir que M 1 My
son equivalents 1, per tant, L i L® sén el mateix llenguatge. En efecte, el fet que un mot
tingui un parell de simbols @ separats per una cadena de longitud multiple de tres és
independent de si I’escrivim en un sentit o altre. Aquest no és un fet aillat. Hi ha molts
llenguatges que son iguals als seus revessats. Els segiients en son alguns exemples:

1. Y5 o

2. {we ¥ | w=uwt}

3. {we {a,b} | In>0|wl.=5n}

4. {w € {0,1}" | In>0 valory(w)=3n}
5. {w € {a,b}" | |w|a = |wl]s}-

Per als llenguatges 1, 3 1 4, que son regulars, podeu comprovar aquesta igualtat via
automats finits.

Morfisme invers

Volem demostrar que si tenim un morfisme h : X7 — 37 1 un llenguatge Ly C ¥ que
és regular, aleshores el llenguatge h™'(Ly) també és regular. Com que L, és regular,
existeix un DFA My =(Q, X3, 03, qo, F') tal que L(M3)= Ly. La idea essencial és construir
un DFA, M;, amb els mateixos estats que M, 1 que davant d’un simbol a € X simuli el
comportament de My sobre la cadena h(a) € ¥3. D’aquesta manera, és clar que si M,
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accepta un mot w és perque My accepta h(w) i, per tant, L(M;) = k=Y (L(Mz)) = =1 (Ly).
Aquesta simulaci6 es pot fer en un sol pas de calcul de My, ja que la computacio de la
cadena h(a) en M; no és res més que un encadenament de transicions entre estats, és a
dir, el pas des d'un estat de partida p, abans de llegir el primer simbol de h(a), a un estat
d’arribada ¢, després d’haver llegit el darrer simbol de h(a).

B -

Fig. 4.32 C(Correspondéncia entre transicions de My i de M,

Formalitzant aquestes idees, definim M; = (@, X, d1,qo, F'), on per a tot p € @ i
w € X fem 01(p,w) = d2(p, h(w)). Es tracta d’una funcié de transicié ben definida, ja
que satisfa els axiomes:

L. 51(}77 )‘) = 52(p,h()\)) = 52(}77 )‘) =D
2. Oi(p, xy) = ba(p, h(xy)) = do(p, h(x)-h(y)) = d2(da(p, h(x)), h(y))
= 51(51(}7751?)79)-

PropPOSICIO. L(M;) = h™'(Ly).
DEMOSTRACIO. Per a tot mot w de X* es té
weL(M) < 61(qo, w) EF < d3(qo, h(w)) € F <= h(w) € L(M). 0

Observeu que la definicié de §; és constructiva, ja que el calcul de §; a partir de 4,
només cal fer-lo, com sempre, sobre els simbols de Y.

Exemple 4.24 Considerem de nou el llenguatge format pels miltiples de tres en binari
més A, del qual ja hem donat un automat a 'exemple 4.17

Ly={we {0,1}* | In > 0 valory(w) =3n}.

Considerem ara el morfisme h: {a,b}* — {0, 1}*, definit per h(a) =01 i h(b) = 1001.
Volem coneixer quin és el llenguatge Ly =h™1(Ls).

A la figura 4.33 hem reproduit 'automat donat a la figura 4.16

M, = ({[0], [1], 2}, {0, 1}, &2, [0], {[0]}) ,

que reconeix el llenguatge Ls.

s

Fig. 4.33 DFA per a Ly = {w € {0,1}* | valorg(w) = 3}
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b ()
R
a

Fig. 4.34 Automat My que reconeix Ly = h™1(Ls)

G0

o E(ljl DFA ’('1ue reconeix L; és, doncs, My = ({[0],[1],[2]},{a, b}, 81,[0], {[0]}) on &1 ve
61([0], a) = 62([0],01) =[1] ,  61([0], b) = 32([0], 1001) = [0]
01([1],a) = 62([1],01) =[2] , &1 ([1], 6) = 65([1],1001) = [1]
01([2], @) = 62([2],01) =[0] ,  &:([2], b) = 6([2], 1001) =[2].

Aquest automat, el graf del qual apareix a la figura 4.34, és un comptador de a’s

modul tres. Per tant, el llenguatge h=!(Ly) cercat és, en definitiva, {w € {a,b}*| In >
0 |w|l,=23n}.

=0 01
=0 01

4.8 Llenguatges no regulars

Els llenguatges regulars constitueixen la familia de llenguatges més basica de les estudiades
per la teoria de llenguatges formals. Més endavant, al capitol 6, demostrarem que es
tracta d’una subfamilia de la dels llenguatges incontextuals. Hi ha, tanmateix, llenguatges
incontextuals que no sén regulars. Aixo és degut, essencialment, al fet que per reconeixer
una amplia varietat de CFL cal disposar de recursos de memoria més potents que la
memoria finita dels DFA. Podem prendre com a exemple d’aquests llenguatges el definit
a I’exemple 2.3.

Exemple 4.25 El llenguatge L = {a"b" | n > 0} no és regular.

DEMOSTRACIO. Suposem que existis un DFa M = (Q, ¥, 8, g0, F), amb ¥ = {a, b}, que
reconegués L. Com que () hauria de ser finit, existirien dos nombres naturals diferents i
ij tals que goa® = goa’. Considerem els dos mots & = a'bd’' i y = a’/b’. Es clar que z€ L
i que, en canvi, y ¢ L. Pero 'automat M és incapag de diferenciar-los, ja que

ot = QO(aibi) = (fJoai)bi = ((Joaj)bi = QO(ajbi) = qoy-

Concloem que tal automat M no pot existir.

Aquesta manera de demostrar la no-regularitat de determinats llenguatges sera gene-
ralitzada al capitol 7 en forma del que anomenem lemes de bombament.

Exercicis

4.1 Construiu DFA per als llenguatges regulars segiients. Considereu-los tots definits sobre 1’alfabet

{a,b}.
1. {\, aab, aaabab}
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4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

2. El conjunt dels mots tals que si comencen per aa llavors no contenen dues b’s seguides

o

El conjunt dels mots en queé tot parell de a’s adjacents apareix davant (no necessariament de
manera consecutiva) d’algun parell de b’s adjacents

El conjunt dels mots en qué cada simbol b és immediatament precedit i seguit d’un simbol a
El conjunt dels mots amb un nombre parell de a’s i un nombre parell de b’s
El conjunt dels mots tals que tota cadena de cinc simbols conté com a minim dues a’s

El conjunt dels mots que no contenen cap prefix en a*b% de longitud parella

e

El conjunt dels mots en queé tot prefix de longitud més gran o igual que tres té un nombre
parell de a’s o un nombre parell de b’s

9. El conjunt dels mots que contenen un nombre parell de vegades (comptant-hi les encavalcades)
el submot aba (p. ex., els mots ababaaba i abababa contenen tots dos tres vegades aba.)

Doneu DFA per als llenguatges segiients definits sobre alfabets numerics.
1. {22y | =,ye{0,1}* A valory(z) + valory(y) = 3}
2. {we{0,1,2,3,4}* | valors(w) = 5}

Demostreu la regularitat dels llenguatges segiients sobre ’alfabet {a , b}.
1. {zyz® | 2, ye{a,b}t}
{eyy*z | x,y, z€{a, b} T}
El conjunt dels mots en que tot prefix de longitud parella té el mateix nombre de a’s que de b’s

Ll

El conjunt de mots sobre ¥'={a, b} que no contenen cap submot repetit dos cops consecutius,
és a dir, que no sén de la forma zyyz per a cap terna de mots z,z€ X* i ye Xt

Sigui M = (@, X,6,I, F) un NFA qualsevol. Definim el conjunt d’estats accessibles i el conjunt
d’estats coaccessibles d’aquest automat, i els representem per A(M) i per C(M), respectivament,
de la manera segiient:

AM)={¢eQ | FeeX* Ipel qepz}

QM) ={peQ|FyeX” g€ F qepy}.

Doneu algorismes per calcular els conjunts d’estats accessibles i coaccessibles d’un NFA donat.

Demostreu que el llenguatge dels mots sobre I’alfabet {0, 1} que no tenen cap submot de longitud
més gran o igual que tres que representi en binari un nombre multiple de tres, és un llenguatge finit.

Es defineix el conjunt de prefixos d’un llenguatge L com el format pels mots que sén prefixos de
mots de L. De manera semblant, definim els llenguatges dels sufixos i dels factors. Formalment és
el seglient:

prefixos(L) = {z e X* | Jye X* zyel}={ecX* | eX* N L0},

sufixos(L) = {yeX* | v e X* pyel} ={yeX* | X*yNL#o} i

factors(L) = {we X | Jn,ye X* pwyel} ={weX* | Y*wX* N L#&}.
Sigui L el llenguatge {a*b*a?+1 | i j k > 0}. Construiu DFA per als llenguatges prefixos(L),
sufixos(L) i factors(L).

Donat un llenguatge L qualsevol, definim el seu centre com el llenguatge
centre(L) = {x € X* | (¢X* N L) és infinit},
és a dir, el conjunt dels prefixos de mots de L que es poden completar una infinitat de cops en L.
Es demana:
1. Donat el llenguatge L={a*b*a?**! | i j k > 0}, construiu un DFA per a centre(L).
2. Doneu un llenguatge I, infinit i regular, tal que prefixos(L) € centre(L).

Demostreu que si L és un llenguatge regular, aleshores també ho sén els llenguatges: prefixos(L),
sufixos(L), factors(L) i centre(L).
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4.9 Demostreu que si L és un llenguatge regular sobre un alfabet X', aleshores també ho sén els llen-
guatges seguents:

1. El conjunt de mots de L que no sén prefixos de cap altre mot de L

El conjunt de mots de L que no contenen com a prefix cap altre mot de L
El conjunt dels mots de X* que contenen com a prefix algun mot de L
{eel |VyeX* zyel}

{eyeX* |yze L}

{feeX” [Fyel |o[ < |yl +2}

S O e W

4.10 Demostreu que la reunié d’un llenguatge no regular i un llenguatge finit és un llenguatge no regular.
Trobeu, en canvi, un contraexemple que posi de manifest que la concatenacié d’un llenguatge no
regular amb un llenguatge finit no buit pot ser un llenguatge regular.

4.11 Demostreu que la reunid, la concatenacié i I’estrella de Kleene de llenguatges no regulars poden ser
llenguatges regulars.

4.12 Sigui M ={(Q, X, 4, go, I} un DFA qualsevol. Demostreu que els llenguatges segiients sén regulars.
1. {fweX* |VgeQ qu=gq}
2. {lweX* |VgeQ quw=qab}
3. {weX* | VgeQ qu=qabw}

4.13 Siguin M; i M3 dos NFA qualssevol i siguin Ly i Lo, respectivament, els llenguatges que reconeixen.
Doneu algorismes que permetin respondre les questions segiients.

1. L £ o.

L1 és infinit.

L1 és cofinit (el seu complementari és finit).
L1 1 Lo s6n disjunts.

L1 esta inclos en L.

(= RS G NS )

L1 és un subconjunt estricte de Ls.

4.14 Demostreu que un llenguatge L C X* és regular si i solament si la familia de llenguatges {L, | €
X*} és finita, on per a qualsevol z, L, = {ye X* | ezy€ L}.
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Capitol 5 Minimitzacié d’automats finits

Al capitol precedent hem vist com l'indeterminisme és una eina que aporta, en molts
casos, senzillesa 1 concisié al disseny d’automats finits. L’equivalencia amb els DFA a
través d’un procediment algorismic de determinitzacio ens assegura la implementabilitat
dels automats dissenyats aixi. De tota manera, també hem vist que aquest procés de
determinitzacio pot fer créixer el nombre d’estats exponencialment, en el cas pitjor. Es
evident que preferirem els automats petits als grans; per tant, sembla logic preguntar-se
davant un DFA qualsevol, si n’existeix algun altre de talla més petita que hi sigui equivalent
1, en tal cas, com construir-lo a partir del que ja disposem. En aquest capitol respondrem
aquesta pregunta presentant un algorisme que permet, donat un automat determinista,
trobar-ne un altre que reconeix el mateix llenguatge amb un nombre minim d’estats.
Addicionalment, veurem que aquest automat minim és unic i resoldrem el problema de
I’equivalencia de llenguatges regulars, fent emfasi en la importancia d’aquesta propietat.

5.1 Minimitzacio d’un DFA

La idea basica que permet reduir el nombre d’estats d’un automat determinista és eliminar
un estat quan ja n’hi ha un altre que fa la mateixa funcié. Dos estats fan la mateixa funcio
quan qualsevol entrada dona el mateix resultat tant si es parteix d’un estat com de 'altre.
Diem que els dos estats son, en aquest cas, indistingibles. Cal tenir en compte que, quan
ens referim al resultat que déna una entrada a partir d'un estat, ens limitem a un dels
dos que tenen rellevancia: que s’accedeixi a un estat acceptador o que s’accedeixi a un
estat no acceptador. L’eliminacié d'un estat ha de comportar que les entrades que hi
arribaven hauran de ser readrecades a l'estat indistingible romanent. De fet, pot haver-hi
una pluralitat d’estats que siguin indistingibles d'un de donat. N’hi ha prou, doncs, de
conservar un estat per a cada classe d’indistingibles. Formalitzarem a continuacié aquests
conceptes.

DEFINICIO. Sigui M = (Q, X, 5, qo, F) un DFA. Dos estats qualssevol de M, p i ¢, diem
que son indistingibles, o que p és equivalent a ¢, 1 ho representem per p = ¢, quan

Vwel* pweF < quwekF.

Exemple 5.1 Els estats D i E de 'automat de la figura 5.1 son indistingibles ja que,
per a tot mot w, es compleix

DweF<= E-weF < web*a{a,b}*.



116 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

Fig. 5.1 Un DFA que conté estats indistingibles

Observeu que la relacié d’indistingibilitat és una relacié d’equivalencia. La represen-
tarem per Ep;. Com a tal, indueix una particié del conjunt d’estats en classes d’estats
indistingibles. Considerant aquestes classes com a estats individuals, obtenim "automat
quocient, definit de la manera segiient.

DEFINICIO.  Sigui M = (@, ¥,§, qo, F') un DFA. Anomenarem automat quocient de M
per Exp el DFA M = (Q, X, 6, [qo], F), tal que

- Q és el conjunt quocient de Q per Eyy,

§ és la funcié de transicié que definirem tot seguit,

- [qo] €Q és la classe de qo,

- F CQ éslaimatge de F, és a dir, F = {[q] | ¢S F}.

La funcié de transicié quocient, 5:Q x X* — @, es defineix, per a tot simbol a de ¥, com
a d([q],a) =[0(g,a)], 0 bé [q]-a =[q-a] amb la nostra notacié habitual.

Observeu que la funcié § estd ben definida, és a dir, que no depen del representant
q elegit, ja que si p = ¢ aleshores, per a tot simbol a de X, p-a = q-a. En efecte,
si suposem que existeix w € Y tal que (pa)-w € F i (qa)-w ¢ F, aleshores és clar que
p-law)€EF,iq-(aw) ¢ F, 1 aixo esta en contradiccié amb la hipotesi p = q.

Exemple 5.2 La relaciéo d’indistingibilitat que hem definit ens ddona les classes d’e-
quivaléncia segiients sobre 'automat de la figura 5.1:

{4}, {B,C}, {D, B}, {F}.

Per tant, Pautomat quocient corresponent és el de la figura 5.2.

ogge
»C ab . ab . a @

Fig. 5.2 [L’automat quocient corresponent al DFA de la figura 5.1

L’automat quocient que acabem de descriure és, de fet, I'automat minim que estem
buscant. Les proposicions que es presenten a continuacié demostren, d'una banda, que
el llenguatge que reconeix l'automat quocient és el mateix que el que reconeix "automat
original i, d’altra banda, que sigui quin sigui I’automat de que partim, si els seus estats
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son tots accessibles, llavors I'automat quocient que obtenim és sempre el mateix, no n’hi
ha cap amb un nombre menor d’estats 1 és I'inic amb aquest nombre d’estats.

ProposICIO. L(M) = L(M).
DEMOSTRACIO. Tenim que, per a tot mot w de X*,
weL(M)<=[q]- weF < |qpw|€ F= q-weF <= wel(M),

on la primera i la quarta equivalencies provenen de la definicié de llenguatge reconegut
per M i M, respectivament, la segona prové de la definicié de ¢ i la tercera de la defincié

de F. O

PRrROPOSICIO.  El nombre d’estats de M és menor o iqual que el de M, i quan és iqual
es té M = M.

DEMOSTRACIO. La primera part de I'enunciat és conseqiiencia directa de la construccid,
ja que els estats de M s’han obtingut per agrupacié dels de M. Quant a la segona part,
quan M i M tenen el mateix nombre d’estats, I’epimorfisme canonic que transforma A
en M és un isomorfisme. En altres paraules, cada classe d’equivalencia esta constituida
exactament per un estat. Es tracta, doncs, que per a cada estat ¢ de M hi ha l'estat {¢}
de M, i tota transicié ¢-w = p de M es converteix en una transicié {q} - w = {p} de

M. O

PROPOSICIO.  Si My i M, sén dos automats que reconeizen un mateiz llenguatge, 4 si
tots els estats d’aquests dos automats son accessibles, aleshores els seus automats quocient
respectius, My 1 My, son iguals.
DEMOSTRACIé. Slgum Ml = <Q1,E,51,}?0,F1> 1 Mz = <Q2,E,52,(]0,F2>. De la cons-
truccio de My resulta que tots els seus estats son distingibles

Vpi,p;€Q1 pi#p;, = FzeX*a(pzeFy < pjz€F),
és a dir, almenys hi ha un mot que a partir d’un d’ells duu a un estat acceptador i a partir
de Daltre no hi duu. El mateix pot dir-se dels estats de (5.

Podem afirmar ara el segtient:
Ve, y€X™ por =poy <= qor = qoy- (1)
En efecte. Altrament existirien mots x 1 y tals que
Po = poy 1 Gox # qoy (0 a l'inrevés).

Com que goz 1 oy sén estats distingibles diferents, hi ha algun mot z que els distingeix,
aixi, per exemple, goxz € Fy 1 qoyz ¢ Fy. En canvi, poxz = poyz, és a dir, els dos automats
no reconeixerien el mateix llenguatge.

La condicié anterior permet definir un isomorfisme entre els automats My i M,. Con-
siderem una enumeracio arbitraria dels estats de )1 que manté py com a estat inicial.

Sigui Q1 = {po, p1,- .- ,Pu}- Siguin wy,. .. ,w, mots tals que pow; = p1, ..., Pown = pn.
Aquests mots existeixen perque tots els estats de M; son accessibles. Enumerem ara els
estats de ()3, comencant per l'inicial ¢o, de la manera segtient: gow; = ¢1, ... , QoW = Gn.

En virtut de 1, tots els estats ¢; obtinguts aixi son diferents, és a dir, 'aplicacio p; — ¢;
és injectiva. Com que igualment hauriem pogut construir una injeccié en sentit contrari,
de @y a @y, resulta for¢os que els dos automats tinguin el mateix nombre d’estats. Per
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tant, ’aplicacié que estem considerant és una bijeccié. Anem a veure que es tracta d’un
isomorfisme, és a dir

Vi,) VweX* pw=p; = qw = gj.

En efecte, pjw = pow;w 1 tenim pow;w = pow,. Per tant, en virtut de 1 resulta
Qow;w = qowj, és a dir que ¢w = g;. O

Com a resultat de les proposicions anteriors podem enunciar el teorema segiient.

TEOREMA. Per a tot llenguatge reqular L existeix un inic automat determinista de
minim nombre d’estats que el reconeix. Aquest automat és el que s’obté a partir de qual-
sevol DFA que reconequi L i que tingui tots els estats accessibles, fent-ne el quocient per
la relacio d’indistingibilitat.

5.2 Algorisme de minimitzacio

Acabem de veure que, per trobar 'automat minim associat a un DFA donat, en tenim
prou a fer-ne el quocient per la relacié d’indistingibilitat. Ara 1'"inic problema és construir
la particié associada a aquesta relacidé. Com que la seva definicié fa intervenir un conjunt
infinit de condicions (una per a cada mot w), no sembla evident com decidir quan p = ¢,
per a p 1 ¢q donats. A continuacié veurem una manera d’aconseguir-ho.

DEFINICIO. Donats p,q € Q i un natural k&, diem que p i ¢ sén k-indistingibles i ho
representem per p = ¢ quan

YweX* |w| <k = (pweF <= quwelF).
Es a dir, quan no és possible diferenciar el comportament dels dos estats sense utilitzar
mots de longitud superior a k.

Es clar que per a qualsevol k la relacié de k-indistingibilitat és també una relacid
d’equivalencia. La representarem per EX,. A més, aquestes relacions E%, ens permeten
redefinir de manera senzilla la relacié Ep;. Aquest fet es troba enunciat a la proposicio
segiient, la demostracio de la qual és immediata.

PROPOSICIO.  Per a tot parell d'estatspiq, p=q < Yk>0 p=;q.

Les relacions de k-indistingibilitat també es poden caracteritzar de manera recurrent.
Aixo ens permetra calcular-les algorismicament.

PROPOSICIO. Per a tot parell d’estats p 1 q, 1 per a tot natural k, la k-indistingibilitat
es caracteritza recurrentment de la manera sequent:

E=0. p=oq < (peF & ¢q€F)

E>0. p=Lq << p=k_19q N Va€X p-a=y_1qa.
DEMOSTRACIO. Representem per ¥* el conjunt de tots els mots sobre X de longitud

ki per I<F el conjunt de mots sobre ¥ de longitud menor o igual a k. Separem la
demostracio en dos casos dependents del valor de k.
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a) k=0

p=0 = YweXs (pweF & qwckF)
< (peF & qeF)

b) k>0

=) En primer lloc, del fet que Yw € ¥$F p.w € F <= ¢-w € F, deduim com a cas
p ) q p q )
particular que p =;_; ¢. En segon lloc, per a qualsevol a € X 1 per a qualsevol
we k1 eg té

p-law)€EF < q-(aw)EF,
és a dir, (pa)-w e F<=(qa)-we F, que és el mateix que p-a =,_1 ¢-a.

(<) Sigui w € ¥<*. Si |w| < k, com que p =,_; ¢, es té per definicié que p-w €
F<= qwekF. Si, en canvi, |w| = k, aleshores w = aw; amb |w;| = k — 1. Com
que per hipotesi es té p-a =,_; q-a, aleshores

(pa)-wi€F & (qa)- € F = p-(awy) €EF < ¢-(awy) EF
— pweF & quwekF.

Dels dos casos precedents, se’n dedueix p = q. O

Fins ara hem posat de manifest la correspondencia entre les relacions d’equivalencia
EariE%,, i hem vist com es podrien calcular recursivament les classes de k-indistingibilitat.
Finalment, la proposicié segiient ens diu que no ens caldra calcular totes les relacions E%,.

PROPOSICIO.  Ezisteiz un natural m < |Q| — 1 tal que Yk > m Eyy =E4,.

DEMOSTRACIO. El fet que dos estats k-equivalents hagin de ser préviament (k—1)-
equivalents fa que les relacions EX; siguin refinaments successius de E9;, la qual simplement
separa els estats de I’automat en dues classes: F'1 Q—F. Com que el nombre d’estats de
lautomat és finit ha d’existir un m més petit que aquest nombre tal que E7y = E7;'. En
aquest cas es té

Vp,q€Q, p=mt2 =P =1 ¢ N Va€EX pra =41 q-a
= p=n,qAVaeX pa=, qa
</:>p Em-|—1 q

Per tant, E;/"' = E7/™? i, en general, E7; = E%, per a tot k > m. O

COROLLARI.  Amb les notacions utilitzades és clar que Epp = EY}.

Els resultats de les tres proposicions anteriors ens permeten el calcul de les classes
d’indistingibilitat 1, per tant, la construccié efectiva de 'automat minim. La figura 5.3
reflecteix a grans trets els passos basics d’aquest algorisme de minimitzacié.
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algorisme automat minim (A/: un DFA (Q, X, 4, qo, F'))
retorna (M: un DFA)
variables C,, C, k fvars
Coant := classes_de_() per_a ES;;
C := classes_de_Q _per_a Ej;;

k.= 2;

mentre C,,; # C fer
CYant = 07
C := classes_de_Q per_a E%;
k:=k+1

fmentre

M := automat_quocient_de_M per_la relacio EX,;
retorna M
falgorisme.

Fig. 5.3 Algorisme de minimitzacié

Observeu que les proposicions demostrades anteriorment garanteixen 1’acabament 1
la correctesa de l’algorisme de minimitzacié. Vegem-ne ara el funcionament amb alguns
exemples.

Exemple 5.3 Considereu el DFA M de la figura 5.4.

a
b

b (8 b @ a G
b a
a g b b a,b
a b
a
b a
b

Fig. 5.4 Un DFA que no és minim

A T’hora d’aplicar I’algorisme de minimitzaci6 ens sera més comode treballar amb la
taula de transicions, reflectida a la taula 5.1.

Apliquem P’algorisme de minimitzacid, pas a pas, per veure com funciona. Les classes
d’equivaléncia per a ES; son les que separen els estats acceptadors dels que no ho sén,

{A7 B7 C7 F7 H7 ‘[7 J} i {‘D7 E7 G} °



5 Minimitzacié d’automats finits 121

Taula 5.1 Taula de transicions del DFA de la figura 5.4

CmEQTEEO W
QEa~ZQO R s
M~ R E Q-

Calculem ara les classes per a E}, i obtenim
{A,C,F,H, I}, {B,J}, {D,G} i {FE}.
Com que ES; #E},, calculem les classes per aE%,,
{4,H}, {C,F, I}, {B,J}, {D,G} i {F}.
Com que EY,; #E?2,, calculem les classes per a E3,,
{4,H}, {C,F, I}, {B,J}, {D,G} i {F},

i ens trobem amb E3, = E%,. Aixi, 'automat determinista minim buscat és I'automat de
cinc estats de la figura 5.5 que correspon a l'automat quocient de M per E3,.

Fig. 5.5 El DFA minim equivalent a 'automat de la figura 5.4

Exemple 5.4 Presentarem a continuacié un exemple complet de construccié d’un DFA
minim. Reprendrem el llenguatge L, definit a 'exemple 4.3, format pels mots sobre
lalfabet {a, b} que contenen algun parell de simbols a separats per una cadena de longitud
multiple de tres i construirem el DFA minim corresponent d’una manera alternativa a les

proposades fins ara. Observeu que una formalitzacié possible d’aquest llenguatge és la
seglient:

L=A{weX*|Ja,y,2€X* In >0 w=zayaz A |y|=3n}.

Per tant, podem pensar el llenguatge L com a concatenaci6 de tres llenguatges més,
L = LiL;Ls, on Ly és el llenguatge dels mots que acaben en a, Ly és el llenguatge
dels mots de longitud multiple de tres i Ls és el llenguatge dels mots que comencen per
a. Els automats My, My i M3 de la figura 5.6 s6n automats senzills que reconeixen els
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Fig. 5.6 Automats finits que reconeixen els llenguatges L1, Lo i L3

llenguatges Ly, Lo i L3, respectivament. Concatenant aquests tres automats obtindrem
facilment "automat buscat.

L’NFA que resulta de la concatenacié dels automats M; i M, de la figura 5.6 esta
representat a la figura 5.7.

ab

Fig. 5.7 NFA que reconeix el llenguatge L Lo

L’NFA que resulta de la concatenacié de lautomat de la figura 5.7 amb automat
Ms de la figura 5.6 esta representat a la figura 5.8.

N

—{ A

Fig. 5.8 NFA que reconeix el llenguatge LiLoLs=1

La determinitzacié d’aquest darrer automat dona lloc a un DFA de dotze estats,
representat a la part A de la taula 5.2. La part B de la mateixa taula és igual que la A,
amb els estats canviats de nom per tal de facilitar el procés de minimitzacio.

Fem notar que l'estat de nom F de la taula A de transicions precedent resumeix
tots els estats del DFA que contenen l'estat G' de 'NFA de la figura 5.8. Aixo porta
implicit un primer pas de minimitzacié que és correcte, ja que tots aquests estats serien
acceptadors i, per tant, 0_equivalents i 'algorisme de minimitzacié no els separaria mai,
ja que formen un subgraf tancat per causa de 'arc amb qualsevol simbol de lestat G
cap a ell mateix. Adonar-nos d’un fet com aquest pot estalviar molta feina en el procés
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Taula 5.2 Determinitzacio de 'NFA de la figura 5.8

Taula A Taula B

a b a b

A AB A 1 2 1
AB F AD 2 13| 4
F F F 31 3| 3
AD ABFE F 4 1 5|6
ABFE F ACD 5137
AFE ABC AC 6 | 8|9
ACD F ADFE 713 |10
ABC F AD 8 | 3 | 4
AC F AD 9 |1 3| 4
ADE | ABCE | ACFE 10 | 11 | 12
ABCFE F ACD 1] 3 |7
ACE F ACD 121 3 | 7

de determinitzacié previ a l'obtencié de 'automat minim (sobretot si el fem a mal!). En
aquest mateix exemple, ens hauria sortit un DFA de setze estats.

El darrer pas per arribar a la solucié sera minimitzar 'automat determinista de
dotze estats de la taula B seguint I'algorisme de minimitzaci6 presentat en aquesta seccio.
Les classes d’equivaléncia per a ES; sén les que separen els estats acceptadors dels no
acceptadors,

{1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12} i {3}.
Calculem ara les classes per a E}; i obtenim
{1,4,6,10}, {2,5,7,8,9,11,12} i {3}.
Com que EY; #E},, calculem les classes per a E%,,
{1,4}, {6,10}, {2,8,9}, {5,11,12}, {7} i {3}.
Com que E},; #E%,, calculem les classes per a E3,,
{1}, {4}, {6}, {10}, (2,89}, ({51112}, {7} i {3}.

Com que E%; #E3,, calculem les classes per a E%,, i ens trobem amb E3, =E%,. Aixi,
lautomat determinista minim per reconeixer L és "automat de vuit estats de la figura 5.9,
en que hem etiquetat amb la lletra A l'estat format per {2,8,9} i amb la lletra B l'estat

{5,11,12}. Adoneu-vos que resulta, tal com era previsible, el mateix automat que haviem
presentat a la figura 4.3 del capitol 4.

Fig. 5.9 DFA minim que reconeix el llenguatge L
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5.3 Sobre la talla del DFA minim

L’indeterminisme en automats finits és una eina molt util per dissenyar automats de ma-
nera senzilla. L’algorisme de determinitzacié construeix DFA equivalents, pero pot fer
créixer el nombre d’estats de manera exponencial. L’aplicacié posterior de 1’algorisme de
minimitzacio, presentat en aquest capitol, ens permet reduir aquests DFA als de minim
nombre d’estats. Ara podriem preguntar-nos si aquesta reduccié a 'automat minim és
sempre significativa, en altres paraules, si evita sempre la possible explosié exponencial
en el nombre d’estats de la versié determinista enfront de la indeterminista.La resposta és
negativa en el cas pitjor, ja que hi ha llenguatges per als quals el DFA minim té un nom-
bre d’estats exponencial respecte del nombre d’estats del seu equivalent indeterminista.
Estudiem-ne un exemple concret.

Considereu I'NFA de la figura 5.10 que reconeix el llenguatge dels mots, sobre ’alfabet

¥ ={a,b}, que tenen un simbol ¢ a 'antepenitiltima posicié. Anomenarem L, aquest
llenguatge. Es té Ly=X*aX?.

Fig. 5.10 NFA que reconeix el llenguatge L, = X*aX?

Es immediat veure com es pot generalitzar la construccio de la figura 5.10 a NFA que
reconeguin els llenguatges Lz = Y*aX?, Ly = Y*aX*, etc. Simplement es tracta d’anar
allargant la cadena d’estats que porten cap a l'estat acceptador amb qualsevol simbol, a
mesura que anem anticipant la posicié del simbol a a reconeixer.

En general, I'NFA que reconeix el llenguatge L, = Y*a X", per a un n donat, té n + 2
estats (vegeu la figura 5.11), pero que passa amb el DFA minim corresponent? La resposta
és que té 2" estats. Vegem formalment que no pot tenir-ne menys (deixem per al lector,
a lexercici 5.1, la demostracié de lexistencia de tal automat).

S I e I oy FOR Y

Fig. 5.11 NFA que reconeix el llenguatge L, = X*aX™

PROPOSICIO. Donat el llenguatge L, =X*aX™ sobre ¥ ={a,b}, on n > 0, se satisfa que
tot DFA que el reconeiz té, com a minim, 2" estats.

DEMOSTRACIO. Procedirem per reduccié a I'absurd. Suposem que existeix un automat
M ={(Q,Y,5,q,F) tal que L(M) =1L, i |Q| < 2"*'. Per cada mot x de Y"*! sigui
¢e = go-x. Com que hi ha 2"*! mots diferents a ¥"*! i només |Q| < 2"*! estats, han
d’existir dos mots, z,y € Yt diferents, per als quals ¢, = q,. Sigui z el sufix comi més
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llarg de = i y. Aleshores existeixen z/, ¥y € ¥* tals que o bé @ = 2’az i y = y'bz, o bé
x=2a'bz 1 y=1y'az. Intercanviant el rol de x i y si és necessari, podem assumir, sense
perdua de generalitat, que © = 2’az 1 y = y'bz. Sigui m = n — |z|. Considereu ara els
mots wy = @'aza™ 1 wy=y'bza™. Clarament w; € L, (ja que té el simbol @ en la posicid
n-esima comencant pel final) i wqy ¢ L, (ja que té el simbol b en aquesta mateixa posicid).
Tanmateix, 'automat M és incapag de distingir-los, ja que

QO'UJI = qo.(xam) = (qo.x).am e qx.am = qy.am = (qoy)am e qo(yam) = qo.w2 .

Arribem a la contradiccio que M accepta o rebutja tots dos mots. Per tant, podem
concloure que no existeix 'automat M suposat. O

Si generalitzem la proposicié anterior sobre un alfabet X' amb s simbols, la fita inferior

en el nombre d’estats és s"T1, com es pot comprovar facilment.

Exemple 5.5 Per al cas particular de n = 2, un NFA que reconeix Lo és el de la
figura 5.10. Anem a comprovar que el DFA minim equivalent és un automat de 23 = 8
estats.

Si determinitzem I'NFA de la figura 5.10, obtenim directament el DFA de vuit estats
de la figura 5.12.

b @ .
a b : %b b
b \/@Q\‘l/

a

Fig. 5.12 DFA que reconeix el llenguatge L, = X*aX?

Comprovem ara que aquest automat és minim.

Classes d’equivaléncia per a ES;: {1,2,3,4} i {5,6,7,8}.

Classes d’equivaléncia per a EL,;: {1,2}, {3,4}, {5,6}i {7,8}.

Classes d’equivalencia per a E%;: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7} 1 {8}.

Evidentment, E3, =E2, i ja hem acabat la minimitzacié. Per tant, automat de
partida era minim, tal com haviem previst. Fixeu-vos que 'automat que hem construit
és el mateix DFA de vuit estats construit a 'exemple 4.4, amb ["inica diferencia de les
etiquetes associades a cada estat. No costa gaire comprovar que el criteri de construccid
seguit a 'exemple 4.4 ens porta a l'obtencié directa de DFA minims per als llenguatges
L,.

Resumint, hem vist que hi ha llenguatges que necessiten automats finits amb molts
estats 1 que, en el cas pitjor, el pas d’un automat no determinista al corresponent deter-
minista minim comporta un creixement exponencial del nombre d’estats.




126 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

5.4 Equivalencia entre automats

Donat un model d’especificacié de llenguatges, per exemple, el dels automats finits, un
problema decisional tipic és determinar 'equivalencia de dos representants qualssevol
d’aquest model. Els algorismes generals de determinitzacié 1 minimitzaciéo d’automats
finits, juntament amb la propietat d’unicitat de I'automat minim, permeten establir un
marc clar de comparacié d’automats i resoldre el problema de 1’equivalencia d’NFA. En
efecte:

Donats dos NFA qualssevol, My i M,, aquests sén equivalents (reconeixen el mateix
llenguatge) si i només si els automats minims corresponents de My i My sén el mateix
automat.

La decidibilitat del problema de I’equivalencia entre automats finits és una bona propi-
etat, associada a la familia dels llenguatges regulars, que no podem extrapolar a la resta
de models més complexos que veiem al llarg d’aquest curs. Per exemple, en el marc dels
llenguatges incontextuals, el problema de ’equivalencia de gramatiques no és decidible, si
bé quan ens restringim als llenguatges incontextuals deterministes (subfamilia dels incon-
textuals que estudiarem al capitol 8) si que és decidible!. Podem afegir que el problema de
I’equivalencia de programes és també indecidible. Observeu, a més, que, com ja hem posat
de manifest al capitol precedent, la familia dels llenguatges regulars és tancada respecte de
les operacions conjuntistes classiques, cosa que no passa en altres families (recordeu, per
exemple, la interseccié de CFLvista al capitol 2). El fet que en la familia dels llenguatges
regulars es compleixin totes aquestes propietats confereix a aquesta familia una senzillesa
que no tenen altres classes derivades de models de computacié més complexos.

Es interessant d’observar que existeix una altra demostracio de la decidibilitat del
problema de l’equivalencia d’automats finits que no apel-la en absolut a la propietat
d’unicitat de "automat minim. Vegem-la a continuacio.

Suposem que tenim dos automats finits M; 1 My que reconeixen, respectivament,
els llenguatges Ly 1 Ly. Considerem ara el llenguatge L3 definit a partir d’ells dos de
la manera segiient: Ls = (L; N Ly) U (L; N Ly). Es immediat comprovar que se satisfa
I’equivalencia segiient, Ly = Ly <= L3=@. Com que les operacions de reunio, intersecci6
1 complementacié sén construibles, aleshores podem trobar un DFA M;5 que reconeix el
llenguatge L3. Per tant, els automats M; 1 M, sén equivalents si 1 només si 'automat
M3 no accepta cap mot. Observeu finalment que aquesta propietat és decidible, ja que és
equivalent a comprovar que tots els estats accessibles de M3 sén no acceptadors.

Tot i que aquesta demostracio també comporta un metode per decidir 'equivalencia
d’automats finits, a la practica és millor utilitzar el metode de comparacié dels automats
minims ja que té una complexitat menor en el cas pitjor.

Exercicis
5.1 Trobeu DFA minims per als automats construits a 1’exercici 4.1.

5.2 Donat el llenguatge L, = X*aX™ sobre ¥ ={a, b}, on n > 0. Demostreu que el DFA minim que el
reconeix té exactament 271! estats.

1 Aquest resultat ha estat demostrat en [Sen97].
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5.3 Per a cada enter n > 1, definim L,, com el llenguatge format pels mots sobre ’alfabet {0, 1} tals
que el seu valor binari és una poténcia de 2. Demostreu que ’automat minim que reconeix L, té
n + 2 estats.

5.4 Per a cada enter n > 1, considerem el llenguatge format per A i pels mots sobre I’alfabet {0, 1} tals
que el seu valor binari és un miiltiple de n. Demostreu que ’automat minim que reconeix aquest
llenguatge té o + ¢ estats, on o > 0 i el nombre senar ¢ sén els dos tnics enters tals que n=2% - q.

5.5 Demostreu que, si un DFA és minim, llavors per a tot parell d’estats diferents, ¢; i ¢;, existeix un
mot w tal que o bé g;w és un estat acceptador i ¢;w no ho és o bé ¢;w és un estat acceptador i ¢;w
no ho és.

5.6 Demostreu que, si un DFA és minim, llavors si hi ha algun estat acceptador ¢ tal que per a tot simbol
a de Dalfabet satisfa que ga = ¢, llavors ¢ és I'inic estat acceptador amb aquesta propietat.

5.7 Sigui L un llenguatge regular i sigui M = (@, X, 4, go, F'} el seu DFA minim. Demostreu que el
llenguatge L' = {w e X* | Vg € Q d(q,w) ¢ F} esta format pels mots que no sén sufixos de L.
Trobeu un contraexemple d’aquest resultat quan ’automat M no és minim.

5.8 Associem a cada automat finit determinista M = (@, X, J, go, F'} la congruéncia segiient entre els
mots de X*

_ def
r=y <= VYgeQ qr=qy.

1. Demostreu que es tracta efectivament d’una congruencia, és a dir, que
1.1 és una relacié d’equivalencia,
1.2 és compatible amb la concatenacid, és a dir, que
Vg, 2o, y1,y2 01 = 22 AU = Y2 = L1y = Tala-
2. Demostreu que aquesta congruéncia és d’index finit, és a dir, que el conjunt de les classes
d’equivalencia és finit.
3. Demostreu que, per a tot mot « € ¥*, la classe [¢] de mots congruents amb « és un llenguatge
regular, tot definint un DFA que la reconeix.

4. Demostreu que el llenguatge reconegut per M és la reunié d’algunes de les classes d’aquesta
congruencia.

5.9 Donat un llenguatge qualsevol L C X*, regular o no, li associem la congruéncia segiient entre els
mots de X*
def
x=y =N (V21,22 € X" 2wz €l <= ziyz € L).
1. Demostreu que es tracta efectivament d’una congruencia.
2. Demostreu que YeeX* zel < [z]C L.

3. Demostreu que, quan la congruencia associada a L és d’index finit, el llenguatge L és regular

(teorema de Myhill, 1957).

5.10 Sigui L C X* un llenguatge regular. Considerem la congruéncia associada a aquest llenguatge.

1. Demostreu que, per a qualsevol DFA M que reconegui L, la congruéncia associada a M és un
refinament de ’associada a L. Es a dir, que

. _
Ve,ye X Ty = =Y.
2. Demostreu que, si M és I’automat minim que reconeix L, la congruéncia associada a M coin-
cideix amb 1’associada a L.

5.11 Donat un llenguatge qualsevol L C X*, regular o no, li associem la relacié d’equivaléncia segiient
entre els mots de X*

TEY Ao, (VzeX* xz€l <= yzel).
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1. Demostreu que es tracta efectivament d’una relacié d’equivaléncia.
2. Demostreu que és invariant a dreta, és a dir, que

TEy — VzeX a2z E y2.
3. Demostreu que VYeeX* zel < [z]C L.

4. Demostreu que, quan la relacié d’equivaléncia associada a L és d’index finit, el llenguatge L és
regular (teorema de Nerode, 1958).

5.12 Donat un llenguatge regular L, considerem la relacié d’equivaléncia definida a ’exercici anterior.
Construim, a partir d’ella, el DFA que té per estats les classes d’equivalencia; per estat inicial la
classe [A]; per estats acceptadors les classes que corresponen als mots que pertanyen a L; i per funcié
de transicié la que fa correspondre a cada classe [z] 1 a cada simbol a de alfabet la classe [za].
Demostreu que aquest automat és precisament el DFA minim que reconeix L.
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Capitol 6 Expressions regulars i gramatiques regulars

6.1 Introduccio

Els llenguatges regulars han estat tractats als dos capitols anteriors a partir de la seva
definicié com a llenguatges reconeguts per automats finits. El concepte d’automat finit pot
ser generalitzat a monoides qualssevol (més enlla dels de la forma X, formats per mots)
tot mantenint-ne la definici6. Donat un monoide M qualsevol, s’anomenen llenguatges
recognoscibles sobre M, els subconjunts de M que sén reconeguts per algun automat finit
sobre M. La familia d’aquests llenguatges es representa per Rec(M).

Exemple 6.1 Considerem el monoide (Z,+) dels enters amb ’addicié, al qual ens
referirem simplement per Z. Un automat finit sobre Z és una estructura de la forma
(Q,7,6,q0, Fy, on Q, qo 1 F tenen el significat habitual de conjunt finit d’estats, estat
inicial i subconjunt d’estats acceptadors, respectivament. Els axiomes que caracteritzen
la funcid de transicié § s’expressen, en aquest cas, aixi:

(1) 0(q,0)=¢

(2) d(g,m+n) =0(5(g,m),n).

Podem mantenir el conveni de representar la funcié de transicié amb el mateix signe
d’operacio que s’utilitza per al monoide. En aquest cas, els axiomes anteriors s’escriuen
aixi:

Yee YmneZ {

¢+0=g¢
4+ (m+n) = (g+m) +n.
Remarquem que per definir una funcié de transicié qualsevol només cal especificar el
conjunt finit de valors que pren sobre @) x {—1,1}, ja que Z és generat additivament
per {—1,1}. L’automat finit de la figura 6.1 reconeix el conjunt de nombres que sén
congruents amb 1 modul 4.

Es facil de constatar que la familia de llenguatges recognoscibles sobre aquest mo-
noide, Rec(Z, +), esta constituida exactament pels conjunts formats per alguna reunié
finita de progressions aritmetiques (sense primer ni 1iltim element) de nombres positius
i negatius.

En el cas que ens ocupa, el dels llenguatges recognoscibles sobre un monoide de la
forma Y™, Kleene [Kle56] va caracteritzar Rec(X*), en termes algebraics, com la minima
familia de llenguatges que era tancada respecte de les operacions de reunio, concatenacié
1 estrella 1 que contenia els conjunts finits.
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Fig. 6.1 Un automat finit sobre el monoide (Z,+)

Aquesta definicié també pot ser generalitzada a monoides qualssevol. Donat un mo-
noide M, 1 un subconjunt A de M, podem definir A* com el submonoide generat per
A, és a dir, com el minim submonoide que conté A. En aquestes condicions, s’anomena
familia de conjunts racionals de M, i es representa per Rat(M), la minima familia que
conté els subconjunts finits de M i que és tancada respecte de la reunid, de 'operacid
propia del monoide i de 'operacié estrella. En general, per a monoides M qualssevol,
Rec(M) i Rat(M) sén families diferents. I cap de les dues inclusions no pot ser establerta
amb caracter general. Aixi doncs, el que estableix el teorema de Kleene, les bases del qual
desenvoluparem en aquest capitol, és que en el cas de llenguatges sobre algun alfabet X,

Rec(X*) = Rat(Y*).!

Exemple 6.2 En el cas del monoide (Z,+) de 'exemple anterior, no es té la igualtat
entre Rec(Z) i Rat(Z). N’hi ha prou de constatar que Rat(Z) inclou, per definicié, tots els
subconjunts finits de Z, mentre que 1"inic subconjunt finit de Rec(Z) és el buit. Deixem
com a exercici per al lector demostrar que Rec(Z) C Rat(Z).

Exemple 6.3 Hiha d’altres monoides, a part dels formats per mots sobre algun alfabet,
que també satisfan el teorema de Kleene. Per exemple, el monoide (I, 4), format pels
nombres naturals amb l’addici6. Es té Rec(IN) = Rat(IV), cosa que es dedueix directament
de l'isomorfisme entre els conjunts de nombres naturals i els llenguatges sobre alfabets
uniliterals.

6.2 Expressions regulars

Els llenguatges racionals sobre un alfabet Y qualsevol, que en aquesta mateixa seccid
demostrarem que coincideixen amb els llenguatges regulars, admeten descripcions que
utilitzen tan sols els simbols de X 1 els de les operacions basiques entre llenguatges.
Aquestes descripcions, que anomenarem expressions regulars, especifiquen de manera di-
recta la forma en que el llenguatge considerat pot ser descompost en una cadena finita
d’operacions elementals.

1Un estudi de les families Rec(M) i Rat(M) per a monoides M qualssevol pot trobar-se al capitol III de la referéncia
[Ber79].
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DEFINICIO. Sigui ¥ un alfabet. Anomenarem expressié regular sobre ¥ tota cadena
que satisfaci la definici6 recursiva segiient:

1. A1 @ sén expressions regulars.

Per a cada simbol a de Y. a és una expressio regular.

Siryiry sén expressions regulars, també ho sén (r1+rg) 1 (rq-ra).
Sir és una expressié regular, també ho és (r*).

Gk W

Totes les expressions regulars sobre X' s’obtenen aplicant 1, 2, 3 1 4.

DEFINICIO.  Anomenarem llenguatge associat a una expressié regular r el llenguatge
L(r) definit recursivament aixi:

1. {A}, @ o {a}, sir és A, @ o a, respectivament.
2. L(r1) UL(rz) o L(r1) - L(r2), sir = (r147r2) o r = (r1-72), respectivament.
3. (L(rq))* sir=(ry).

Suposarem una certa precedencia sobre les operacions que ens permetra estalviar
una gran quantitat de parentesis a I’hora d’escriure les expressions regulars. En concret,
I’estrella de Kleene sera la més prioritaria i la concatenacié tindra precedencia sobre la
uni6. Aixi, escriurem 'expressio regular

(a+ (- (),
com a a + b-c¢*, sense que hi hagi cap ambiguitat. Com és habitual en les notacions
multiplicatives, ometrem usualment el simbol - en 'escriptura de les expressions regulars.
L’expressio regular anterior passa a ser, doncs, a + bc* . També per comoditat, escriurem
r en comptes de L(r) per referir-nos al llenguatge associat a una expressié regular r
qualsevol; només els diferenciarem explicitament quan el context es presti a confusio.

Les expressions regulars permeten descriure de manera senzilla 1 entenedora llen-
guatges regulars com els dels exemples segiients (considereu-los tots sobre ’alfabet ¥ =

{a,b,c}).

Exemple 6.4 Y* i YT sén els llenguatges associats a

(a+b+c)" i (a+b+e)(at+b+e),

_|_

respectivament. Habitualment, se sol escriure r™ en comptes de rr*, on r és una expressio

regular qualsevol.

Exemple 6.5 El llenguatge dels mots de longitud muiltiple de tres és el llenguatge
associat a expressié regular: ((a+b+c)(a+b+c)(a+b+c))".

En canvi, hi ha d’altres llenguatges regulars per als quals és dificil donar expressions
regulars intuitives.

Exemple 6.6 Un exemple el tenim en el llenguatge dels mots, sobre ¥'={a, b, ¢}, que
no contenen la subcadena abc. El problema prové de la dificultat d’expressar, en termes
de reunions, concatenacions i estrelles, l'estructura d’aquest llenguatge. Observeu que,
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en canvi, el llenguatge complementari de 'anterior si que es pot descriure facilment amb
una expressi6 regular: per exemple, (¢ + b+ ¢) abe (a + b+ ¢)™.

Donat un llenguatge regular, sempre existeixen infinites expressions regulars que el
tenen com a llenguatge associat; direm que totes elles son equivalents. Un dels problemes
que resoldrem satisfactoriament en aquesta seccio és el de decidir 'equivalencia de dues
expressions regulars qualssevol.

Exemple 6.7 El llenguatge dels mots que tenen un nombre parell de simbols a és el
llenguatge associat a l'expressi6 regular

*

b+ +((b+) ald+c) ald+e)"),

o0, equivalentment,
%

(b+e) (a(d+e) alb+e)")",

(b+c+alb+c)*a)".

Un primer fenomen que constatarem és que, mentre que en el marc dels automats finits
el pas d'un DFA que reconeix un cert llenguatge L al DFA que reconeix el complementari,
L, és una operacié immediata, en el marc de les expressions regulars no és aix{ de facil.
Aix0 no té res d’estrany: mentre que la familia Rec(M) dels llenguatges reconeguts per
automats finits és tancada respecte de la complementacié —sigui quin sigui el monoide
M—, no succeeix el mateix amb la familia Rat(M) dels llenguatges racionals sobre M.
Només cal considerar el monoide (I, -) dels nombres naturals amb la multiplicacié, que
és generat pels nombres primers. N, doncs, no és finitament generat i no és un conjunt
racional. En canvi, el seu complementari, el conjunt buit, si que ho és. Veurem a con-
tinuacié que quan el monoide considerat és X*, es té Rat(X*) = Rec(X*), és a dir, les
expressions regulars caracteritzen exactament els llenguatges regulars.

TEOREMA. Un llenguatge és regular st i només si és el llenguatge associat a una erpressio
reqular.

DEMOSTRACIO. La demostracié original d’aquest teorema és deguda a S. Kleene [Kle56].
Per a la implicacié en el primer dels sentits seguirem la demostracio feta per McNaughton

i Yamada [MNY60].

(=) A tot llenguatge regular li correspon una expressié regular.

Sigui L un llenguatge regular i sigui M = (Q, X, 4, qo, F') un DFA que el reconeix. Sigui
Q={q,q1, .- ,qu}. Pera0<i,j<ni0 <<k n+1, definim L, j; com el llenguatge
de tots els mots de XL* per als quals el calcul que comenca en l'estat ¢; acaba en l'estat
g; sense passar per cap estat intermedi indexat amb un nombre més gran o igual que k.
Formalment, tenim

Lijr= {wE | qw=gq; N Vy,z€X" Vl((w:yz/\q,'y:ql):>l<k)}.

En aquesta expressié, tant el prefix y com el sufix z en que considerem dividit el mot w sén
factors propis de w, (diferents de A i del mateix w). Aixi doncs, l'estat ¢ és estrictament
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intermedi entre ¢; 1 ¢;, de manera que els indexs ¢ 1 7 queden exclosos de la condicié de
ser menors que k.

Observem que, per a k = n + 1, tenim L, j 41 = {w | ¢gw = ¢;}. Demostrarem ara,
per induccié sobre k, que cada L, jj esta associat a alguna expressié regular, la qual cosa
ens donara el que volem, ja que és clar que

L — U L07]‘7n_|_1 .

jlajer
Per a k = 0, la demostracié és trivial, ja que
Lijo={a€ Y |ga=q}U{A|i=j},?

i aquest llenguatge és un conjunt finit de mots d’un sol simbol (i, eventualment, lambda),
{ay, a9, ,a,} C X, que té per expressio regular a;+az+ -+ +ay, .
Ara observem que

%
Lijk+1 = Liju U Ligk - Ly g - Lrjk

ja que anar de g; a ¢; sense passar per cap estat intermedi d’index més gran o igual que
k + 1 és equivalent a:

1. anar de ¢; a g; sense passar per cap estat intermedi d’index més gran o igual que
k, 0 bé

2. anar de ¢; a i (sense passar per cap estat intermedi d’index més gran o igual que
k), anar de g a ¢, (amb la mateixa restriccié) un determinat nombre de vegades
i, finalment, anar de g a ¢; (sempre amb la mateixa restriccid).

Com que per hipotesi d’induccié els llenguatges que apareixen al membre dret d’aques-
ta igualtat estan associats a expressions regulars: vk, Tikk, Tkik 1 Tkjk, €l membre
esquerre ho estara a: v gk + Tikk  Th g g Thijk-

(<) EIl llenguatge associat a una expressio regular és regular.

Com que {A}, @i {a} son llenguatges regulars (Va € ), i com que la classe dels llen-
guatges regulars és tancada respecte de la reunid, la concatenacié i 'estrella de Kleene,
la implicacié és immediata. O

Observeu que la primera inclusié d’aquest teorema ens dona, a més, un algorisme
per construir expressions regulars per a llenguatges regulars donats. Aquest fet ens per-
met solucionar el problema, descrit a ’exemple 6.6, de trobar una expressio regular per
al llenguatge L dels mots sobre ¥ = {a,b, ¢} que no contenen la cadena abc. Efectiva-
ment, si partim d’'un DFA que reconegui L (facil de construir) i apliquem l’algorisme de
McNaughton-Yamada, arribarem a una expressio regular que correspon a L.

A Dexemple segiient veurem com s’aplica aquest algorisme per passar d'un automat
finit a l'expressié regular corresponent.

Exemple 6.8 Considerem 'automat determinista definit a la figura 6.2. El llenguatge
reconegut per aquest automat és L = {we€ (a +b)* | |w|, =3 + 1}.

2Lexpressié {\ | ¢ = j} representa el conjunt {A} si ¢ = j i, altrament, el conjunt buit.
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a a a

(@) ()
—
b

Fig. 6.2 DFA per al qual construim una expressié regular

Com que aquest automat té tres estats i només ¢; és acceptador, amb la notacié del
teorema anterior tenim que L = Ly ; 3. Ara bé,

f— . * .
L07173 = L07172 U L07272 L27272 L2 1.2
on
J— . * .
Lop2=Lo1aULora Ly L1

Log2=1Lo21ULong-Lisg-Lig

Lygo=1Lyos1ULyyn-Ligg-Lign

Lyto=Lyii ULy Liqq-Ligg-
Utilitzant la regla un altre cop,

Lo =LoioUYLooo Looo - Loio
Ligag=LiioULioo Looo- Lo
Lo = Lo2oULooo Looo - Logo
Ligi=1Liz2oULioo Looo- Lopo
Lyai=1La20ULroo Looo-Lozo
Lyia=1Lyi1oULaoo Looo- Lo

i com que tots els llenguatges que apareixen a la dreta d’aquestes igualtats son de la

forma L; o, els podem calcular directament i obtenim

70,00 =T1,1,0 =T220 =0a+ A
r0,1,0 =T1,20 =T200 =0
1,00 =72,1,0 =70,2,0 = 2.
Substituint en les igualtats anteriors,
rog1=b+(a+A)(a+A)"b=a"b
riii=(a+A) +2(@+AN)b=a+A
ros1 =9 + (a+A)(a+A)"2 =0
rie1=b+o(@+A)" @ =0
rea1=(a+A)+b(a+A)"@ =a+A
re11 =92 + b(a+A) b= ba*b
d’on
ro12 =ab+ (a*b) (a +A)" (a +A) = a*ba*
ross =2 + (a*b) (a +A)" b= a*ba*b
reaa = (a+A)+ (ba™d) (a + A)*b=a + A+ ba*ba*b
re 12 = ba*b + (ba*b) (a + A)* (a + A) = ba*ba*

i, finalment, deduim que L és el llenguatge associat a

r=ro13 = a*ba* + (a*ba*b) (a + A + ba*ba*b)” (ba*ba*).
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Observeu que, al llarg de tot el procés precedent, hem anat simplificant les expres-
sions que hi apareixien. Convé tenir aixo en compte perque el resultat que obtindriem en
cas de processar automaticament aquest exemple mitjancant un programa que apliqués
simplement les regles de construccié donades podria ser molt més enrevessat.

Per a la segona inclusié del teorema precedent també és facil d’imaginar un algorisme
per construir un automat finit a partir d’'una expressié regular: es tracta simplement de
comencar amb els automats elementals que reconeixen els mots formats pels simbols de
I’alfabet 1 combinar-los amb operacions de concatenacio, reunio i tancament de Kleene
fins arribar a un automat que reconegui el llenguatge associat a 'expressié regular de
partida.

Observeu que el caracter constructiu de les dues implicacions del teorema ens per-
met passar del formalisme dels automats finits al de les expressions regulars, 1 viceversa.
Utilitzarem les expressions regulars per descriure llenguatges quan ens interessi posar de
manifest 'estructura dels seus mots 1 el llenguatge concret sigui prou senzill per donar-ne
una descripcid concisa. Fixeu-vos que les expressions regulars sén definicions recursives de
llenguatges, de manera similar a com ho sén les gramatiques. De fet, les expressions regu-
lars tenen una traduccié directa en termes de gramatiques. El marc dels automats finits,
en canvi, és molt més adequat des del punt de vista operatori, ja que és un model de com-
putacié efectiu que decideix de manera determinista els mots que pertanyen al llenguatge
1 els que no. Com a formalisme descriptiu, també pot ser avantatjos quan la definici6 del
llenguatge faci intervenir operacions com ara la complementacio o la interseccid, que no
existeixen en el marc de les expressions regulars.

Quant al problema de decidir ’equivalencia d’expressions regulars, el teorema anterior
permet reduir-lo al problema de ’equivalencia d’automats finits. De fet, aquest és 1"inic
procediment que tenim per al cas general, ja que en el marc de les expressions regulars
no hi ha algorismes generals per poder simplificar expressions qualssevol 1 comparar-les
en una determinada forma canonica tnica del tipus I’automat minim dels automats finits.
Aquest fet fa que les expressions regulars no siguin un formalisme adequat per a problemes
en que calgui fer comparacions entre llenguatges regulars.

6.3 Equacions lineals entre llenguatges. Lema d’Arden

En aquesta seccié veurem un resultat, degut a D. N. Arden [Ard60], que permet solucionar
equacions lineals de llenguatges 1 que ofereix un metode alternatiu per trobar expressions
regulars corresponents a automats finits. Aquest metode, tot 1 requerir un temps de procés
del mateix ordre que ’algorisme de McNaughton-Yamada, és preferible quan cal fer els
calculs a ma.

DEFINICIO.  Una equaci$ lineal per la dreta sobre un alfabet ¥ és una expressié de la
forma

X=AX+1D

on A1 B son llenguatges sobre ¥. Una solucio de ’equaci6 precedent és tot llenguatge L
que satisfa L=A-L U B.
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Simetricament, definim les equacions lineals per I'esquerra com aquelles que sén de la
forma X = XA+ B. Les seves solucions son els llenguatges L que satisfan L = L- AU B.

Exemple 6.9 Considerem 'equacié lineal segiient sobre 'alfabet ¥ ={0,1},
X=0+1)X+A.

El llenguatge L = (0+1)* és solucié de la igualtat anterior. En efecte, podem comprovar
que: 0+ D)0+ 1)*+A =(0+1)T+A = (0+1)*. Pero, és la solucié proposada
IMinica solucié de l'equacio? Com I’hem trobada? El lema segiient aportara els elements
necessaris per respondre aquestes quiestions.

PropOSICIO (LEMA D’ARDEN).
1. El llenguatge A*B és solucio de 'equacioc X = AX + B.

2. Qualsevol solucio de l'equacio X = AX + B conté el llenguatge A*B.

3. Si A€ A, aleshores A*B n'és [inica solucio.
DEMOSTRACIO.
1. Substituint X per A*B 1 utilitzant les propietats d’associativitat 1 distributivitat de

la concatenacié de llenguatges, obtenim

A(A*B)+ B=A"B+B=(A"+A)B = A*B.
2. Sigui L una solucié qualsevol de X = AX + B. Per a tot £ € N tenim
L=AL+B=AL+AB+B=---=A"'L+ A*"B+ ...+ A’B+ AB+ B
i, per tant, A*B C L, d’on es dedueix inductivament que A*B C L.

3. Veurem que si suposem l'existencia de dues solucions, les dues han de coincidir. Siguin

L 1 M dues solucions de X = AX + B.

3.1 Demostrarem primer que L C M. Com que tots dos llenguatges son solucions, es
té

L=AL+ B i M =AM + B.
Sigui w€ L i n=|w|. Procedim per induccié sobre n.

- Base: n = 0. En aquest cas, w=A= w ¢ AL (jaque A\ ¢ A) = weB = we
M.

- Pas inductiu: n > 0. Com que w € L, tenim que, o bé w &€ AL, o bé w € B.
En el segon cas, w &€ M; en el primer, w = zv, amb s € A1veE L. Com que
|z| > 0, resulta |v| < n i, per la hipotesi d’induccid, deduim que v € M. Aixi,

weAM C M.

3.2 La demostracio que M C L es fa de la mateixa manera. Per tant, deduim que
necessariament L = M, i aixo acaba la demostracio. O

COROL:LARI. Una demostracié identica, intercanviant la posicio de les constants i les
variables, ens permet establir que

1. El llenguatge BA* és solucio de 'equacioc X = XA + B.

2. Qualsevol solucio de l'equacio X = XA+ B conté el llenguatge BA*.
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3. Si A ¢ A, aleshores BA* n'és inica solucid.

DEFINICIO.  Un sistema d’equacions lineals per la dreta és un conjunt d’igualtats de la
forma

Xi=AnXi 4+ + AN+ By

on Vi,5 A;; 1 B; sén llenguatges sobre algun alfabet X

Una solucié d’aquest sistema és un n-tuple de llenguatges (Ly, ..., L,) que satisfan les
equacions. El sistema s’anomena estricte si no hi ha cap A;;, per a cap 1, 7, que contingui

A.

La resolucié d’aquests sistemes d’equacions a partir del lema d’Arden es fa seguint un
metode d’aillament 1 substitucié successiva de variables analeg al que s’utilitza en algebra
numerica. Aixi, donat un sistema estricte de dues equacions amb dues variables X7 1 X3,
com ara

{ Xi=AnXi+ApXe+ By
Xo=An X1+ AnXo + By,

fem primer

Xy = AnXi + (AXs + By)
ara, per Arden,

= A7 (A1 X5 + By)
1 ara substituim X; per aquesta expressié a la segona equacié. Tenim

Xy = Ay AT (A Xo + By) + A Xo + By
= (A3 AT A + Ag) Xo + Ay A7 B1 + Bs
i, novament per Arden,

= (A1 AT A1 + A) (A2 AT B + By).

Aixo ens déna la solucié per a X,. La corresponent a X; s’obté substituint X, per la seva
solucio a l'expressié anterior de X7, cosa que déna

Xy = AT (Aa(An AT A + Ap) (A AT Br + B) + By).

Si bé 'extensio d’aquest metode a un nombre qualsevol d’equacions no presenta cap
dificultat, la seva justificacié quan passem d’una sola equacié a dues equacions o més
requereix demostrar que es manté ’existencia i la unicitat de la solucié. Una demostracid
formal del manteniment d’aquestes condicions en el cas de sistemes estrictes es troba a la
referencia [Sal69].

6.4 Sistemes d’equacions lineals associats a un NFA

Veurem ara un metode alternatiu a l’algorisme de McNaughton 1 Yamada per cons-
truir una expressié regular que tingui com a llenguatge associat el llenguatge reconegut
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per un automat finit. La idea basica parteix d’associar a cada estat de ’automat finit un
llenguatge determinat, el qual es podra expressar en termes dels llenguatges associats a
estats successors o predecessors d’aquest. Aquestes relacions seran equacions lineals de
llenguatges, les quals formaran un sistema estricte d’equacions. La resolucié d’aquest sis-
tema ens portara a l’expressié regular corresponent al llenguatge reconegut per 'automat.
El metode té dues versions, segons si considerem la linealitat de les equacions per la dreta
o per l'esquerra. Els dos enfocaments, que descriurem a continuacio, sén equivalents i
completament simetrics.

Sigui M =(Q, X,4,I, F) un NFA qualsevol.

Equacions per I'esquerra

Associem a cada estat, g € @), el conjunt
de mots que van des d’algun estat inicial
fins a aquest estat,

L(g) = {we X" |3pel g€ puw},
llenguatge que és reconegut pel NFA

<Q7 E? 57 ‘[7 {q}>

Podem descompondre aquest llen-
guatge en funcié dels que correspo-
nen als estats predecessors de ¢,

Lg)= |JLp)-a U {A]gel}.
p.alg€p-a

Amb la notaci6 precedent el llen-
guatge reconegut per 'automat és:

L(M) = | L(a).

qel

Equacions per la dreta

Associem a cada estat, p€ @, el conjunt
de mots que van des d’aquest estat fins
a algun estat acceptador,

L(p) = {we X"[3qeF q € p-w},
llenguatge que és reconegut pel NFA

<Q7 E? 57 {p}7 F>

Podem descompondre aquest llen-
guatge en funcio dels que correspo-
nen als estats successors de p,

Lip) = [JeLlg) U {r[peF}.
q,alg€p-a

Amb la notaci6 precedent el llen-
guatge reconegut per 'automat és:

L(M) = L(p).

pel

No és necessari partir d’automats deterministes per poder formular aquests sistemes
d’equacions. Es més, en general, evitar el pas al determinisme permetra treballar amb
sistemes més curts 1 arribar, per tant, a donar expressions regulars més curtes 1 senzilles
com a solucié del llenguatge reconegut per automat finit. Fixeu-vos que, parlant infor-
malment, per construir I’equacio associada a cada estat, en el cas de linealitat per la dreta
cal tenir en compte “les fletxes que surten” d’aquest estat, mentre que en el cas simetric
cal fixar-se en “les fletxes que hi arriben”.

Observeu que es tracta, en els dos casos, de sistemes estrictes, ja que els coeficients de
les variables en les diferents equacions estan formats per un o més mots d’'un sol simbol,
que son els que defineixen la transicié d’un estat cap a un altre en "automat, sense que
aixo es vegl afectat pel caracter eventualment indeterminista de l'automat.

Si bé la complexitat de resoldre els dos sistemes considerats és equivalent en el cas
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pitjor, a la practica els dos sistemes tenen lleugeres diferencies que depenen, en cada cas
concret, del graf de ’automat tractat, 1 que poden fer preferible un sistema o un altre.

Veurem, en un exemple, ’aplicacié dels resultats precedents.
Exemple 6.10 Considereu el DFA, M, de la figura segiient.

a

b b a

SOS

Fig. 6.3 Exemple de DFA per al calcul d’expressions regulars

b

Els sistemes d’equacions lineals a esquerra i dreta que s’obtenen del DFA anterior, utilit-
zant, per raons de simplicitat, els mateixos noms dels estats com a noms dels llenguatges
associats a ells, son els segiients:

Esquerra Dreta
(1) A=DBa+Db+A (1) A=aB+0C
(2) B=Aa+ Bb+ Da (2) B=aA+bB+A
(3) C=Cb+ Ab (3) C=aD+0bC
(4) D=Ca (4) D=aB+bA+A.

Si partim del primer sistema tenim L(M) = B+ D, mentre que per al segon tenim
L(M)=A. Resoldrem els dos sistemes per separat i comprovarem aquesta igualtat.

— Esquerra

Resolent per Arden les equacions 2 i 3, obtenim B = (Aa + Da)b* 1 C' = Abb*, respec-
tivament. Substituir la nova expressio de C' a 'equaci6 4 ens porta a D = Abb*a, i si
substituim aquesta darrera a l’expressié precedent de B obtenim B = (Aa+ Abb* aa)b* =
A(ab* + bb*aab*). A continuaci6 substituim B i D a l'equaci6 1 i obtenim

A = A(ab* 4 bb*aab*)a + Abb*ab+ A = A(ab*a + bb*aab*a + bb*ab) + A
Resolent per Arden, obtenim expressié regular del llenguatge A
A = (ab*a + bb*aab*a + bb*ab)™ .
Aixi, finalment,
L(M) = B+ D = A(ab™ 4 bb™aab™) + Abb"a = A(ab™ + bb*aab™ + bb™a)
= (ab*a + bb*aab*a + bb*ab) ™ (ab* + bb*aab™ + bb*a).
— Dreta

Resolent per Arden les equacions 2 i 3 obtenim

B=b*(aA + A)= b*aA + b*

C=b*aD,
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respectivament. Substituint la nova expressio de B a ’'equacié 4 obtenim

D=ab"(aA+A)+bA+ A= (ab'a+Db)A+ (ab" + A).
Substituint aquesta expressio de D a la de C' anterior obtenim

C = (b*aab*a + b*ab)A + (b*aad™ + b*a),
i substituint B i C' a 'equacié 1 obtenim l'equacié lineal segiient:
A=ab"aA + ab” + (bb"aab™a + bb"ab)A + (bb"aab”™ + bb™a)

= (ab*a + bb"aab™a + bb*ab)A + (ab™ + bb*aab™ + bb*a) .

Finalment, per Arden, obtenim expressié regular buscada
L(M) = A = (ab*a + bb*aab*a + bb*ab)™ (ab* + bb*aab* + bb*a) .

Observeu la relacié entre l'expressié regular que descriu els mots del llenguatge
reconegut per automat M i els camins sobre aquest automat que porten de 'estat inicial
als estats acceptadors. L’expressié (ab*a + bb*aab*a + bb*ab)™ descriu el llenguatge dels
mots que buclegen sobre l'estat A de lautomat; Dexpressié ad* + bb*aab™ descriu el
conjunt de mots que porten de l'estat A a lestat B sense tornar a passar per A, i
lexpressio bb*a denota el conjunt de mots que porten de l'estat A a 'estat D sense
tornar a visitar A. Per tant, 'expressio regular completa descriu mots w que es poden
escriure com a concatenacié de dos mots x i y, el primer dels quals comenca i acaba el
calcul sobre automat a l'estat A i el segon ens porta d’aquest estat a algun dels dos
estats acceptadors, B o D.

Tot 1 que a 'exemple anterior els dos sistemes d’equacions han donat com a solucio
la mateixa expressio regular, és freqiient que els resultats obtinguts siguin diferents. Fins
1 tot partint d’un mateix sistema, el resultat pot dependre del cami seguit en el procés de
substitucions. Ho podem veure a ’exemple que segueix.

Exemple 6.11 Considerem de nou el llenguatge definit a 'exemple 6.8. Per tal de
facilitar Descriptura del sistema d’equacions, representarem per les lletres A, B i C' els
llenguatges associats als estats qg, q1 1 ¢2, respectivament. El sistema d’equacions per
Iesquerra associat a 'automat és el segiient:

A=Aa+Cb+ A
B = Ab+ Ba
C=Bb+Ca,

i el llenguatge reconegut per automat és I’associat a l’estat acceptador, que correspon
a la variable B.

Una forma de resoldre aquest sistema consisteix a aplicar Arden a cada una de les
tres equacions. N’obtenim els resultats segiients:

A=(A+Cb)a™ =a" + Cba”

B = Aba”

C = Bba™.
Si ara substituim successivament aquest valor de C' a 'expressio de A, i el valor resultant
de A a lexpressio de B, tenim el segiient:

A = a" + Bba*ba*
B = a"ba™ + Bba*ba"ba™
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i novament per aplicacié d’Arden obtenim el resultat
L(M) = B = a*ba*(ba*ba*ba*)™.

Una alternativa a la resolucié d’aquest mateix sistema d’equacions consisteix a
comencar aplicant Arden només a les equacions de B i ', cosa que doéna els valors
ja obtinguts. Pero ara podem substituir successivament aquest valor de B a 'expressio
de C' i el resultat de C' a l'expressio de A. Cal seguir els passos segtients:

B = Aba”
C = Bba™ = Aba™ba*
A=A+ Aa+Cb=A+ A(a + ba"ba™D) .

Ara podem trobar, per Arden, que el valor de A és (a + ba*ba*b)”, el qual, substituit a
lexpressio de B, doéna finalment

L(M) = B = (a + ba*ba*b)"ba*.

Podem constatar que es tracta d’un resultat diferent a l'obtingut anteriorment, tot i
correspondre al mateix llenguatge. Observeu també que tant un resultat com 'altre sén
diferents a lobtingut a 'exemple 6.8.

6.5 Gramatiques regulars

En aquesta seccio 1 en la seglient veurem que és possible caracteritzar els llenguatges
regulars mitjancant un tipus restringit de gramatiques incontextuals. Aquest resultat ens
donara molta flexibilitat a I’hora de treballar amb els llenguatges regulars, ja que en cada
cas podrem optar per un automat o per una gramatica com a descriptor del llenguatge,
depenent de quin dels dos ens doni més facilitat. Més endavant, al capitol 8, farem una
caracteritzacio reciproca dels llenguatges incontextuals, és a dir, definirem un tipus més
potent d’automats que reconeixen exactament aquests llenguatges.

Com es posara de manifest de seguida, hi ha un parallel formal entre les gramatiques
regulars 1 els sistemes d’equacions lineals associats a automats que acabem d’estudiar.
També aqui convé desenvolupar, a la vegada, dos models simetrics de gramatiques.

DEFINICIO. Una gramatica
G=(V,X, PS5
és lineal per I'esquerra quan totes les se-

ves produccions séon duna de les dues
formes seguients:

X = Yw

} on X,)YeViwel.
X — w

DEFINICIO. Una gramatica
G=(V,X, PS5
és lineal per la dreta quan totes les seves

produccions sén d’una de les dues formes
segiients:

X — wY

} on X, YeViwelX
X = w
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FORMA NORMAL. Per a tota gramati- FOrRMA NORMAL. Per a tota gramatica
ca lineal per I'esquerra, que no contingui lineal per la dreta, que no contingui pro-
produccions unaries,’existeix una grama- duccions unaries,® existeix una gramatica
tica equivalent en que totes les produc- equivalent en que totes les produccions
cions sén d’una de les dues formes se- son d'una de les dues formes segiients:
guents:

X — Ya XYV i 5 X — aY XYV i 5

on cEViael. on eV iagcl.
X = A ’ X = A ’

DEMOSTRACIO. Farem la demostracié per al cas de les gramatiques lineals per la dreta.
L’altre cas admet una construccié simetrica.

Considerem una produccié de la forma X —wY’, en que |w| > 1. Sigui w = ay ... a,.
Substituim cada produccié d’aquest tipus pel conjunt de n produccions segiient:

X — CL1Z1
Z1 — CLQZQ

Zn—2 — an—IZn—l
Zn—l — ClnY,

cosa que comporta afegir les n — 1 noves variables 7y, ..., Z,_; al conjunt V.

Analogament, cada produccio de la forma X — ay...a,, amb n > 1, és substituida
pel conjunt de produccions

X — CL1Z1
Z1 — CLQZQ

Zn—l — Cann
Ty — A,

1 ara les variables que cal afegir son Z,...,7Z,. Remarquem que les noves variables
introduides per cada produccié eliminada han de ser diferents de les introduides per les
altres eliminacions.

Sobre la base d’aquestes substitucions, és facil constatar que la gramatica resultant
és equivalent a la primitiva. O

DEFINICIO.  Anomenem gramatica regular tota gramatica que sigui lineal per I'esquerra,
o lineal per la dreta.

La raé de donar-los aquest nom és que, com veurem a la seccié segient, la familia
de llenguatges generats per les gramatiques regulars és precisament la dels llenguatges
regulars. Cal advertir, tanmateix, que perque una gramatica sigui regular ha de ser
enterament lineal per l'esquerra o enterament lineal per la dreta. Una gramatica que

3La possibilitat d’eliminar sempre les produccions unaries es demostra seguint un cami idéntic a 1’utilitzat al capitol 3,
sense que en aquest cas calgui procedir a eliminar préviament les produccions nulles.
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contingui els dos tipus de produccions no és una gramatica regular 1 pot, doncs, generar
un llenguatge no regular. El segiient n’és un exemple.

Exemple 6.12 La gramatica

S— aX | A
X = 5b

té una produccid lineal per la dreta i una altra de lineal per 'esquerra. El llenguatge
generat és, evidentment,

{a"b" | n > 0}

que no és regular, com ja vam veure a ["iltima seccié del capitol 4.

6.6 Correspondéncia entre gramatiques regulars
i automats finits

En aquesta seccié veurem la forma de construir, a partir d’una gramatica regular (tant
si és lineal per l'esquerra com si ho és per la dreta), un automat finit que reconeix el
llenguatge generat per la gramatica. També farem la construccié inversa, és a dir, la de
les gramatiques lineals per 'esquerra i per la dreta que corresponen a un automat donat.
La idea subjacent a totes aquestes transformacions és la d’una doble identificacié. D’una
banda, identifiquem els estats de 'automat amb les variables de la gramatica correspo-
nent. D’altra banda, identifiquem les transicions de ’automat amb les produccions de la
gramatica. Per tal d’aconseguir que aquestes construccions siguin simetriques (a dreta i
esquerra) i reversibles (de gramatica a automat i d’automat a gramatica), és interessant
comencar generalitzant la definicié de gramatica, de manera que una gramatica pugui
tenir més d’una variable inicial.

Al llarg d’aquesta seccid, considerarem que una gramatica és una estructura de la
forma G = (V, X, P, H), on el caracter dels tres primers components —variables, alfabet
1 produccions— és el mateix de sempre, pero 1'iltim component ja no és un simbol de V
—Tla variable inicial— siné que ara és un subconjunt de simbols de V', que anomenarem
conjunt de variables inicials. El llenguatge generat per la gramatica es defineix ara de la
manera seguent:

LG)={we XY | IXcH X = w}.

Aquesta generalitzacié de la definicié de gramatica no amplia la familia dels llen-
guatges generats, que continua essent la dels CFL. En efecte, per cada gramatica G =
(V,X, P, H) del nou tipus podem construir-ne una del tipus antic G' = (V' X P’ S),
on S ¢ V és Iinica variable nova, V! = VU {S}, i on P’ s’obté afegint a P les noves
produccions {S— X | X € H}. Es immediat verificar que L(G’) = L(G).

Remarquem que aquesta modificacié és compatible amb la definicié de gramatiques
regulars, que continuen essent les que tenen totes les produccions lineals per la dreta o
per esquerra.
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Transformacié de gramatica a automat

Sigui Ge = (V, X, Pe, F') una gramatica
lineal per l'esquerra, on les produccions
de P estan en la forma normal definida
a la seccié precedent, i on F' representa
el subconjunt de variables inicials.

Definim el NFA M = (V, X, 6,1, F), on
I={XeV | X=>Xe P}
ion VXeV VaeX
§(X,a)={Y | Y= Xa € P}

Transformacié d’automat a gramatica
Sigui M = (V, X4, 1, F') un NFA qualsevol.
Definim Ge = (V, ¥, Pe, F'), on

Po={Y—>Xa | YE§(X,a)}
U{X—=X| Xel}.

Sigui Gg = (V, X, Pq,I) una gramatica
lineal per la dreta, on les produccions de
Py estan en la forma normal definida a
la seccio precedent, 1 on I representa el
subconjunt de variables inicials.

Definim el NFA M = (V, ¥, 6,1, F), on
F={XeV | X=Xe Py}
ion VXeV Vae X
§(X,a)={Y | X—=daY € Py}.

Definim Gq = (V, X, Pq,I), on
Py ={X—aY | YEi(X,a)}
U{X—=X| XeF}.

Pas de gramatica esquerra a gramatica dreta, 1 viceversa

Sigui Ge = (V, X, Pe, F') una gramatica
lineal per l'esquerra, on les produccions
de P estan en la forma normal definida
a la seccié precedent, i on F' representa
el subconjunt de variables inicials.

Definim Gq = (V, ¥, Py, I), on
Pi={X—aY | Y= Xa€ P}
U{X—=X| XeF}
1on

I={XeV | XoAeP}

Sigui Gg = (V, X, Pq,I) una gramatica
lineal per la dreta, on les produccions de
Py estan en la forma normal definida a
la seccio precedent, 1 on I representa el
subconjunt de variables inicials.

Definim Ge = (V, X, Pe, F'), on
Po={Y—>Xa | X—dY € Py}
U{X—=Xx| Xel}
1on

F={XeV | XA€ Py},

Demostracié conjunta de les tres transformacions

LEMA 1. VweX* VX Y eV els tres enunciats sequents son equivalents:

(1) Y € §(X,w)

DEMOSTRACIO.

2) Y & Xw
Ge

(3) X = wY.
Gq

Immediata, per inducci6 sobre |w|. O
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LEMA 2.(e)
Y (? w < IXelYed(X, w).

DEMOSTRACIO. Resulta del lema
anterior 1 del fet que

Xel < (X = NeP..

O
Prorosicio. L(M) = L(G.)
DEMOSTRACIO. weL(M) «—
— JXeldYeF Yei(X w)
< JYEeF Y G;> w
< w € L(Ge). O

LEMA 2.(d)
X G§>w < Y eFYesfX,w).
d

DEMOSTRACIO. Resulta del lema
anterior 1 del fet que

YeF < (Y = MNeP,.

O
Prorosicio. L(M) = L(Gy)
DEMOSTRACIO. weL(M) <—
— JXelYeF Yei(X,w)
— IXel X S w
Gq
< w € L(Gy). O

Aquest parell de proposicions simetriques que acabem de demostrar ens permeten
formular en forma de teorema la propietat fonamental amb que hem introduit el tema de

les gramatiques regulars.

TEOREMA. La familia de llenguatges generats per les gramatiques requlars és la familia

dels llenguatges regqulars.

Com que les gramatiques regulars sén un cas particular de les gramatiques incontex-
tuals, podem enunciar el corollari segtient del teorema precedent.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars esta inclosa en la familia dels llenguatges

incontextuals.

De nou el llenguatge {a"b™ | n > 0}, exposat a I'exemple 4.25, serveix per posar de
manifest que aquesta inclusié dels regulars en els incontextuals és estricta.

Exemple 6.13 Considerem novament "automat definit a 'exemple 6.10. La construc-
ci6 de la gramatica per 'esquerra es fa, com hem vist, associant a cada variable una
produccié per cada fletxa que arriba a 'estat corresponent. En canvi, les produccions
per la dreta corresponen a les fletxes que surten de 'estat corresponent. Es a dir, el
modus operandi és identic a l'utilitzat en la construccié dels sistemes d’equacions lineals
associats a l'automat. Les gramatiques regulars son, en aquest cas, les segiients:

Esquerra

A— Ba|Db| A
B — Aa | Bb| Da

C— Cb| Ab
D — Ca

Dreta
A— aB | bC
B— aA|bB| A
C — aD | bC
D— aB|bA| ).

En el cas de la gramatica de I'esquerra, les variables inicials s6n B i D, mentre que en el
cas de la gramatica de la dreta la variable inicial és A. Remarquem, doncs, la identitat
formal que resulta entre sistemes lineals d’equacions i gramatiques regulars, on els tinics
canvis son el del signe igual per la fletxa i el del signe additiu per la barra vertical.
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Si es volgués passar la gramatica de esquerra a la forma usual amb una tnica
variable inicial, n’hi hauria prou d’afegir el nou simbol inicial § i les produccions S —
B iS5 — D. En cas de voler mantenir la forma normal sense produccions unaries,
substituiriem aquestes noves produccions per

S — Aa|Bb| Da|Ca.

Amb vista a facilitar el record de les transformacions anteriors, pot ser 1til limitar-se
a retenir les regles que regeixen la conversié d’automat a gramatica dreta, 1 viceversa. Es
tracta de la conversié més natural, ja que tant ’automat com la gramatica dreta processen
els mots d’esquerra a dreta, mentre que una gramatica esquerra genera els mots de dreta
a esquerra. Aleshores, per construir una gramatica esquerra a partir d'un automat podem
seguir el cami indirecte segiient. Primer, revessar ’automat, és a dir, construir a partir
de l'automat donat 'automat que reconeix el llenguatge revessat (aquesta construccio es
troba a la seccié 7 del capitol 4). Segon, construir, seguint el procediment que acabem
d’exposar, la gramatica dreta que correspon a aquest automat revessat. Tercer, revessar
aquesta gramatica, és a dir, construir a partir d’ella la gramatica que genera el llenguatge
revessat (aquesta construccié es troba a la seccidé 5 del capitol 2). El resultat final és una
gramatica esquerra que genera el llenguatge original. Aquesta gramatica sera exactament
la que hauriem obtingut aplicant directament la transformacié d’automat a gramatica
esquerra. Quant a la construccio reciproca, de gramatica esquerra a automat, cal seguir
els tres passos anteriors en 'ordre invers, amb 1"inic canvi que ara el pas segon consistira
a construir un automat a partir d’una gramatica dreta, i no a l'inrevés com abans.

Inambiguitat dels llenguatges regulars

Quan la construccié d'una gramatica regular, seguint les regles donades en aquesta ma-
teixa seccio, es fa a partir d’un automat finit que és determinista, la gramatica obtinguda,
tant si és lineal per la dreta com per 'esquerra, resulta no ambigua. Aquest fet és una
consequencia immediata de la correspondencia biunivoca que hem establert entre les tran-
sicions de "automat 1 les produccions de la gramatica. En efecte, d’aixo resulta una altra
correspondencia, també biunivoca, entre camins recorreguts en processar un mot en el graf
de lautomat 1 arbres de derivacié d’aquest mateix mot en les gramatiques considerades.
L’esquema d’aquesta correspondencia ha estat dibuixat a la figura 6.4.

Aixi doncs, la unicitat de I’arbre de derivacio d’un mot qualsevol, tant en gramatiques
dretes com en gramatiques esquerres, és un resultat de la unicitat del cami d’acceptacid
d’aquest mot quan "automat donat és determinista. Podem, doncs, enunciar el teorema
seguent.

TEOREMA. Tots els llenguatges requlars son inambigus.

No hem de confondre la unicitat de 'arbre de derivacié amb la possibilitat d’identi-
ficar pas a pas quina és la produccié que cal elegir per generar un mot donat. Aquesta
possibilitat, que existeix en les gramatiques lineals per la dreta que provenen d’automats
deterministes, no existeix en general en les gramatiques per ’esquerra.
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ANVAN
'”\a /N

i+1 ai+2 X+2

X/X

Fig. 6.4 Correspondéncia entre camins i arbres de derivacié

6.7 Morfismes i substitucions de llenguatges regulars

Hem diferit fins a aquest capitol la demostracio que els llenguatges regulars sén tan-
cats respecte dels morfismes i les substitucions, perque aquestes sén propietats lligades
a la racionalitat dels llenguatges regulars 1 no a la seva recognoscibilitat. Es a dir que
requereixen disposar d’especificacions generatives dels llenguatges, com ho sén tant les
gramatiques com les expressions regulars.

Morfisme d’un llenguatge regular

La construccié de la gramatica que genera la imatge per un morfisme d’un llenguatge
regular es fa aplicant la regla general donada al capitol 2 per a gramatiques qualssevol.
Es clar que el procediment alli exposat conserva la regularitat de la gramatica. I aquest
fet es fa encara més manifest si partim d’'una gramatica en la forma normal definida en
aquest mateix capitol.

Sigui L; un llenguatge regular qualsevol i sigui G; = (V, Xy, P, S) una gramatica
lineal per la dreta en forma normal que el generi. Sigui h: V7 — X5 un morfisme. La
gramatica Gy = (V, Xy, P, S) que genera h(Ly), construida seguint la regla general per a
CFGs, manté en P, totes les produccions de la forma X — A que hi havia a P; 1 converteix
cada produccié de Py de la forma X — aY en la produccié X — h(a)Y de P,. Aixi,
les produccions de P, resulten totes lineals per la dreta (encara que no quedin en forma
normal).

Com que es tracta d'un cas particular de la construccié general, no cal tornar a
demostrar que L(G3) = h(L1). I com que la gramatica G obtinguda és regular, en resulta
el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges requlars és tancada respecte de [aplicacié de mor-
fismes directes.

Exemple 6.14 Una de les aplicacions principals de la conservacié de la regularitat
quan s’aplica un morfisme és facilitar la demostracié de la no-regularitat de determinats
llenguatges. Al capitol 7 desenvoluparem aquesta idea més extensament. Un exemple
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senzill d’aquesta aplicacié és la utilitzacié dels morfismes per esborrar simbols dels mots
d’un llenguatge i transformar-lo en un altre de més simple. Aixi, I’aplicacié del morfisme
h(a) = a, h(b) = b, h(c) = h(d) = X transforma el llenguatge L; = {c(ad)"db"cc | n > 0}
en el llenguatge L, = {a"b" | n > 0}. El llenguatge Ly no pot ser regular, ja que si ho
fos també ho seria Ls. I és més facil demostrar directament la no-regularitat de Ly que

la de L;.

Substitucié regular d’un llenguatge regular

L’existencia d’expressions regulars associades a qualsevol llenguatge regular ens permet
fer una construccié de les substitucions basada en aquest fet. Pero, a diferencia del que
acabem de fer en el cas dels morfismes, no podem aprofitar, per als llenguatges regulars,
la construccio general de les substitucions feta per a CFL. La raé d’aixo és que encara que
partissim de gramatiques regulars per a tots els llenguatges implicats en la substitucio, el
procés que se segueix no preservaria aquesta regularitat.

Sigui L’ un llenguatge regular definit sobre un determinat alfabet X’ i sigui
o: X" — Reg
una substitucié on la imatge de cada mot és un llenguatge regular. Direm que o és una
substitucié regular. Considerem que aquesta substitucio ve definida per les imatges dels
simbols de X', Sigui ¥ = {ay,...,a,}, 1 sigui L; = o(a;) per a cada ¢ entre 1 1 n.
Considerem que a cada L; 1i podem associar una expressio regular r;. Sigui v’ 'expressio
regular associada al llenguatge L'.

Reemplacem cada ocurrencia d’un simbol a; a r’ per 'expressié regular r;. Sigui r
Iexpressio regular que resulta de fer aquests reemplacaments.

PrOPOSICIO. L(r) = a (L(r")).
DEMOSTRACIO. La demostracié es basa en les propietats de les substitucions estudiades
al capitol 1. Recordem que la substitucié d’una reunid, concatenacié o estrella de llen-

guatges és la reunid, concatenacio o estrella de la substitucié d’aquests llenguatges. Una
senzilla induccié sobre el nombre d’operadors de r’ completa la prova. O

Podem concloure finalment amb el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges regulars és tancada respecte de les substitucions
requlars.

Un raonament identic al fet per als llenguatges incontextuals al final del capitol 2
permet afirmar que, també en el cas dels llenguatges regulars, les propietats de tancament
respecte de les operacions de reunid, concatenacié 1 estrella s’haurien pogut deduir del
tancament respecte de les substitucions. Només cal tenir en compte que els conjunts
{ay,a3}, {ar1az} i af que serveixen de base a les substitucions corresponents a la reunid,
concatenacié 1 estrella, son llenguatges regulars.

Exercicis

6.1 Trobeu directament, sense construir-ne previament els automats finits, expressions regulars dels
llenguatges definits als apartats 1 a 4 de I’exercici 4.1.
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

Trobeu expressions regulars a partir dels automats finits que corresponen als llenguatges dels apar-
tats 5 a 9 de Dexercici 4.1.

Trobeu gramatiques regulars per a tots els llenguatges definits a ’exercici 4.1.

Doneu una gramatica incontextual inambigua que generi el conjunt d’expressions regulars ben for-

mades sobre alfabet {-, +, %, (,), A, &, a,b}.

Construiu DFA que reconeguin els llenguatges associats a les expressions regulars segiients:
1. ((ab*ab)*a™b)*

((a*b)*a*c)*b* (ab*)*

b*a(bb + bab*a)*ba(bb)*

A+ (a+bb+ ba(aa + b)*ab)*a

(a+ b(ab*a)*b)*

(a+ b(bb+ bab+ ab*a)*baa)*

S Ot e W

Demostren que ’expressié regular seglient, definida sobre D’alfabet {0,1}, descriu el llenguatge
format per A i pels mots que, interpretats com a nombres binaris, tenen un valor miltiple de cinc:

(04 1(10 + (0 + 11)(01*01)*01*00)* (0 + 11)(01*01)*1)*.

Demostreu les equivalencies segiients entre expressions regulars:
1. a*(b+ca*)* = (a+ b*c)*b.
2. (bb+ ba + a)*baa™ = a*b(aa™b + ba*b)*aa*.
3. (A+ (a+b)*baa)a* = A+ a+ (a+ b)*aa.

4. (A +b)a*(b+ bba™)* = b*(a + bb + bbb)*b*.

Considereu I’expressié regular segiient, sobre ’alfabet ¥ ={a, b, ¢}:

r=c"(A+ala+b+e)"+(a+b+e)"b)c".

Trobeu un contraexemple que provi que L(r)# X*. Demostreu que L(r?)=X*.

Doneu una gramatica regular per a inic llenguatge sobre l’alfabet {a,b} que satisfa I’equacié
L=1ILa.

Trobeu una condicié necessaria i suficient que ha de complir qualsevol llenguatge L que satisfaci
Pequacié (La + b)* = (bL + a)*.
Demostreu ’equivaléncia segiient, en la qual » i s designen expressions regulars:

(Vs (rs)*r=(r+s)*) < r=r".

Considereu els dos llenguatges segtients:
1. Ly = {we{a,b}* | |w| = 4}.
2. Ly ={we{a,b}* | Jz,y€{a,b}* w=zabay}.
Definim, a partir d’aquests, el llenguatge L sobre I’alfabet {a, b, ¢}
L={zecy|z€li AN yeLas A |z|=y|}.

Construiu una gramatica incontextual per a L. Generalitzeu aquesta construccié a llenguatges
regulars L i Ly qualssevol.

Construiu una gramatica regular per al llenguatge format pels mots que no tenen cap prefix que
pertanyi al llenguatge associat a 1’expressié regular seguient:
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b*aba*b(bb + bab*a)*b.

6.14 Sabem que la familia dels llenguatges regulars és la generada a partir dels conjunts finits per les
operacions de reunid, concatenacié i estrella. Afegir-hi "operacié de complementacié no amplia
aquesta familia. En canvi, ens demanem quines families de llenguatges s’obtenen quan se suprimeix
I’operaci6 estrella. Suposarem, per tal de simplificar-ho, que ens referim a llenguatges sobre ’alfabet
{a, b}

1. Demostreu que la familia de llenguatges generada a partir dels conjunts {a}, {b}, & i {A} per
les operacions de reunié i concatenacié és la familia dels conjunts finits.

2. La consideracié de la complementacié comporta 1’aparicié de conjunts infinits. Demostreu que
la familia de llenguatges generada a partir dels conjunts finits per les operacions de reunid i
complementacio esta formada exactament pels conjunts finits i cofinits. Doneu algun exemple
de llenguatge regular que no sigui ni finit ni cofinit.

3. Considereu la familia de llenguatges generada pels conjunts finits i les operacions de reunié, con-
catenaci6 i complementacié. Demostreu que el llenguatge (ababa)* pertany a aquesta familia.
Es a dir, trobeu una expressié d’aquest llenguatge en que intervinguin els simbols a, b i els
operadors de reunid, concatenacié i complementacid, pero no 'estrella de Kleene.

4. Trobeu algun llenguatge regular que no pertanyi a aquesta ultima familia.
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Capitol 7 Propietats d’iteracio

Els models estudiats fins ara que caracteritzen les families de llenguatges regulars 1 in-
contextuals —FA 1 CFG, respectivament— sén clarament de naturalesa o bé iterativa o
bé recursiva. Aquest fet es tradueix en una estructura necessariament repetitiva dels
mots acceptats o generats, respectivament, pels models considerats. En aquest capitol
estudiarem una serie de proposicions, anomenades lemes de bombament, que descriuen
propietats estructurals dels llenguatges regulars 1 incontextuals que posen de manifest
precisament aquesta caracteristica repetitiva dels seus mots. El fet que aquestes propie-
tats siguin condicions necessaries 1 de verificacié senzilla les converteix en eines d’'una gran
potencia i1 simplicitat per decidir la no-pertinenca de certs llenguatges a aquestes families.
Addicionalment també ens permetran atacar altres problemes com, per exemple, la de-
mostracié de Iambiguitat inherent d’alguns llenguatges incontextuals.

7.1 Lema de bombament de llenguatges regulars

El resultat segiient, conegut com a lema de bombament (pumping lemma) per a llen-
guatges regulars, és degut a Bar-Hillel, Perles i Shamir [BPS61] i descriu la naturalesa
repetitiva dels mots dels llenguatges regulars. Aquesta estructura esta en correspondencia,
basicament, amb 1’aparicio de bucles en la computacié de mots suficientment llargs sobre
automats finits deterministes.

PRrROPOSICIO (LEMA DE BOMBAMENT). En un llenguatge reqular L, tot mot w de longitud
no inferior a un determinat valor N, propi de L, admet una factoritzacio w = xyz que
satisfa

L |zy|< N

2. lyl>1

3. Vi>0 zy'2€L

DEMOSTRACIO. Considerem un DFA qualsevol, M = (Q, Y. 4, qo, F'), que reconegui el
llenguatge L. Sigui N el nombre d’estats de () 1 wé€ L un mot qualsevol de longitud igual
o superior a N (observem que si el llenguatge és finit no existeix cap mot que satisfaci
aquesta condicié). Escrivint aquest mot com a successié de simbols tenim w=ayay - - - ap,
ambm > N . Com que el mot w és suficientment llarg, el procés dels N primers simbols ha
de passar, com a minim, dues vegades per un mateix estat (hi ha un bucle). Sirepresentem
per ¢; l'estat go-ajas - - - a;, és a dir, 'estat al qual arriba l'automat després de processar els
1 primers simbols de w, la propietat anterior es pot formalitzar dient que existeixen dos
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naturals 7,k 0 < j < k < N tals que ¢;=qr. A més, com que w € L, es té qow=¢,, € F..
Vegeu la figura 7.1, que il-lustra la computacio de w sobre M.

Q1

;

ag - g e
»1... 2 @ A im\/\
Fig. 7.1 Computacié del mot w = ayas - - -a,, sobre un DFA

Aquest bucle en la computacié del mot sobre 'automat ens permet considerar la
particié de w en tres trossos, * = ajaz---a;, Y = ajy1 Ak 1 2 = Qg1 Ay, qUE
compleixen |y| > 11 |zy| < N. El submot y és el que provoca el bucle de 'automat sobre
gj, és a dir que ¢;-y = ¢;. Trivialment, per inducci6 es té que per a tot natural ¢ > 0
¢;y' = q; 1, en aquest cas,

oY’z =qjy'z = ¢ = g€ F,
és a dir que zy'z € L. O

Informalment, la propietat que hem provat és que, donat un mot w suficientment llarg
pertanyent a un llenguatge regular L donat, podem trobar un submot de w a prop del
comencament (no més enlla de I’ N-esim simbol) tal que els mots resultants de bombar-lo
(repetir-lo) tantes vegades com es vulgui sén tots del llenguatge L.

El lema de bombament s’utilitza per demostrar la no-regularitat d’un llenguatge pro-
posat. Per fer aixo, n’hi ha prou de provar que el llenguatge donat no satisfa aquesta
condicié. Es a dir, hem de partir del contrareciproc de ’enunciat anterior.

CONTRARRECIPROC. Si L és un llenguatge que satisfd la condicid segient:

“Per a qualsevol natural N > 1 existeiz un mot w € L de longitud igual o superior a N
tal que per a tota factoritzacid w=xyz que satisfd les condicions |zy| < N i |y| > 1
existeiz un natural i > 0 tal que x2y'z g L7,

aleshores L no és reqular.

Amb vista a la seva aplicacié en demostracions, ens interessara tenir formalitzada la
condici6 de no-regularitat:

VN >1 Jdwel
lw| > N A Vz,y,z (w=zyz A |zy] < N A ly|>1) = Fi >0 zy'2¢L).

Vegem a continuacié alguns exemples d’aplicacié per tal de demostrar la no-regularitat
d’una serie de llenguatges.

Exemple 7.1 Demostrarem, utilitzant el lema de bombament, que el llenguatge L =
{a"b"™ | n > 0} no és un llenguatge regular.

Donat un natural N > 1 qualsevol, prenem w=a"b" € L, que satisfa |w|=2N > N.
Sigui una factoritzacié qualsevol w = ayz amb |ay| < N i |y| > 1. S’ha de tenir que
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r=a’, y=d"i z=aVI7FpN, amb k > 11ij 4+ k < N. Aix{i doncs, és obvi que per a
tot natural i#1 el mot zy'z no és del llenguatge L. Per exemple, si prenem i =0 es té:
wy’r=22=aV %N ¢ L. En conseqiiéncia, hem demostrat que L no és regular.

Observeu que la restriccié |zy| < N imposada sobre la factoritzacié de w en z, y i z fa
que el submot y a bombar (repetir) estigui contingut en els N primers simbols del mot w.
Aquest fet és el que ens permet fer una tria adequada de w per poder trencar facilment
Iestructura dels mots del llenguatge L. En l'exemple precedent, aixo s’ha concretat
prenent un mot w amb un prefix de a’s suficientment llarg.

Exemple 7.2 Ens proposem de demostrar que el llenguatge dels palindroms de longi-
tud parella no és un llenguatge regular.

Sigui L = {uu® | u € {a,b}*}. Per a qualsevol natural N > 1, prenem el mot
del llenguatge w = a™¥bba" de longitud superior a N. Per a qualsevol factoritzacié
w=2xyz sota les condicions del lema de bombament s’ha de complir que = =a?, y=a*
i z=aN"77%pba™N. En aquest cas, qualsevol bombament i # 1 resulta en xy'z ¢ L. Per
exemple, per a i = 2, es té zy?z=aT*bba’ ¢ L. Queda demostrat, doncs, el caracter
no regular del llenguatge L.

Fixeu-vos que, en aquest cas, el bombament modifica el nombre de a’s d’abans de la
primera b sense tocar el nombre de a’s de després de la segona b, de manera que desplaca
del centre del mot la subcadena bb. Com que "inica manera que el mot resultant es
pugui escriure com la concatenacié d’un mot « i el seu revessat u® és que les dues b’s
formin la subcadena central, el mot resultant del bombament no és del llenguatge L.

Exemple 7.3 Veurem que el llenguatge L={a"b™ | n#m} no és regular.

Donat un natural qualsevol N > 1, triarem un mot del llenguatge amb menys a’s
que b’s 1 mitjancant un bombament positiu adequat igualarem el nombre de a’s i de b’s i
convertirem el mot en un que no sigui del llenguatge. El mot ha de tenir un prefix de N
a’s com a minim, ja que volem que el bombament només afecti els simbols a, pero amb
quantes b’s de més hem de partir? D’entrada, posem un nombre C' > 0 indeterminat i,
més tard, ja veurem quin ha de ser el seu valor i quina relacié té amb N. Aixi doncs,
triem el mot w=a"™bN*+¢ € L de longitud superior a N. Sigui una factoritzacié qualsevol
w=azyz amb |zy| < Nily|> 1. Estéquez=da , y=a*iz=aV77kpN+C amb
j4+k < Nik>1 Per tant, zy'z = a?a*aVN—I=kpN+C = (NHEG-1)pN+C  Gj volem
tenir tantes a’s com b’s només hem d’igualar N + k(i — 1) a N + C i veure que la i
que cal triar és (C/k) + 1. Ara bé, i ha de ser un nombre natural i, per tant, hem de
garantir que la divisi6 C'/k sigui entera. Com que k és un natural fitat entre 1 i N,
hauriem de triar un nombre C' que tingui com a minim tots els divisors entre 1 i IV,
per exemple, C' = N!. Ara ja estem en condicions d’escriure la demostracié un altre

cop des del principi: w=aVdNtM € L, i prenent un bombament i = (N!/k) + 1 es té
wyts = aNTENYR+1=1) pN+N! _ NENGN+N g ]

Sobre el reciproc del lema de bombament

El lema de bombament descriu una condicié necessaria de pertinenca a la familia dels
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llenguatges regulars, pero el seu reciproc és fals. A continuacié veurem l'exemple d’'un
llenguatge que satisfa la condicié del lema i que, tanmateix, no és regular.

Exemple 7.4 Demostrarem que el llenguatge L = {uufv | u,v € {a,b}T} compleix
la condicié del lema de bombament. Prenem la constant N =4. Sigui w un mot del
llenguatge L de longitud igual o superior a N. Considerem una descomposicié qualsevol
de w en la forma uufv (el fet que n’hi pugui haver més d’una no afecta la correctesa de la
demostracid) i representem per u; i-esim simbol del prefix u i per v; 1’i-ésim simbol del
sufix v. D’aquesta manera, w=1uuy + - - Uplply_1 * - UIVIVg - - - Uy PEL & certs n,m > 1.
Distingirem dos casos,

1. |u| > 2. Considerem la factoritzacié w=ayz, amb =\, y=uy i z=uy - - -u,utv,
que satisfa les condicions: |y| > 11 |ay| < N. Es compleix que, per a tot natural i,
xy'z € L. Vegem-ho. Sii=0, aleshores 2y’z =2 € L, ja que és la concatenacié del
prefix palindrom us -« - unty, - - - uy amb el sufix uyv, ambdoés de longitud superior a
un. Sii=1, aleshores zyz=w € L. Finalment, sii > 2, es té zy'z=u,'2 €L, ja que
conté el prefix palindrom uquy i el sufix u; =%z de longitud no nul-la.

2. Ju| = 1. En aquest cas considerem la factoritzacié w = zyz amb = = uuf, y = vy
i 2=y U, Bs evident que aquesta factoritzaci6 satisfa les condicions |y| > 1 i
|zy| < N. Observeu que, a més, se satisfa |z] > 1 perque la longitud de w és més gran
o igual que 4. Aixi, per a tot natural i es té zy'z = uufv,’z € L, ja que es continua
mantenint el prefix palindrom uu® i el sufix v'=wv;%z no és buit, ni tan sols quan i=0.

Exemple 7.5 Demostrarem ara que el llenguatge
L={wuv |u,ve{a,b}t}

no és regular per la via de demostrar que la seva interseccié amb un llenguatge regular
tampoc no ho és. Sigui L' el llenguatge interseccié de L i el conjunt regular aba*bba*bab.
Es compleix que

L' = L N aba*bba*bab = {aba™bba™bab | n > 0},

ja que no és possible construir cap prefix de la forma uu® sense que la subcadena central
sigui bb. Aix0 obliga a prendre el mateix nombre de a’s a esquerra i dreta de bb. Ara
demostrar que L' no és regular és senzill.

Per a qualsevol N > 1 prenem w = aba™ bba™Nbab € L', de longitud superior a V.
Sigui w = ayz una particié qualsevol amb |zy| < N i |y| > 1. Necessariament xy sera un
prefix de aba™ =% i qualsevol bombament diferent de la unitat alterard Iestructura de la
cadena total i ocasionard un mot que no pertany al llenguatge L’. En conseqiiencia, L’
no és regular i, per tant, L tampoc ja que, en cas contrari, també ho seria L'.

Verificacié de la no-regularitat de llenguatges

Hi ha llenguatges no regulars, com el dels exemples 7.4 1 7.5 anteriors, sobre els quals és
impossible aplicar directament el lema de bombament. En d’altres casos, la utilitzacio
directa del lema pot ser dificil o simplement laboriosa. Si ens fixem en el procediment
que hem seguit per demostrar la no-regularitat del llenguatge de 'exemple 7.5, veurem
que ha consistit a obtenir per interseccié amb un llenguatge regular un subconjunt no
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regular del llenguatge de partida sobre el qual, ara si, es pot aplicar facilment el lema de
bombament. Aquest procediment es pot generalitzar de la manera segiient:

Sigui L el llenguatge de partida i L' el llenguatge resultant d’haver aplicat sobre L una
serie d’operacions que preserven la regularitat. Si demostrem que L' no és regular,
aleshores tenim que L tampoc no ho és, ja que si L fos regular L' també ho seria.

D’aquesta manera, en molts casos podem disminuir la dificultat del problema i donar
demostracions més senzilles 1 elegants. Algunes transformacions tipiques sén passar al
complementari o al revessat, fer la interseccié amb un llenguatge regular 1 I’aplicacié de
morfismes directes o inversos. A continuacié veurem exemples en que es posa de manifest
la utilitat de cadascuna d’aquestes operacions.

Exemple 7.6 Demostrarem que el llenguatge
L={a" | n és un nombre compost}

no és un llenguatge regular. Si volem atacar el llenguatge L directament amb el lema
de bombament ens adonarem que el problema es tradueix a trobar un bombament prou
general que ens permeti transformar una cadena de «’s de longitud igual a un nombre
compost en una cadena de ¢’s de longitud igual a un nombre primer, i que aquest no
sembla de cap manera un problema facil de resoldre. En canvi, si considerem el llenguatge
complementari, el problema es torna prou senzill. Vegem-ho. Sigui

L={a" | n és un nombre primer} .

Com que el conjunt de nombres primers és infinit, en podem considerar d’arbitrari-
ament grans. Amb aixo, donat un natural N > 1 qualsevol, podem escollir el mot
w=aP, on p és el minim nombre primer més gran que V. Es evident que w € L i que
|w|=p > N. Per a qualsevol descomposicié de w en z,y, z sota les condicions del lema
de bombament tenim que z =a’, y=a* i r=a? 7% amb j +k < Nik > 1. Per
tant, xy'z = a’a®aP~I—k = gPTk(i=1) S prenem el bombament i = p + 1 ens quedara
2y'z = aPtRP = P51 - que no és un mot de L, ja que p(k + 1) és un nombre compost.
Podem concloure, per tant, que L no és un llenguatge regular, i aixo implica que el seu
complementari L tampoc no ho és.

Exemple 7.7 Una manera alternativa de demostrar que el llenguatge presentat a ’ex-
emple 7.3, L = {a"b™ | n # m}, no és un llenguatge regular es basa en el fet que el
complementari del llenguatge en qiiestié és la reunié d’un llenguatge regular i d’'un no
regular ja conegut. En concret, el complementari de L és la reunié del llenguatge dels
mots de a*b* que tenen el mateix nombre de a’s i &’s amb el conjunt de mots que no
estan en a*b*. En aquest cas, és evident que

L'=LNna*d* = {a"b" |n>0}.

Com que L' és un llenguatge no regular, el llenguatge de partida L tampoc no pot ser-ho,
ja que les operacions aplicades (complementacié i interseccié amb un llenguatge regular)
preserven la regularitat.

Exemple 7.8 Definim els arbres binaris complets com aquells que tenen totes les fulles
a la mateixa distancia de D'arrel. Recordem que a l'exemple 1.11 hem introduit una
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manera de codificar els arbres binaris. Seguint aquella mateixa notacid, definim recursi-
vament el llenguatge dels arbres binaris complets de la manera segiient:

L ={0}U{2ww | we L} = {0,200, 2200200, 222002002200200, - - - } .

La figura 7.2 conté la representacié en forma d’arbre dels quatre primers mots del llen-
guatge L que corresponen als arbres d’alcaria 0, 1, 2 1 3, respectivament.

2 2/\2
2 2/\2 2/\2 2/\2

AAACANANANA

0O 00 O0OOO 00000O0O0O

Fig. 7.2 Els primers mots del llenguatge L en forma d’arbres binaris

Demostrarem a continuacié que aquest llenguatge no és regular. Com a repre-
sentacions d’arbres binaris complets, els mots de L tenen longituds corresponents a les
potencies successives de dos menys la unitat (1, 3, 7, 15, 31, etc.). Només per aquest
motiu el llenguatge ja no és regular. Amb ’aplicacié d’un morfisme podem passar a
considerar unicament longituds si confonem els simbols 0 i 2 en un de sol. Vegem-ho.
Considerem el morfisme

h:{0,2}" — {a}",
definit per h(0)="h(2)=a. La imatge de L per h és el llenguatge que conté les cadenes
de a’s de longitud igual al nombre d’elements dels arbres binaris complets,
L' =h(L) ={a®" ' | n > 1} = {a, aaq, aaaaaaa, aaaaaaaaaaaaaaa, . .. } .

Donat un natural N > 1 qualsevol, prenem el mot w=a?" "l¢ L', que té longitud

2V —1 > N. Sigui w=2ayz una factoritzacié qualsevol de w que compleixi les condicions
del lema de bombament. Necessariament es té que z=a’, y=a*1i 2 :azN_l_j_k7 amb
j4+ k< Nik> 1. Per tant, 2y'z = a2 1R gy prenem el bombament i = 2,
ens quedard xy'z = a1tk Aquest mot no pertany a L' ja que té una longitud que
no correspon al nombre d’elements de cap arbre binari complet. Aixo ho podem veure
fitant estrictament la longitud 2 — 1 + & entre dues longituds corresponents al nombre

d’elements de dos arbres binaris complets consecutius:
N 1 <2V 14k < 2N 1|
jaque 1 < k<N <2V,

Concloem, doncs, que L' no és regular i, per tant, L tampoc no pot ser-ho, ja que
L’ és imatge de L via un morfisme.

Exemple 7.9 Suposem que es vol demostrar que el llenguatge
L = {(0)"(10)" | n > 0}

no és regular. Si es pren el morfisme h: {a, b}* — {0,1}* definit per h(a)=011 h(b)=10
i es calcula antiimatge del llenguatge L, s’obté

L'=h=Y(L) = {a"b" | n > 0}.
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Ja sabem que L' no és un llenguatge regular i, per tant, L tampoc no pot ser-ho, ja
que L' és I'antiimatge de L via un morfisme.

Observeu que també podem afirmar que L és la imatge directa per h de L'; L=h(L").
Pero aix0o no ens permet extreure cap conclusié sobre la no-regularitat de L. Tot i que
sabem que L' no és regular, la imatge d'un llenguatge no regular pot ser un llenguatge
regular.!

Exemple 7.10 Si volem demostrar que el llenguatge
L={baba*ba®---ba™ | n > 0}

no és regular ens trobem amb 'inconvenient que els mots de L tenen moltes alternances
de a’s 1 b’s en els seus primers simbols i aixo ens obligara a fer una distincié per casos
de les possibles localitzacions del submot 3 dintre d’un prefix de NV simbols. Aquesta
dificultat es pot evitar de manera senzilla considerant el revessat

LR={a"ba" 'ba" % - ab|n >0}

Ara ja tenim prefixos de a’s arbitrariament llargs i podem aplicar el lema de bom-
bament de manera senzilla: donat un natural qualsevol N > 1, escollim el mot w =
aVNbaN " baN 72 .. ab € LF. Qualsevol bombament diferent d’l ens permet veure que
zy'z ¢ L. En conseqiiencia, L® no és regular i, per tant, L tampoc.

7.2 Lemes de bombament de llenguatges incontextuals

L’estructura repetitiva dels mots dels llenguatges incontextuals ve donada per 1’aparicio de
variables repetides en les cadenes de derivacié de mots suficientment llargs. La derivacié
d’'un mot d’aquestes caracteristiques és, en general,

S = udy = wwAry = uvwry.

Es clar que el fragment de derivacié A = v Az es pot repetir recursivament tantes vegades
com es vulgui

S = udy = wAhAry = w?Az?y = wlAzly - S w A"y = wwwy .
Es a dir que tots els mots de la forma uv"™wz"y sén generats també per la gramatica 1,
per tant, pertanyen al mateix llenguatge incontextual considerat.

La proposicié segiient, deguda a W. Ogden [Ogd68], caracteritza aquesta propietat
dels llenguatges incontextuals. Per tal de restringir la zona del mot de partida en la qual
s’aplicara el bombament, el lema d’Ogden considera el marcatge d’unes posicions deter-
minades d’aquest mot, les quals tindran una preeminencia especial. En aquest context,
fer un marcatge d’un mot consisteix a distingir-ne o assenyalar-ne unes quantes posicions.
Podem interpretar que distingir una posicié en un mot és subratllar el simbol que ocupa
aquesta posicio dintre de la sequencia total de simbols. Es facil de veure que el nombre
de marcatges possibles d’un mot w donat és 2/*l. Representem per M(w) el conjunt de
tots els marcatges del mot w. Per a un cert marcatge u € M(w), representem per |w|,
el nombre de simbols marcats (segons p) de w. Estenem aquesta notacié a qualsevol

subseqiencia de simbols de w.

I Considereu ’exemple trivial d’un morfisme h que esborri tots els simbols. La imatge per h de qualsevol llenguatge
és sempre el llenguatge regular {\}.
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Exemple 7.11 Donat el mot w = baaababb sobre lalfabet {a,b}, py = baaababb i
po = baaababb sén dos marcatges de w. Per a aquests dos marcatges es té |w|,, =4 i
|w|,, =5. Considerem ara la factoritzacié w=ayz, amb v =baa, y = abi z=abb i el
marcatge u=baaababb. En aquest cas, tenim |zy|,=31 |2z|,=2.

Prorosicio (LEMA D’OGDEN). Per a tota cFG G =(V, X, P, S), existeiz un natural
N > 1 tal que, per a tot mot z € L(G) i per a tot marcatge amb un nombre de posicions
distingides igual o superior a N, existeix una factoritzacid z =uvwzry en que:

1. El submot w té almenys una posicié distingida.

2. Els submots v 1 x tenen, entre els dos, almenys una posicid distingida.

3. El submot vwz té€ un mazim de N posicions distingides.

4. Ezisteiz una variable A € V tal que S = udy, A = vAzr i1 A = w. I com a
consegiiencia d’aizo, Vi > 0 wo'wz'y € L(G) .

DEMOSTRACIO. Comencem recordant que la relacié entre 'al¢aria d’un arbre i el seu
nombre de fulles és exponencial de base igual a 'arietat maxima de ’arbre. Més conc-
retament, per a un arbre k-ari es té que, si 'alcaria és h, aleshores el nombre de fulles
és menor o igual que k" (la igualtat es déna quan I'arbre és complet). Dit amb altres
paraules: si un arbre k-ari té un nombre de fulles més gran que k", aleshores és que Iarbre
té una alcaria més gran que h.

Demostrem a continuacié el lema d’Ogden. Sigui G = (V, X, P, S) una gramati-
ca incontextual qualsevol. Representem per H el nombre de variables de V' i prenem
E=max{|a|| X — «a € P}. Aquest valor de k, que és la longitud maxima de les
parts dretes de les produccions de G, ens déna l'arietat maxima dels arbres de derivacié
d’aquesta gramatica. Prenem com a constant del lema d’Ogden N =k 4 1. Sigui ara un
mot z € L(G) amb un marcatge qualsevol de N posicions o més. Considerem un arbre de
derivacié qualsevol de z segons la gramatica G.

Com que aquest arbre conté moltes posicions distingides, segur que és molt profund.
Aixo es tradueix en el fet que almenys conté un cami C des de 'arrel fins a les fulles
prou llarg perque es repeteixin variables en determinats nodes. Dintre d’aquest cami,
ens interessen només els nodes utils amb vista a la generacié de posicions distingides.
Anomenem aquests nodes punts de ramificacié i els definim com els nodes que tenen més
d’un fill que o bé és distingit, o bé té descendents distingits.

La definicié d’aquest cami es pot fer mitjancant el procediment recursiu segiient: el
primer node de C és l'arrel de I’arbre. Sigui n el darrer node considerat. Si aquest node és
una fulla, aleshores ja hem acabat, altrament n és un node intern de ’arbre de derivacio i,
en aquest cas, hem d’afegir a C' un fill de n que tingui un nombre maxim de descendents
distingits 1 continuar recursivament en aquest punt.

Vegem ara quants punts de ramificacié ha de contenir com a minim aquest cami. Per
construccié de C se satisfa:

1. Cada punt de ramificacié conserva, com a minim, una proporcié 1/k dels descendents
distingits que té el punt de ramificacié immediatament precedent.

2. Al llarg dels nodes intermedis entre dos punts de ramificacié consecutius el nombre
de descendents distingits es manté.
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Com que el node arrel té N =k 41 o més descendents distingits, C ha de tenir, com
a minim, H 4+ 1 punts de ramificacio i, per tant, entre els H +1 darrers n’hi ha d’haver dos
que repeteixin variable. Sigui A aquesta variable 1 siguin n; 1 ny els punts de ramificacid,
amb ny el de profunditat major. Aquesta situacié ens déna una factoritzacié z = uvway
del mot original tal com esta representat a la figura 7.3.

S

- -
- >

Fig. 7.3 Factoritzacié del mot z en: u,v,w,z iy

D’aquesta factoritzacio és clar que
S S udy, ASvAriAS w.

Vegem finalment que els submots satisfan les condicions que exigeix el lema:

1. El nombre de posicions distingides de w és no nul ja que l'arrel del subarbre que el
genera és el punt de ramificacié ns.

2. El nombre de posicions distingides de vz és no nul ja que, des del punt de ramificacio
ny, es genera el submot vwz 1, com que n; ha de tenir més d’un fill amb descendents
distingits, aquests no poden estar concentrats tots en el submot w.

3. El nombre de posicions distingides de vwz és menor o igual que N ja que el punt de
ramificacio ny, que és arrel d’aquest subarbre, esta entre els H 4+ 1 més profunds.
d

De manera semblant a com passava amb el lema de bombament per a llenguatges regu-
lars, el lema d’Ogden descriu una condicié necessaria pero no suficient d’incontextualitat
1, per tant, necessitem treballar amb el contrareciproc per demostrar la no-pertinenca de
determinats llenguatges a la familia dels incontextuals.

CONTRARRECIPROC. Si L és un llenguatge que satisfd la condicid segient:

“Per a tot natural N > 1 existeiz un mot z € L © un marcatge ;1 de N o més posicions
d’aquest mot tal que per a qualsevol factoritzacio z = uvwxy que satisfaci les condi-
cions Jvwx|, < N, |w|, > 1 ¢ |va|, > 1 existeiz un natural 1 > 0 amb wo'wa'yg L7,

aleshores L no és un llenguatge incontextual.
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Amb vista a la seva aplicacié en demostracions, ens interessara tenir formalitzada
aquesta condicio de no-incontextualitat. Utilitzant la notacié introduida al comencament
d’aquesta seccid es té

VN >1 dz€l 3ueM(z) (Jz]lp > N A Yu,v,w, 2,y ((z=uvway A
lvwz|, <N A Jw|,>1 A Jvz],>1) = 3 >0 wwrygL)).

En cas que el marcatge considerat faci referencia a totes les posicions del mot, s’obté
un cas particular (més feble) del lema d’Ogden en el qual les consideracions sobre el
nombre de posicions distingides passen a ser consideracions sobre longituds en nombre
de simbols. Aquest resultat, anterior al Lema d’Ogden, és degut a Bar-Hillel, Perles 1
Shamir [BPS61].

COROLLARI (LEMA DE BAR-HILLEL). Si L €s un llenguatge que satisfa la condicié

VN >13z€l (Jz| > N A Yu,v,w, 2,y ((z=uvway A
lowz| < N A |w|>1 A |vz]>1) = 3 >0 wwr'yg L)),

aleshores L no és un llenguatge incontextual.

Vegem amb uns quants exemples ’aplicacié d’aquests lemes 1 quina relacié hi ha entre
la forma feble 1 la forma forta. Comencem per un cas que es pugui resoldre aplicant el

lema de Bar-Hillel.

Exemple 7.12 Considerem el llenguatge L = {a"b"c” | n > 0}. Donat un natural
N > 1 qualsevol, prenem el mot z = a™¥b™ ¢V de longitud superior a N. Considerem
ara qualsevol factoritzacié z=uvway que compleixi les condicions del lema. Com que la
darrera a de z esta a distancia N 4 1 de la primera ¢ i [vwz| < N es té que el submot
vwe que inclou la part que s’ha de bombar no pot contenir alhora simbols a, bi ¢. Si hi
afegim que |vz| > 1, resulta que qualsevol bombament diferent de la unitat trencara la
igualtat entre el nombre de simbols «a, b1 c.

En detall, els diferents casos surten de considerar totes les possibilitats de situar els
submots per bombar v i = dintre de z: 1) Si vz € a™, aleshores, per a un bombament
i =0, es té uv®waz’y = wwy ¢ L ja que té menys a’s que b’s i ¢’s. 2) Els dos casos,
vr € b i vx € ¢T, es tracten manera analoga. 3) Si va conté a’s i b’s, aleshores, per
a un bombament i =0, es té uwy € L ja que té més ¢’s que a’s 1 b’s. 4) El darrer cas
que es dona quan vz conté b’s i ¢’s es resol analogament. En conseqiiencia, L no és un
llenguatge incontextual.

La idea essencial per aplicar el lema de Bar-Hillel és tenir en compte el fet que els
submots v i @ no poden estar gaire separats I'un de l'altre (en concret, no més de N
simbols). A l'exemple anterior, hem aprofitat aquest fet per assegurar que el bombament
no podia afectar simbols a, b i ¢ alhora.

El fet de marcar algunes posicions concretes de z utilitzant el lema d’Ogden permet
restringir el nombre de casos de bombament, ja que podem assegurar que almenys un dels
submots v 1 x ha d’estar localitzat en una zona concreta de z. De tota manera, perdem la
condicio sobre la longitud maxima del submot vwz que teniem en el lema de Bar-Hillel,
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ja que ara només estem autoritzats a suposar que el nombre de posicions distingides de
vwz (pero no la seva longitud) és menor o igual que N. Vegem-ho en un exemple.

Exemple 7.13 Considerem el llenguatge L = {a'b/c* | i < j < k}. Apliquem el lema
d’Ogden per demostrar que no és un llenguatge incontextual. Sigui un natural N > 1
qualsevol. Elegim el mot z = aVbVT1cN*t2 € L i el marcatge pu = a6V 1eVF2 que
distingeix les IV primeres posicions. Considerem qualsevol factoritzacié z =uwvway que
compleixi les condicions del lema d’Ogden i vegem quins sén els casos possibles per als

submots v 1 z.

El fet que |w|, > 1 obliga que v € ¢*. A més z ha de ser uniliteral, altrament prenem
un bombament i = 2 i tenim wv’wa’y € L ja que ni tant sols pertany a a*b*c* (per
exemple, si  conté a’s i b’s aleshores en uv?waz?y apareixera alguna b abans que alguna
a). Estudiem els casos que es presenten:

2

1. Si v=2, aleshores z € ™ i un bombament per i =2 produira uv?wa?y € L ja que

contindra un nombre de ¢’s més gran o igual que el nombre de b’s.

2. Sive€at, aleshores apareixen quatre casos per al submot z. Siz=\, x€at oz €T,
triem com abans un bombament i =2 i podem assegurar que el mot uv?wa?y té un
nombre de a’s igual o superior al nombre de b’s. Finalment, si €T i triem també
i=2, es compleix que el mot uv?wa?y té un nombre de b’s més gran o igual que el
nombre de ¢’s i tampoc no pertany a L.

Posarem ara de manifest que el lema d’Ogden és més fort 1 permet tractar més casos
que no el de Bar-Hillel, presentant I’exemple d’un llenguatge no incontextual sobre el qual
no és aplicable el lema de Bar-Hillel i si, en canvi, el d’Ogden.

Exemple 7.14 Considerem el llenguatge
L={a'bickd' |i=0 Vv j=k=I}.

Demostrarem que no podem aplicar a L el lema de Bar-Hillel. Observeu que L es pot
expressar com a reuni6 dels llenguatges disjunts

b*c*d* U at{b"c"d" | n>0}.

En tenim prou a prendre N =2. Sigui z un mot qualsevol de L de longitud més gran o
igual que dos. Hi ha dos casos:

1. Si z€b*c"d*, aleshores es tracta de triar una factoritzacié que permeti un bomba-
ment uniliteral (per exemple, v € b* i x =\ si el mot conté b’s) i segur que, per a
tot i > 0, es té uv'wz'y €b*c*d* C L.

2. Sizeat{b"c"d" | n > 0}, aleshores segur que podem triar una factoritzacié de
lestil v=a i 2 =A. Si el nombre de a’s de z és superior a 1, aleshores, per a tot
i >0, es té uvlwa'y € at{b"c"d” | n > 0} C L. Si el mot » només tenia una a,
aleshores, per al bombament ¢ =0, es té uwy € b*c*d* C L mentre que qualsevol
bombament positiu i > 1 déna uviwaiy € at{b"c"d" | n > 0} C L.

Exemple 7.15 Considerem el mateix llenguatge L que en 'exemple precedent. De-
mostrarem que no és un llenguatge incontextual utilitzant el lema d’Ogden.
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Donat un natural qualsevol N > 1, prenem el mot z =ab™ cNd"™ € L i el marcatge
p=ab™eNdYN de N posicions. Considerem ara qualsevol factoritzacié z = uvwazy que
compleixi les condicions del lema d’Ogden. Si v 0 2 no s6n uniliterals, aleshores, per a
qualsevol bombament amb i > 2, es té uviwz'y € L ja que wv'wa'y a*b*c*d*. Siviz
son uniliterals, aleshores per forca x € d* ja que si la & no contingués cap d, aleshores v
tampoc no contindria posicions distingides i, per tant, es tindria |vz|,=0.

1. Si @ = A, aleshores v € d* i un bombament amb i = 0 produira vwy ¢ L ja que
contindra el mateix prefix no nul de a’s pero menys d’s que b’s i ¢’s.

2. Si x €dT, aleshores cal considerar les cinc possibilitats per a v. Siv=X, v€at o
vedt, aleshores un bombament per i =2 ens assegura que el mot uv?wz?y continua
tenint un prefix no nul de a’s i un nombre de d’s estrictament superior al nombre
de 0’s i ¢’s. Els dos casos restants, v €0 i v €cT, es poden resoldre també amb un
bombament i =2, ja que s’obtenen mots uv?wz?y que conserven un prefix no nul
de @’s i que tenen un nombre de d’s estrictament superior al nombre de ¢’s i b’s,
respectivament.

7.3 Llenguatges inherentment ambigus

En aquesta seccié posarem de manifest l'existencia de llenguatges incontextuals inherent-
ment ambigus. Veurem que el lema d’Ogden és també una eina adequada per raonar sobre
I’ambiguitat de les gramatiques incontextuals i aixo sera la base de la demostracié que el
llenguatge incontextual {a't’c* | i=7 V j=k}, presentat a la secci 2.3 del capitol 2, és
inherentment ambigu.

ProproSICIO.  El llenguatge L={a't/c* | i=j V j=Ek} és inherentment ambigu.

DEMOSTRACIO. Sigui G=(V, Y, P, S) una gramatica incontextual qualsevol que generi
L. Sigui N’ la constant del lema d’Ogden per a aquesta gramatica. Considerem N el
maxim entre N’ i 3. A continuacié, provarem que existeixen dues derivacions diferents

del mot aVTN'PNHNNEN € [ per la gramatica G. Dividim la demostracié en tres parts.

- Primera part

NchN—l—N! NchN—l—N!

Considerem el mot z =« € L 1 el marcatge p=a que en distingeix
les N primeres posicions. El lema d’Ogden ens assegura l'existencia d'una factoritzacio

z=uvwzy que satisfa determinades condicions.

En primer lloc, pel fet que el submot w ha de contenir almenys una posicié distingida,
és necessari que u, v € a*.

En segon lloc, z no pot contenir dos simbols diferents ja que, en aquest cas, en
fer un bombament per i = 2, el mot resultant uv?wz?y no seria de a*b*c* i, per tant,
no pertanyeria a L. En consequencia, x ha de ser un mot de a* 4+ " 4+ ¢*. Ara bé,
x no pot ser de a*, ja que, en aquest cas, tindriem vex = «” amb p > 1 i, per tant,
uviwaly = oV POV NN ¢ [ Tampoc no es pot donar la possibilitat @ € ¢*, ja que si
x=c4, aleshores necessariament v =a?, amb p > 1, perque x no té cap posicié distingida.
En aquest cas, un bombament per ¢ =2 déna com a resultat uv?waz?y = aN PN N HNFa Z [

En consequencia, x € b*. Sigui x =09, amb ¢ < N, 1 sigui v =¢?, amb p > 1. Amb
un bombament per 7 =2 obtenim uv?wz?y =aV 1PNtV Com que aquest mot ha de



7 Propietats d’iteracié 163

pertanyer a L, i com que g# N!, ja que ¢ < N 1 N > 3, resulta necessariament que p=gq.
La factorltzaao que estem considerant és, per tant, de la forma:

Nprap rbsbprpsN—I—N'
R/—/\/\/\/_/—/

u v w x Yy

s =q

amb 1 < p < N.

Sabem, per aplicacio del lema d’Ogden, que existeix una variable A € V' associada a
aquesta factorltzaao tal que, per a tot ¢ > 0, es té una derivacio del tipus

S:>uAy:>uvw:1;yEL.

Si prenem ¢ =(N!/p) + 1 (valor sempre enter pel fitament de p), en resulta la derivacié

S :*> aN—p—rAbN—p—scN-I—N! :*> aN-I—N!bN-I—N!cN-I—N!

on la derivacié de la dreta correspon a

A S @NVHptrpNitpts

- Segona part
Considerem ara el mot 2/ =aV V0NN € L del qual en distingim les N darreres posicions.
Un raonament simetric al de "apartat 1 ens portaria a establir I’existencia d’una derivacié

del tipus
G & GN+NYN-p'=s' pN=p'=1' 2 N+NIN+N! NN

on la derivacié de la dreta correspon a

B :*> bN!—I—p'—I—s'CN!—I—p'—I—r' ]

- Tercera part

Es tracta de demostrar que les dues derivacions del mot @V NV pN N N+NE

€ L, construides
a les parts primera i segona, no poden correspondre a un mateix arbre de derivacio i que,

per tant, la gramatica G és ambigua.

Suposem que les dues derivacions anteriors corresponguessin a un mateix arbre de
derivacio. Com que la variable A genera a’s i b’s pero no ¢’s i, en canvi, la variable B
genera b’s 1 ¢’s pero no a’s, els nodes interns de ’arbre corresponents a aquestes variables
no poden ser un d’ells antecessor de 1’altre. Per tant, I’arbre considerat seria de la forma
representada a la figura 7.4.

Pero, en aquest cas, el nombre de simbols b generats ha de ser, com a minim,
Nl4+p4+s+ N+p+4,

valor que és forcosament superior al total resultant de N + N!. Aquesta contradiccid
invalida la suposicio que les dues derivacions corresponen a un unic arbre de derivacio.
d

Exercicis

7.1 Els llenguatges segiients sén tots regulars. Doneu subconjunts no regulars de cadascun d’ells.
1. ((a4+b)*¢)*(a+ b)*
2. {we{a, b} | Ju| =2}
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3

N-p- NI+p+rp Ni+pr NI+p +SANI+p +1° N-p'-r’
QNPT NPT NS NP +spN+p NP

< bN+N! >

. N+NI! A N+NE N+ -
- a“"vb e -

N4NUN+Nt NN
b c

Fig. 7.4 Les dues derivacions del mot a en un sol arbre

Awey | 2,yefa, b))

7.2 Demostreu que hi ha llenguatges incontextuals lineals que no s6n regulars.

7.3 Demostreu que els llenguatges seglients no son regulars:

7.4

7.5

7.6

1.

— = = = =
[ T

WO o =1 & Ot = W

El llenguatge de les expressions regulars sobre 'alfabet {-, +, %, (,), A, @, a, b} .
{a'bi c* | j = max(i,k)}

{a'¥/ | med(i,j) = 1}

(@b [i# ] A i# 2))

{abick i v j# h)

{abicd |i=k v j=1}

{we(at bt | Jula < ol V [l < Jle}

{we(a+b+e) | Fu,ve(at+b+e) w=uv A |u|=|v[*}
{a"ww|n>0 A we(a+b)*}

{eey |z, y€(a+b)* A zF és submot de y}

Azey | z,ye(at 0)” A (le] <yl v |e|=2)}

Azey |z y€la+b)* A (z=y V |z|#5)}

. {aba?bab---a~1ba™b | n > 1}

Aabliabiz - ccabit [n>1 Ady,.Li, 21T A (Fi1Ki<n i =4))

Doneu un subconjunt infinit i regular del llenguatge {ww® | w € (a+b)*}. Demostreu que, en canvi,
cap subconjunt infinit del llenguatge {wew® | w € (a+ b)*} no pot ser regular.

Sigui f una funcié numérica definida sobre els naturals. Preneu el llenguatge I = {a”b/(®) | n > 0}
i discutiu la seva regularitat en cadascun dels casos segiients:

1

2
3
4

. f constant.

. f constant per trams i definida només per un nombre finit de trams.
. [ bijectiva.

. Imatge(f) finit.

Siguin f i g dues funcions funcions numeriques creixents definides sobre els naturals. Considereu

els

dos llenguatges seglients, que suposarem regulars:
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7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

A={a’™ |n >0} i B={a?™ |n>0}.
Considereu també els llenguatges
Li={alM+90) | n >0} 1 Ly={alM>*9(?) | n > 0}.

Demostreu que Ly ha de ser regular i doneu un contraexemple que provi que Ly pot no ser-ho.

Siguin Ly ={a® | n > 0} i Ly ={a®" | n > 0} dos llenguatges definits sobre I’alfabet uniliteral
Y={a}.
1. Demostreu que Lq i Ly no sén regulars.

2. Demostreu que Ly i Ly no sén incontextuals.

En el suposit de considerar només alfabets X uniliterals, demostreu les dues afirmacions segiients:
1. El lema de bombament de Bar-Hillel és una condicié necessaria i suficient de regularitat.

2. Per a tot llenguatge L sobre X, L és incontextual si i només si L és regular.

Demostreu la versié segilient, més potent, del lema de bombament dels llenguatges regulars:

LEMA. Si L és un llenguatge regular, aleshores
AN >0 Ywe L Vwy, ws, wzge X*

(w=wiwawz A Jwa|=N) = Jz,y,2€X* wa=zyz Aly| > 1 A (Vi > 0 wizy’zwz € L).
Es demanas:

1. Utilitzeu el lema per demostrar directament la no-regularitat del llenguatge
{rrs | r,s€{a,b}"}.

2. Demostreu que el lema de Bar-Hillel es dedueix de I’anterior.

Demostreu que els llenguatges seglients no sén incontextuals:
L {we(at b+ o) | fwl = [l = wl.}

{ww | we (a+b)")

{a'b | j =)

{aibici | i # j}

{albeh it A j#K)

{abick |i#j Njtk ANitk)

{a'bi c* | j = max(i,k)}

{a*bicid? | i, > 1}

o =1 O Ot = W

Demostreu el lema de bombament segiient per a llenguatges lineals:
LEMA DE BOMBAMENT. Si L és un CFL lineal, llavors
AN >0 VzeL |z]| >N = FJu,v,w,z,y z=uvwzy A |uvey] < N
A o] =1 A (Vi> 0 uwweyeL).

Demostreu, per aplicacié del lema de bombament precedent, que els llenguatges definits als exerci-
cis 2.8 1 2.9 no sén lineals.
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Capitol 8 Automats amb pila

8.1 Introduccio

En aquest capitol presentarem un nou model de computacié: 1’automat amb pilao PDA (de
langles push-down automaton). Informalment, un PDA és un automat finit que disposa
d’'una memoria amb estructura de pila on emmagatzema simbols de treball. La utilitzacié
d’aquesta pila permet als PDA fer determinats comptatges 1 comparacions sobre els mots
d’entrada i, en general, possibilita guardar més informacié que la que estrictament es
pot codificar en els estats d'un automat finit. Un PDA, com el que esta representat
esquematicament a la figura 8.1, és doncs un model reconeixedor amb un control finit 1
una memoria potencialment infinita.

mot d’ entrada

[
)

—

control finit

Fig. 8.1 Esquema d’un automat amb pila

Comencarem, com al capitol 4, definint el model determinista, que posteriorment es-
tendrem al cas indeterminista. Veurem que, en la seva versié indeterminista, els PDA sén
equivalents a les CFGs 1 que, per tant, suposen una manera alternativa de caracteritzar la
familia dels llenguatges incontextuals. D’altra banda, els PDA deterministes constitueixen
una eina eficient d’analisi sintactica per a una extensa gamma de llenguatges incontex-
tuals 1 sén molt importants en l'area de la compilacié de llenguatges de programacio.
Els PDAdeterministes, pero, caracteritzen només un subconjunt estricte dels llenguatges
incontextuals. De tota manera, aquesta familia és prou amplia per abastar la definicié
dels llenguatges de programacio habituals.

Convé advertir al lector que, per tal de no carregar excessivament el text, les demostra-
cions corresponents a ’equivalencia entre gramatiques incontextuals 1 automats amb pila
han estat desplacades en forma d’annexos al final del capitol. Remarquem, també, que
la demostracié de la propietat de tancament dels DCFL respecte de la complementacio és
presentada només en linies generals, sense incidir en els aspectes més tecnics que poden
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dificultar la comprensié d’una construccié conceptualment senzilla.

8.2 Automats amb pila deterministes

Un automat amb pila determinista (abreujadament un DPDA, de 'angles deterministic
push-down automaton) és una estructura de la forma

M:<Q727F757q07Z07F>7

els components de la qual es defineixen a continuacié

() és un conjunt finit no buit d’estats.

Y és un alfabet (anomenat d’entrada).
- I' és un alfabet (anomenat de pila).

d és la funcié de transicié que definirem tot seguit.
- o€ Q) és lestat inicial.

- Zy €T és el simbol de fons de pila.

- F C (@) és el conjunt d’estats acceptadors.

La funci6 de transicié és una aplicacio de la forma
QX (XU{Ah) x I —QxTI™,

que és parcial, és a dir que no esta necessariament definida per a tots els punts del conjunt
de partida. Satisfa, a més, la condici6 segiient, anomenada condicié de determinisme: per
a tot estat p i tot simbol de pila Z, si §(p, A, Z) esta definida, aleshores (p,a, Z) no ho
esta per a cap simbol a de Y.

Expressarem les transicions §(p,a,Z) = (¢,a) en la forma Zpa F ag,' on els tres
components del domini de definici6é apareixen simplement concatenats, sense cap separacio
entre ells. La funcié de transicié es pot veure, per tant, com un subconjunt finit del
producte cartesia

rQ(¥u{i}) x I1-qQ,
que compleix unes condicions determinades.

Els criteris de notacié que farem servir séon coherents amb els que hem donat en els

capitols precedents. Usarem les darreres lletres mintscules de l'alfabet llati (--- w, z, v,
z) per representar els mots sobre ¥, les majuscules llatines (A, B, ..., Z) per representar
els simbols de l'alfabet de pila i les lletres gregues miniscules (a, 3, v, ..., w) per

representar els mots sobre 'alfabet de pila I'. A més, per evitar confusions, procurarem
que els alfabets d’entrada i de pila siguin disjunts.

De manera semblant als automats finits, els automats amb pila es poden descriure
mitjancant diagrames de transicions. Es tracta de grafs dirigits que tenen per vertexs els
estats de automat i tals que cada transicié de la forma Zpa - aq esta representada per un
arc que va de Uestat p a l'estat ¢, etiquetat amb Za|o (vegeu la figura 8.2). L’estat inicial
el representarem amb una fletxa que hi incideix i els estats acceptadors els identificarem
amb una creueta.

L Aixd ens permetra, com veurem més endavant, expressar una seqiiéncia de transicions d’un PpaA com l’aplicacié d’un
conjunt de regles de reescriptura.
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C za|a @

Fig. 8.2 Una transicié Zpa - aq

Exemple 8.1 La figura 8.3 representa un DPDA de dos estats {qo, ¢1 }, que té per estat
acceptador D'estat ¢g, per alfabet d’entrada els simbols a i b 1 per alfabet de pila els
simbols A, B i Z;.

8b|08
Zo&lZoA BalA
Zob|ZoB Ab|)

e
MOt
Zo|Zo

Fig. 8.3 Un automat amb pila determinista

Observeu que la funcié de transicié del DPDA precedent és parcial —per exemple,
no esta definida en (qq, a, A)— i que compleix la condici6é de determinisme exigida: com
que esta definida en (g1, A, Zy), aleshores no esta definida en (¢, a, Zp) ni en (¢1, b, Zp).

El funcionament d’un DPDA es pot descriure de la manera segiient: el control de
I'automat comenca en ’estat inicial amb el simbol Zy com a 1nic element de la pila
1, a partir d’aquest moment, llegeix un a un i1 d’esquerra a dreta els simbols del mot
d’entrada, canviant d’estat 1 modificant el contingut de la pila segons que indiqui la
funcié de transici6. Cada pas del calcul depen unicament de l'estat actual, del simbol
llegit en el mot d’entrada 1 del simbol del cim de la pila. La transicié corresponent indica
quin ha de ser el nou estat 1 quin ha de ser el mot que s’ha d’afegir a la pila una vegada
eliminat el simbol del cim. En la notacié Zpa F agq, p és l'estat actual, ¢ el nou, a el
simbol llegit de l'entrada, Z el simbol del cim de la pila i & el mot que s’afegeix a la pila,
llegit de baix cap a dalt.? Una vegada llegit tot el mot de 'entrada, aquest és acceptat
sl 1 només si s’accedeix a algun estat acceptador. Si en un moment donat del calcul la
funcié de transicié es troba indefinida i queden simbols de 'entrada davant o a la dreta
del capcal, 'automat s’atura i rebutja el mot d’entrada.

La definici6 que hem donat de la funcié de transici6 d’'un DPDA admet transicions
de la forma ZpA F aq (que escriurem Zp F ag). Aquestes transicions, que anomenem
A-transicions, tenen la particularitat de permetre un canvi d’estat i de contingut de la pila
sense consumir cap simbol del mot d’entrada. Observeu que l'indeterminisme que podria
apareixer a cada pas de calcul, per la tria de llegir o no un nou simbol del mot d’entrada,
és eliminat per la condici6 exigida a la funcio de transicié que forca que només es pugui
realitzar una A-transicié quan cap altra opcioé no és possible. Més endavant discutirem la
necessitat i les implicacions d’aquestes A-transicions.

2Convé advertir que hi ha textos que segueixen la convencié contraria: el simbol de més a l’esquerra de a és el de la
part superior de la pila.



170 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

Llenguatge reconegut per un DPDA

Per caracteritzar formalment el llenguatge associat a un automat amb pila determinista
M={(Q,X,I6 q,Zo, F') qualsevol, necessitem definir primer els conceptes de configu-
racio i de transicié directa entre configuracions.

DEFINICIO. Anomenem configuracié (o descripcid instantania) tot mot apx € ['*QX*,
on p representa l’estat actual, = el sufix de 'entrada compres entre el simbol que esta
llegint el capcal 1 I'extrem dret, 1 « € ['* el contingut de la pila, llegit de baix cap a dalt.

DEFINICIO. Diem que existeix una transicié directa (o un pas directe) d’una configuraci6
ypx a una altra v'ga’, 1 ho representem per ypr K7 v'gx’ (o simplement per ypx F v/qa’
quan M estigui sobreentes) quan existeix a € ¥ U {A} tal que x =aa’, existeixen Z €' i
a,BET™ tals que y=aZ , y'=af i la funcié § conté la transicié Zpa F [q.

En altres paraules, el pas directe de la configuracié aZpaz’ a la configuracié afqga’,
utilitzant la transicié Zpa = (3¢, no és res més que reescriure el submot Zpa de la primera
configuracié en [Fq per tal d’obtenir la segona. La figura 8.4 representa esquematicament
una transicié directa.

e I B ~ 7B
® . @ .

Fig. 8.4 Transicié directa de la configuracié aZpaz’ a la configuracié afqx’

En tant que - és una relaci6 entre parells de configuracions, podem considerar el seu
tancament reflexiu i transitiu, el qual representarem per F—. Aixi, diem que k F— &' si
es pot passar de la configuracié k a la configuracié k' en zero o més passos de transicié
directa. En altres paraules, sempre que existeixin ko, k1, ..., k, configuracions intermedies
tals que

k=kobFk k- Fk 1 FE =FK.

Utilitzarem la notacié k - k' per representar el pas de la configuracié k a la configuracié
k' en exactament n transicions directes. Estem ja en condicions de definir el llenguatge
reconegut per un automat amb pila determinista.

DEFINICIO. Donat un DPDA M =(Q, X, I, 6, qo, Zo, F') qualsevol, s’anomena llengunatge
reconegut per aquest automat, i es representa per L(M), el conjunt dels mots que permeten
passar de la configuracié inicial a una configuracié amb estat acceptador després d’haver
consumit tots els simbols del mot d’entrada. Formalment,

L(M) ={weX¥*|Jacl™ qeF Zygow I aq}.

DEFINICIO.  Anomenarem llenguatge incontextual determinista, abreujadament DCFL,
qualsevol llenguatge reconegut per un DPDA. Representarem per DCFL la familia dels
DCFL.
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Veurem més endavant, en aquest mateix capitol, la justificacié d’aquesta denominacio,
és a dir, que els DCFL son tots ells CFL. A continuaci6 presentem alguns exemples de DCFL
1 la seva caracteritzacié via DPDA.

Exemple 8.2 L’automat amb pila donat a 'exemple 8.1 reconeix el llenguatge dels
mots de {a,b}* que tenen el mateix nombre de simbols a i b. El seu funcionament és
molt senzill: els simbols A 1 B de ’alfabet de pila s’associen, respectivament, als simbols
a i b de lentrada, i el contingut de la pila reflecteix, a cada pas de calcul, la diferéncia
de simbols @ i b del mot d’entrada que han estat llegits fins a aquest moment. L’estat ¢q
correspon als prefixos amb el mateix nombre de a’s i &’s i, per tant, és estat acceptador,
mentre que 'estat no acceptador ¢; correspon als prefixos en que el nombre de a’s i b’s és
diferent. La gestié de la pila en l'estat ¢; és la segiient: si hi ha superavit de a’s (apareix
un simbol A al cim de la pila), noves a’s incrementen aquest superavit (s’afegeixen més
simbols A a la pila) i noves b’s el decrementen (s’eliminen A’s de la pila). En cas de
superavit de b’s (el cim de la pila és un simbol B), el comportament és el simetric. Es
retorna a ¢o cada vegada que el comptador de a’s 1 b’s s’iguala (apareix Zy al cim de la
pila); per tant, el mot d’entrada acabara la seva computaci6 en go —1 sera acceptat— si i
només si té tantes a’s com b’s .

Exemple 8.3 Considerem el llenguatge {wecw® | w € (a + b)*} sobre l'alfabet {a, b, c}.
La figura 8.5 representa un DPDA sense A-transicions que el reconeix.

ZoC | Zo
Ac|A
2 Aal
B'b| A
— B g, | @

Zoa|ZoA' BalBA
Zob|Z,B'(_ ) Ab|AB 8o
Aa|AA  Bb|BB
Ba|BA Ab|AB
Aa|AA Bb|BB

Fig. 8.5 DPDA que reconeix el llenguatge {wew® | wé€ (a+ b)*}

La funcié de transicié d’aquest mateix automat, expressada en forma de regles de
reescriptura, es troba a la taula 8.1.

Taula 8.1 Taula de transicions del DPDA de la figura 8.5

Zogoa F ZoAlq B'qob = B'Bqy
Zoqob F ZyB'qo B'gqoc - B'q
Zogoc F Zogo Bgoa + BAqg
Algpa + A'Aqg Bgyb + BBg
Algob + A'Bgg Bgyc + Bgqq
Algoe = Alg Aqa = ¢
Agoa F AAg Agpa F q
Agb F ABqgo B'gib F g
Agec F Aq Bab F ¢
B'goa = B'Aqg
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La idea basica del funcionament de "automat és que emmagatzema a la pila el prefix
w del mot de 'entrada i després de consumir el simbol ¢ compara, simbol a simbol, el
contingut de la pila amb el sufix w® que queda per llegir. I automat accepta quan, després
de consumir tot el mot de ’entrada, a la pila només hi queda el simbol de fons Z,. Per
exemple, a continuacié presentem la seqiiencia de configuracions que porten l'automat
descrit a acceptar el mot w=abacaba. Observeu que hem subratllat els submots que es
reescriven a cada pas.

Zoqoabacaba = ZyA'qobacaba &= ZygA' Bggacaba = ZyA' BAggcaba
[ ZOA’BAqlaba [ ZOA’Bqlba [ ZOA’qla [ Z0q2

i el mot és acceptat, ja que ¢ € F.

Es interessant assenyalar que el fet de marcar de manera especial el primer simbol
que guardem a la pila (A" o B') possibilita la construccié de Pautomat sense utilitzar A-
transicions, ja que permet anticipar en un pas el coneixement que no queden més simbols
utils a la pila i passar a I'estat acceptador consumint justament el darrer simbol del mot
d’entrada i no després amb una A-transicié. Amb la mateixa idea es podria construir un
DPDA sense A-transicions equivalent al de 'exemple 8.1.

A la vista de 'exemple precedent, ens podem preguntar si és sempre possible evitar
les A-transicions en els DPDA, ja que en tal cas aquestes serien superflues. La resposta és
negativa. Podem constatar-ho a l’exemple segiient.

Exemple 8.4 Sigui el llenguatge {a"b™1c" | n,m > 1} U {a"b™2¢™ | n,m > 1} sobre
lalfabet ¥={a, b, ¢,1,2}. L’automat de la ﬁgura 8.6 és un DPDA que el reconeix.

Ac|A
Zoal ZoA
Aa|AA Acl)\
Zo| A
i Ab|AB B1|A
BZIB AlA
BblB Bc|

Fig. 8.6 DPDA que reconeix {a"6™1c” | n,m > 11U {a"6™2¢™ | n,m > 1}

El DPDA presentat funciona basicament de la manera segiient: els estats g; 1 ¢
s’utilitzen per memoritzar la quantitat de simbols ¢ i b que hi ha al principi del mot
d’entrada (guardant els simbols auxiliars corresponents A i B a la pila) i per forcar que
l'ordre sigui correcte (primer les a’s i després les b’s). El simbol 1 o 2 que es llegeix a
continuacié determina un dels dos possibles camins a seguir sobre 'automat: un a través
dels estats g3, ¢5 1 gs (per als mots de la forma a™b™1c") i altre a través dels estats g4 i
gs (per als mots de la forma a"™b™2¢™). En el primer cas, es desapilen amb A-transicions
els simbols B que han quedat damunt la pila i que han passat a ser inutils a I'efecte de
comptatge (estat ¢3) 1 després es comprova que hi ha tantes ¢’s a 'entrada com simbols
A ala pila (estat ¢5). En el segon cas, el comptatge dels simbols ¢ es pot fer directament,
ja que cal aparellar-los amb els simbols B del cim de la pila (estat ¢4). En qualsevol dels
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dos casos, es fa una A-transicié cap a l'estat acceptador quan el comptatge acaba tenint
exit.

Observeu que els parells d’estats ¢, ¢2 1 g3, g5 es poden agrupar en sengles estats
unics. No ho hem fet per preservar la claredat i la connexié entre la idea del disseny de
lautomat i el paper que juga cadascun dels estats. Observeu també que, en "acceptacio
dels mots del tipus a”b™2c¢™, el DPDA construit no es preocupa de buidar els simbols A
que han quedat al fons de la pila, producte del processament inicial del prefix a™. Aixo

no té cap importancia, perque el criteri d’acceptacié que hem definit només té en compte
lestat d’acabament i no el contingut final de la pila.

Si mirem detingudament el llenguatge de l'exemple 8.4, ens convencerem que les
A-transicions sén inevitables. La clau del problema rau en el fet que el simbol (1 o 2)
que ens permet decidir si estem esperant un mot de la forma a”b™1¢™ o bé a™b™2¢™ no
apareix fins després d’haver llegit el primer grup de a’s 1 b’s i, per tant, obliga a guardar
en la pila els simbols B corresponents a les b’s per si es tractés del segon cas (podeu
comprovar que, en canvi, el llenguatge {a"16™c" | n,m > 1}U{a"20™c™ | n,m > 1} si que
pot ser reconegut per un DPDA sense A-transicions). Per tant, el model de DPDA amb A-
transicions pot reconeixer un conjunt de llenguatges més gran que no pas el mateix model
sense aquestes transicions buides. Aquesta caracteristica i el fet que el model conserva
totes les propietats que fan del DPDA una eina 1til i eficient en el camp de la compilacio
en justifiquen la introduccié.

L’existencia de les A-transicions té com a conseqiencia que un DPDA pot entrar en
bucle sense consumir simbols del mot d’entrada. Si el bucle es produeix abans d’haver
llegit completament l'entrada, aquesta entrada no és acceptada, si ens atenim a la definicié
d’acceptacio. Pero un mot pot ser acceptat encara que I'automat no s’aturi. N’hi ha prou
que, un cop llegit enterament, ’automat accedeixi a algun estat acceptador, ja sigui
abans d’entrar en un bucle de A-transicions, ja sigui a dins mateix del bucle. Observeu
que aquesta situacié és impossible en el model d’automat finit® , ja que un DFA efectua
exactament tants passos de transicié com simbols tingui el mot d’entrada fins a aturar-se
en un estat d’acceptacio o de rebuig. Per tant, el seu cost és sempre lineal respecte de la
llargada de ’entrada.

Més endavant, en tractar les propietats dels DCFL, veurem que, afortunadament,
aquests bucles de A-transicions sén detectables i1 evitables de manera algorismica.

Un altre fet interessant d’observar a ’exemple 8.4 precedent és que el simbol 1 0 2 que
apareix en els mots del llenguatge és el que converteix en determinista el llenguatge en
questié. Es pot demostrar que, en canvi, no existeix cap DPDA que reconegui el llenguatge
{a"b™c" | n,m > 1} U{a™b™c™ | nym > 1}, Informalment, aixo prové del fet que els mots
d’aquest llenguatge no tenen cap caracteristica que permeti distingir, en algun moment
del calcul, si el mot de 'entrada ha de ser del tipus a™b™c” o bé del tipus a"b™c™. Aixo
obliga a considerar indeterministicament les dues possibilitats 1 a disposar, per tant, d'un
model indeterminista de PDA.

3Ens referim al model d’autdmat finit determinista unidireccional. Més endavant, al capitol 9, veurem que els autdmats
finits bidireccionals també poden entrar en bucle.
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8.3 Automats amb pila indeterministes

El model indeterminista d’automat amb pila que presentarem en aquesta seccié és un
recurs conceptual que té l'interes teoric de ser equivalent al model de gramatica in-
contextual i, per tant, de caracteritzar la familia dels llenguatges incontextuals. Els
DPDA son un cas particular d’aquests automats amb pila indeterministes, pero no sén
models equivalents, ja que la familia dels DCFL és un subconjunt estricte de la familia
dels CFL. En aquest sentit, veurem que un llenguatge clarament incontextual com ara
{a"b0™c" | n,m > 1} U {a™b™c™ | nym > 1}, que hem vist al final de la secci6 anterior, i
que no és DCFL, si que és reconegut per un automat amb pila indeterminista.

DEFINICIO. Un automat amb pila indeterminista (abreujadament NPDA, de ’angles,
non-deterministic push-down automaton) és un tuple de set components

M = <Q727F757q07Z07F>7

on Q, X, I', qo, Zo 1 F tenen el mateix significat que en la definicié dels DPDA, pero ara
la funcié de transicié ¢ és qualsevol subconjunt finit del producte cartesia

rQ(x u{i}) xr-qQ.

Es defineixen els conceptes de configuracié 1 transicié entre configuracions exacta-
ment igual que en el cas determinista. Observeu que 'inica diferencia respecte del model
determinista és que ara una configuracié pot anar seguida directament de diferents con-
figuracions. Finalment, el llenguatge reconegut per un NPDA és també el conjunt de
mots que permeten passar de la configuracié inicial a una configuracié amb estat accepta-
dor després d’haver-se consumit tots els simbols. Formalment, donat un NPDA qualsevol
M =(Q,X, T4, q,Z, F), s’anomena llenguatge reconegut per aquest automat, i es re-
presenta per L(M), el conjunt

L(M) ={we ¥*|Jacl*Iqe F Zygw F-aq}.

La idea d’indeterminisme presentada és la mateixa que ja hem vist al capitol 4
d’automats finits. Intuitivament, un PDA indeterminista accepta un mot w quan exis-
teix un cami acceptador, és a dir, una sequencia de tries que condueixen, al llarg del
procés del mot en qiiestio, des de la configuraci6 inicial a una configuracié acceptadora.
L’automat rebutja el mot w quan cap de les tries possibles, al llarg del procés de w, no
porta a una configuracié acceptadora. Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 8.5 Considerem el llenguatge dels mots palindroms de longitud parella,
{ww® | we(a+b)*}. La figura 8.7 és un NPDA que el reconeix.

> >

Zoa|ZoA  Ba|BA Aal|
Zob|ZoB  Ab|AB Bb|

Aa|AA Bb|BB
Aa|A Zo|A
—( 1 3l 2 d
Bb|A
W

Fig. 8.7 NPDA que reconeix {wuw® |w € (a+ b)*}
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Observeu que en aquest automat el caracter indeterminista de la funcié de transicié
ve donat pels parells de transicions segiients:

Alal AAl, Ala+2 i BlbF BB1, BlbF 2.

El seu funcionament és molt semblant al de 'automat de la figura 8.5. Per acceptar un
mot, cal llegir i apilar w simbol a simbol i, un cop arribats a la meitat del mot, llegir
w® comparant-lo amb el que tenim a la pila, mentre es va desapilant. El punt clau aqui
és com es determina aquesta meitat que marca el canvi de comportament de I’automat.
L’indeterminisme es pot veure com un ajut extern que indica en quin moment ’automat
ha de comencar a desapilar. Aquest fet és impossible de decidir de manera determinista
sense dotar 'automat d’altres recursos, com ara la possibilitat de fer recular el capcal, o
la de permetre-li posar marques als simbols de 'entrada.

Exemple 8.6 Sigui el llenguatge {a"0™c" | n,m > 1}U{a"b™c™ | n,m > 1}, esmentat
anteriorment. A la figura 8.8 es representa un NPDA que el reconeix.

Ab|A Ac|A

Zoa|20A

Aa|AA Ac|A
Ab|A Zo|A

Bb[BB  BC|A

Fig. 8.8 NPDA que reconeix {a"b™c” | n,m > 11U {a"b™c™ | n,m > 1}

El graf d’estats descriu basicament dos camins possibles per arribar a l’estat accep-
tador: un a través dels estats ¢, q3, ¢5 i gs, per acceptar els mots de la forma a™b™c",
i laltre seguint els estats g1, g2, g4 1 g, per acceptar els mots de la forma a"b™c¢™. La
tria indeterminista entre aquests dos camins es fa en l’estat ¢; amb el primer simbol del
mot d’entrada. En qualsevol dels dos casos, la seqiiencia d’estats i el tipus de transicions
garanteixen l'ordre dels simbols i el seu nombre minim, és a dir, mots de atb*ct. Fi-
nalment, la pila s’utilitza per comptar el mateix nombre de a’s 1 ¢’s en el primer cami i
el mateix nombre de b’s i ¢’s en el segon.

Remarquem que, a diferencia dels DPDA, els NPDA poden prescindir de les A-transi-
cions sense perdre potencia de calcul. La demostracio d’aixo, que deixem per al lector,
no és dificil.

Exemple 8.7 L’automat de la figura 8.9 és un NPDA sense A-transicions que reconeix
el llenguatge {a"0™1c" | n,m > 1} U{a"b™2¢™ | n,m > 1}, presentat a 'exemple 8.4
com a prototipus de DCFL que no pot ser reconegut per cap DPDA sense A-transicions.
Podeu comparar aquest automat amb el DPDA que apareix a la figura 8.6.
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Ab|A Ac|A
Zoa|ZoA' . , ,
Aa|AA AL|A
Aa|AA A’bIA’ AlIA ,
Ab|A AC|A
O
o%
B2|B
Zob|ZoB' B2|B
B'b|BB

Bb|BB Bc|A

Zoa|20

Fig. 8.9 NPDA sense A-transicions

8.4 Equivalencia entre automats amb pila
i gramatiques incontextuals

En aquesta seccié veurem que els automats amb pila indeterministes 1 les gramatiques
incontextuals caracteritzen la mateixa familia de llenguatges. Una consequencia d’aquest
resultat és que, ates que tot DPDA és un cas particular de NPDA, els DCFL sén efectivament
CFL (com el seu nom suggeria). Farem la demostracié en dos passos: en primer lloc,
demostrarem que a tota CFG li correspon un NPDA que reconeix el llenguatge generat per
ella, 1 després provarem la correspondencia inversa. En ambdoés casos, explicitarem les
construccions involucrades.

Construccié d’un NPDA a partir d’una CFG

Informalment, el NPDA resultant d’aquesta construccié concentra tot el procés en un
unic estat i utilitza la pila per fer un recorregut, en preordre (top-down), d’un arbre de
derivacio seguint les produccions de la gramatica. L’indeterminisme del PDA sera essencial
per poder optar entre les diferents produccions de la gramatica que son aplicables a cada
pas. Si algun dels camins possibles porta ’automat a reproduir en la pila el recorregut
d’un arbre de derivacié del mot d’entrada, aleshores el mot és acceptat, altrament és
rebutjat. L’alfabet de pila ha de contenir, per tant, variables i simbols terminals de la
gramatica. Precisament, el tipus de simbol que apareix al cim de la pila determina, a cada
pas del calcul, el comportament que ha de seguir I'automat: 1) Si el cim de la pila és una
variable X, 'automat ha de tenir un cami possible per cada produccié de la gramatica
del tipus X — a. Escollir-ne un significa fer una A-transicié que substitueixi, a la pila,
la variable X per la part dreta de la produccié, a. 2) Si el cim de la pila és un simbol
terminal a, 'automat ha de verificar que sigui igual al simbol en curs del mot d’entrada 1
avancar el capcal de lectura cap al simbol segtient. Calen, doncs, dos tipus de transicions:
unes per reflectir aquesta tria entre les diferents produccions aplicables (indeterminisme) i
unes altres per comprovar que el mot que es va construint a la pila coincideix exactament
amb el de 'entrada. Finalment, la condicié d’acceptacié és que 'automat hagi consumit
tots els simbols de l'entrada i a la pila hi resti unicament el simbol Zgy, és a dir, que
algun dels camins possibles hagi permes reproduir, a la pila, un arbre de derivacio del
mot d’entrada. Formalitzem aquestes idees.
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Donada una gramatica incontextual G = (V, ¥, P, S) qualsevol, definim el NPDA
MG = <Q7 27 F? 57 do, Z07 {f}> , Ol
- Q = {qo,p,f}. El conjunt d’estats esta format per un estat inicial, un estat acceptador

1 un estat que anomenarem de procés.

- I'=XYUVU{Z} on Zy¢gV UX. L'alfabet de pila conté les variables, els terminals
1 el simbol Z;.

- El conjunt de transicions esta format per:
1. Zogo = ZpSp. Una A-transicio inicial que permet comencar el procés, a base de
posar la variable inicial de la gramatica al cim de la pila i1 evolucionar cap a ’estat
p.
2. {ZpF ofp | Z—a € P}. Amb la variable Z al cim de la pila hi ha d’haver una
A-transicié per a cada produccié de la gramatica associada a la mateixa variable.

Observeu que la convencié que hem adoptat d’escriure la pila de baix cap a dalt
obliga a posar af a la part dreta de la transicio.

3. {apat p | a€eX}. Les transicions que comproven que els terminals de 'arbre es
corresponen amb els simbols del mot d’entrada.

4. Zop - f. Una A-transicié que permet passar a ’estat acceptador f quan tot el mot
ha estat processat.

Prorosicio. L(Mg) = L(G).

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquesta proposicié es troba a I’annex A, al final del
capitol. O

Exemple 8.8 Considerem el llenguatge L={w € (a+b)* | |w|,=|w|p}. Les produccions
seglients descriuen una gramatica incontextual G que genera L

S — aSbS|bSaS|A.

Sigui el mot w=abbaba € L. L’arbre de la figura 8.10 és un possible arbre de derivacié
de w segons la gramatica G.

%m

S

A

Q
>—w
O

S
S\\a
S b S

A A

Fig. 8.10 Un arbre de derivacié per al mot abbaba
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L’automat Mg, construit segons la definicié precedent, contindra les transicions se-
giients.

......

1. La transici6 inicial: Zyqo - Zo.Sp.
2. Les transicions associades a cada produccio:

SpF SbSap, Spk SaSbp i Sptp.

3. Les transicions de comprovaci6 dels simbols de lentrada amb els terminals de la
pila: apabp i bpblkp.
4. La transicié de pas a l'estat acceptador: Zgp - f.

Aquest NPDA que hem construit reconeix L. Com a exemple, donem a continuacié
una seqiiéncia de configuracions que prova que Mg accepta el mot w.? Observeu que els
simbols que van apareixent al cim de la pila a cada pas del procés s6n els que corresponen
al recorregut en preordre de 'arbre de derivacié de la figura 8.10.

Zoqoabbaba & ZySpabbaba F  ZySbSapabbaba
F ZoSbSpbbaba = ZySbpbbaba
F ZoSpbaba F ZoSaSbpbaba
F ZoSaSpaba + ZySaSbSapaba
F Z0SaSbSpba + ZySaSbpba
F ZoSaSpa F ZoSapa
F Z()Sp F Zop
Ff

i el mot és acceptat, ja que f és un estat acceptador.

Remarquem, una vegada més, que la construccié del NPDA a partir de la CFG ens dona
com a resultat un automat amb tres estats, dels quals 'inicial i I’acceptador tenen una
funcié rutinaria, mentre que tot el procés especific es realitza sobre un unic estat. Aixo
és tant com dir que no és mitjancant els canvis d’estat que automat fa la seva funcio,
siné a través del procés de modificar la pila (en efecte, cada modificacié d’una variable
al cim de la pila correspon a l'aplicacié d'una produccid), la qual cosa representa una
traduccid exacta del procés de derivacio de la gramatica. Aixi, el diagrama de transicions
de l'automat es redueix a tornar a escriure la gramatica en una forma diferent pero
analoga.

Aquest fet posa clarament de manifest la perdua del caracter automatic dels PDA
indeterministes. Conceptualment, un NPDA és molt més proper a una gramatica incon-
textual que no pas a un model reconeixedor. Els tnics automats “veritables” sén, des
d’aquest punt de vista, els DPDA, els quals permeten tractar 1’acceptacié de mots de
manera eficient.

Construccié d’una CFG a partir d’'un NPDA
Amb vista a facilitar la construcciéo en aquest sentit, és convenient introduir un nou
model d’automat amb pila, que anomenarem NPDA d’acceptacio per pila buida. Es tracta

4(Convé assenyalar que el que proposem no és I'inic cami acceptador de w sobre Mg. Cada arbre de derivacié de w
segons la gramatica déna lloc a un cami acceptador diferent.
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basicament d'un NPDA usual (que en aquest context anomenarem NPDA d’acceptacio
per estat final) en que els estats acceptadors son irrellevants i 'acceptacié dels mots es
produeix per buidat de la pila.

Formalment, es defineix com una estructura M =(Q, ¥, I, 4, q, Zo,2), on Q, ¥, I,
d, qo 1 Zo tenen el mateix significat que en la definicié dels NPDA d’acceptacié per estat
final. El llenguatge reconegut per aquest automat M és:

L(M) ={weX*|IqeQ Zogow Fq}.

La figura 8.11 conté un NPDA d’acceptacié per pila buida, equivalent al de la figura 8.3,
que reconeix el llenguatge dels mots sobre {a,b} que tenen tantes a’s com b’s.

Aa
Bb

AA
BB

Fig. 8.11 Un NPDA d’acceptacié per pila buida

Es senzill demostrar 1’equivalencia dels dos models d’automat amb pila presentats.
Donarem aqui només la demostracio d’una de les implicacions. L’altra implicacio és
considerada a l'exercici 8.5.

PROPOSICIO. Per a tot llenguatge L, si L és reconegut per un NPDA d’acceptacid per
estat final, llavors també és reconequt per un NPDA d’acceptacio per pila buida.

DEMOSTRACIO. Sigui M =(Q, X, T, 6, q, Zo, F) un NPDA d’acceptacié per estat final
que reconeix L. Es tracta senzillament d’incorporar un nou estat ¢, accessible des dels
estats acceptadors, que s’encarregui de buidar la pila. Addicionalment, cal protegir el
fons de la pila amb un nou simbol Xy per sota de Zy, per acceptar correctament aquells
mots que porten M a buidar la pila en un estat acceptador (sera necessari afegir un nou
estat inicial, ¢;, per inicialitzar adequadament la pila).

Formalment, la construccio del NPDA d’acceptacié per pila buida equivalent és la
seglient: M'=(Q", X, I, ¢, Zo,2), on Q' =Q U{q, @}, ['=TU{Xo} i

Es clar que els dos automats reconeixen el mateix llenguatge. O

Ja estem en condicions de presentar el procés de construccié, a partir d'un NPDA
M d’acceptacio per pila buida, d’'una gramatica Gy que generi el mateix llenguatge
que reconeix M. Sigui M =(Q,X,I,6,q, Zo,2) un NPDA d’acceptacié per pila buida.
Construim la gramatica Gy =(V, X, P, S), on S és un simbol nou, de la manera segiient:

-V ={S} U@ xTI xQ. Representarem les variables del tipus (p, 4,¢) €Qx I'x Q
en la forma [pAq], i el seu significat sera el segiient: la gramatica Gy podra generar
un mot w a partir d’'una variable [pAg] si i només si 'automat M, amb contingut de
pila A, passa de l'estat p al ¢ consumint w 1 buidant la pila.
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- El conjunt de produccions esta format per:
1. S—[qoZoq] per a cada ¢€Q.
2. [pAg]—a per a cada (ApaF ¢)€é amb ae ¥ U {\}.

3. [PAG,] = alaB1gi ][ B2is] - - + [y Bralisn]
per a cada (Apa b By, -+ Byg)€4d icada (¢y,...,¢q,,)€EQ™.

ProOPOSICIO. L(Gu) = L(M).

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquesta proposicié es troba a 'annex B, al final del
capitol. O

La construccié donada és general per a NPDA. Com que els DPDA en son casos par-
ticulars, la manera de construir la gramatica equivalent segueix exactament els mateixos
passos. De tota manera, aquestes contruccions donen lloc, en general, a un nombre de
produccions de la gramatica que és exponencial amb respecte la talla del PDA de partida.
Es facil veure® que podem fer passar el cost d’aquesta construccié d’exponencial a cibic si
prenem la precaucié de transformar previament les transicions que afegeixen un nombre
arbitrari de simbols a la pila en sequiencies de transicions que substitueixen el simbolo de
cim de pila per dos simbols com a maxim. Vegeu l'exercici 8.14.

Exemple 8.9 Tornem a considerar el llenguatge L dels mots que tenen tantes a’s
com b’s. Es tracta de construir una gramatica incontextual per a L, a partir del NPDA
d’acceptacié per pila buida de la figura 8.11, el qual anomenem M.

La gramatica Gy estara descrita per les produccions segiients.
1. Les produccions lligades a la variable inicial:

S—1902Z0q0] | [90Z0a1] | [90Z042])-

2. Les produccions derivades de les transicions que esborren simbols de la pila, és a
dir, AgibF ¢, Buab g1 i Zogo gz

[qlAql]—>b7 [qqul]—>(l i [(JOZO(]Z]%)\

3. Les produccions derivades de les transicions que no fan decréixer el nombre de
simbols de la pila. Per exemple, la transicié Zggoa F Zy Aqq origina totes les pro-
duccions del tipus

[90Z0q']— alar Ad"lq" Zoq'],

on ¢' i ¢" sén estats qualssevol de Pautomat (go, g1, 0 qz).Es a dir,

[90Z090] — alg1 Ago][90 Z0g0] | alg1 Aqi][q1Z040] | alg1 Ag2][g2 Zo go]

[90Z0g1]— alg1 Ago][g0Zoq1] | algr A1 Zoq1] | algr Aga][g2 Zo 1]

[90Z0g2] = alg1 Aqo[90 Zo¢2] | alg1 Aqi][q1 Zo2] | alg1 Aqe]lq2 Zoga] -
Observeu que el seguiment estricte del procés de construccié comporta una explosio
exponencial del nombre de produccions respecte del nombre d’estats de ’automat.
De tota manera, moltes d’aquestes produccions generades no seran necessaries, ja

que contindran simbols inutils. En el cas present, raonaments molt simples sobre el
NPDA M ens permeten reduir drasticament el conjunt de produccions a considerar.

5Vegeu [HMUO1], pags. 294 i 295.
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Per exemple, s’observa que M nomeés utilitza Z; en el fons de la pila i que només
pot buidar la pila amb la transici6é cap a l'estat ¢z (ja que és I'inica que esborra el
simbol Zy). Per tant, podem deixar de considerar les variables del tipus [pZpq] amb
q diferent de gy, en particular [goZoqo] 1 [goZoq1]- Observeu també que, del fet que
lestat g2 no tingui cap transicié definida, se’'n despren que totes les variables del
tipus [g2 X ¢] seran imitils en la gramatica. Amb aquestes simplificacions, les nou
produccions presentades anteriorment es redueixen a:
(90 Zoq2]— alq1 Aqol[90Zog2] | alq1 Aqi][q1 Zoge] -

Els criteris de simplificacié ja exposats i d’altres de semblants ens permeten reduir
la resta de produccions al conjunt segiient.

- Zoqob F ZyBgy origina:
[90 Z042] = 0lq1 Baol[90 Zo 2] | blq1 Ba1]lq1 Zoq2] -

- Aqra F AAq origina:
(a1 Ag] = alg Aq g1 Ag), [aAa] =g AallgAa] i
(1 Ag]—da AalgAg].

- Bq1b = BBq origina:
[1Bgo] = algs Bar )1 Bgo] . [ Bqi]— algs Bi]lgn B i
[¢1 Bgz2]— a[q1 Bq1][q1 Bgz] -

- Finalment, ¢, Zy & Zoqo origina: [q1 Zoq2]— [q0 Zoq2] -

Observeu també que de les produccions associades a la variable S només té sentit S —
[90Z0q2]. Identificarem aquestes dues variables en una de sola i rebatejarem la resta de
variables amb noms més senzills:

S=lwZog], A=[01Zog], B=[n14¢],
D =[pAp], E=[aBwl, F=[nBq] i
Escrivim la gramatica resultant:

S—A|aBS |aCA|bES |bFA

A—=S

B—aCB

C—=b|aCC

D—aCD

E—bFE

F—a|bFF

G—=bFG.

Observeu que les variables B, D, E i G s6n simbols no fecunds, que les variables D i G
son no accessibles i que la variable A és la “mateixa” que la S. L’eliminacié d’aquests
simbols no 1tils i redundants déna com a resultat la gramatica segiient amb només tres
variables i set produccions:

= [thth

C
G = [q1 Bg).

S—\|aCS | bFS
C—b|aCC
F—a | bFF.

La gramatica construida a ’exemple precedent és equivalent a la de 1’8.8, pero a més
aquesta és inambigua. Aquest fet no s’ha donat per casualitat. Fixeu-vos que el NPDA
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d’acceptacio per pila buida original, tot 1 ser indeterminista, té un unic cami acceptador
per a cada mot que reconeix, i que aquest fet es tradueix en un tnic arbre de derivacié
possible en la gramatica. La unicitat del cami acceptador és immediata quan el PDA de
partida és deterministai es fa la construccié canonica per a passar a un NPDA d’acceptacid
per pila buida. Aquest resultat ens proveeix d'un mecanisme per construir gramatiques in-
ambigues per als DCFL (sempre que coneguem els DPDA corresponents). Addicionalment,
ens permet afirmar que tots els DCFL so6n inambigus.

A la vista de les dues proposicions presentades en aquesta seccio, podem enunciar el
teorema seguent.

TEOREMA. Un llenguatge €s incontextual si © només si és el llenguatge reconegut per
algun automat amb pila.

En consequiencia, a partir d’ara podem estudiar els CFL a través dels automats amb
pila que els reconeixen. Aixo sera 1til perque sovint els PDA ajuden a comprendre facilment
si un llenguatge donat és o no CFL, per la via de concentrar-se en ’argument principal
——quines tasques es poden resoldre amb una pila?— i prescindir dels secundaris.

Considereu per exemple, el llenguatge L = {w € {a,b}” | |w|s = 2|w|p}. Justificar
I’existencia d’un PDA que el reconegui és prou senzill. Conceptualment és el mateix DPDA
que el de 'exemple 8.1, el qual acceptava els mots amb el mateix nombre de a’s 1 b’s.
En aquell cas, la pila es feia servir per comptar la diferencia entre simbols a 1 b que es
portaven llegits a cada moment i el PDA acceptava només quan el contingut de la pila
en acabar el processament del mot d’entrada era exactament Z, (diferencia igual a zero).
Ara volem que la pila reflecteixi la diferencia entre el nombre de a’s 1 el doble del nombre
de b’s. Per fer aixo, només cal que els simbols b comptin doble en el recompte a la pila.
Més concretament, a I'inici el PDA carrega a la pila una A o dues B’s segons que el primer
simbol sigui a o b, respectivament. A partir d’aquest moment, si el PDA llegeix una nova
b ila diferencia és favorable a les b’s (al cim de la pila hi ha una B), es carreguen dos
simbols B més a la pila, mentre que si la diferencia és de signe contrari (al cim de la pila hi
ha una A), el que cal fer és eliminar dues A’s de la pila (aixo s’haura de fer en dos passos,
utilitzant un estat addicional i una A-transicid). En el cas que només quedi una A a la pila
1 el simbol llegit sigui una b, 'automat haura d’esborrar aquesta A i carregar una B a la
pila (novament fent is d’un estat intermedi). Finalment, el comportament davant de nous
simbols a del mot d’entrada no ha variat respecte al DPDA referit anteriorment. Com en
aquell cas, també el PDA haura d’acceptar quan, després d’haver processat completament
el mot d’entrada, a la pila només hi quedi el simbol Z.

Com que aquest PDA esbossat és determinista, tenim la seguretat que existeix una
gramatica inambigua per a L 1, a més, la podem construir automaticament a partir de
I’automat. Adoneu-vos que, en canvi, construir directament una CFG no ambigua per a
L no és una tasca gens facil.

En el cas contrari podem veure, per exemple, que el llenguatge dels mots quadrats,
{zx | « € (a + b)*}, no és incontextual. Un hipotetic PDA que acceptés L hauria de fer
servir la pila per memoritzar els simbols de la primera meitat del mot, per poder comprovar
després que coincideixen amb els de la segona. Decidir on esta la meitat del mot no és
un problema, ja que podem disposar d’indeterminisme, pero el que sera impossible de fer
és comparar, sense perdre informacio, els simbols de la segona meitat amb els que han
estat carregats previament a la pila. El motiu és que els simbols llegits d’esquerra a dreta
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es guarden de baix cap a dalt en la pila i, per tant, queden emmagatzemats en l'ordre
invers al que seria util: en el moment de llegir el primer simbol de la segona meitat,
aquest s’hauria de comparar amb el que es troba a sota de tot en la pila, 1 aquest accés
és impossible en una estructura d’aquest tipus.®

Evidentment, aquests darrers raonaments no constitueixen demostracions formals,
sin6 simples justificacions intuitives del caracter dels llenguatges considerats. Fer una
demostracio formal requeriria, en el primer cas, la construccio efectiva del PDA i la seva
verificacid, mentre que en el segon cas ens podria servir I’aplicacio del lema de bombament
per a llenguatges incontextuals que ja hem descrit al capitol 7.

8.5 DPropietats de tancament dels CFL i dels DCFL

Intersecci6 d’un CFL i un llenguatge regular

Ja coneixem, del capitol 2, que la intersecci6 de dos CFL qualssevol no és necessariament un
CFL. Arabé, si almenys un dels dos és regular, aleshores podem assegurar que el llenguatge
intersecci6 és un llenguatge incontextual. Per demostrar aixo farem la construccié d’'un
PDA que reconeix el llenguatge interseccio a partir del PDA 1 del FA que reconeixen els
llenguatges considerats.

Donats un PDA, M = (Qun, X, I, 0n, qo, Zo, Far), que reconeix un determinat llen-
guatge L, 1 un DFA, A=(Qa4,Y,d4,po, Fa), que reconeix un llenguatge R, es tracta de
construir un PDA M’ que reconegui el llenguatge interseccio LN R. Per fer-ho, ens basarem
en la idea, utilitzada també al capitol 4, de simular el funcionament dels dos automats
simultaniament. Estendrem la memoria fent el producte cartesia d’estats Q4 X Qs 1 la
funcié de transicio ¢4 actuara sobre el primer component, mentre que s ho fara sobre el
segon. La pila de M’ reproduira exactament la de M, I'estat inicial de M’ sera el parell
format pels estats inicials de cadascun dels automats i els estats acceptadors seran els
parells del producte cartesia Fy x Fyy, ja que M’ ha d’acceptar aquells mots que siguin
acceptats per tots dos automats. Remarquem que, en el cas particular en que ’automat
M realitzi una A-transicié, M’ ha de simular la transicié corresponent de M, actualitzant
la pila i els possibles estats seglients, sense variar ’estat actual de A. Aquest fet donara
lloc a dos tipus de transicions en M’: les que consumeixen efectivament un nou simbol
de lentrada i reprodueixen el comportament dels dos automats i les A-transicions, que
reflecteixen el comportament de M 1 deixen A momentaniament aturat.

Formalment, "automat construit és M’ = (Q, X, I',4, (po, @), Zo, F') , els components
del qual, encara no definits, son

- Q=041 xQum,
- = FA X FM,
1 0 conté les transicions
L. {Z(p,qat ap,¢) | a€X N Sa(p,a)=p" N Zgat ag €dn}.

6 Algunes modificacions en el model d’autdbmat amb pila, com per exemple la que veurem al capitol 9, que consisteix
a dotar-lo d’'un capcal bidireccional (que pugui avancar i retrocedir en la cinta d’entrada), permetrien superar aquesta
limitacié.
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2. {Z(p,g)Falp,q) | ZqF ag' €dn}.

Exemple 8.10 Suposem que volem construir un PDA que accepti el llenguatge
L' ={ww® | we (a+b)* A|lw|=3}. La definicié d’aquest llenguatge combina una condicié
tipicament incontextual (la condicié de palindrom) amb una condicié tipicament regular
(longitud multiple de tres). Podem considerar-lo, doncs, com la interseccié d'un llen-
guatge regular R={w € (a + b)* | |w|=3} i un d’incontextual L= {ww® | w€ (a4 b)*}.
La figura 8.12 representa un senzill DFA que reconeix R, mentre que anteriorment, a la
figura 8.7, ha estat exposat un NPDA que reconeix L.

Fig. 8.12 DFA que reconeix els mots de longitud multiple de tres

ab

El NPDA que resulta del procés d’intersecciéo d’aquests dos darrers automats esta

dibuixat a la figura 8.13, on t; resumeix el conjunt de transicions
ZoalZoA, Zob|ZoB, Aa|AA, Ba|BA, Ab|AB, Bb|BB,

mentre que ty resumeix les transicions Aa|A i Bb|A, i el simbol t3 significa Zy|Zp.

ProprosiciO.
DEMOSTRACIO.

pow=pien M hiha la transicié Zygow = aq. Aixi doncs, per a tot mot we X*
weL(M") <= Jaec ™ Ip,q) € FaxFy  Zo(po,q0)w b a(p, q)
= IpeF, ppw=p A o€l ¢ Fy; Zoqow iy aq

Com a consequiencia de la proposicié anterior, podem enunciar el teorema segtient.

Fig. 8.13 NPDA que reconeix el llenguatge {wu® | w € (a4 b)* A |w|=3}

L(M")=RNL.

ty

Es demostra facilment, per induccié sobre el nombre n de passos de
procés, que en M’ hi ha la transicié Zo(po, qo)w F- a(p,q) si i només si en A es déna

<= wel(A) A wel(M)

—we

LNR

O
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TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de la interseccio
amb llenguatges requlars.

Observeu que si 'automat amb pila de partida és determinista, la construccié con-
siderada manté aquest determinisme, i dona com a resultat un DPDA. Per tant, també
podem enunciar el corol-lari segiient.

COROL:LARI. La familia dels DCFL és tancada respecte de la interseccio amb llenguatges
requlars.

Morfisme invers d’un CFL

Demostrarem que la familia dels CFL és tancada respecte de 'aplicacié de morfismes
inversos. De la mateixa manera que passava amb els llenguatges regulars (capitol 4), els
automats —en aquest cas amb pila— seran una eina adequada per fer-ho.

Sigui h: ¥ — X3 un morfisme qualsevol i My =(Q2, Xy, I, 09, ¢}, Zo, F2) un NPDA
que reconeix un cert llenguatge L, C Y. L'objectiu és construir un NPDA M; que reco-
negui el llenguatge A~ (Ls). Essencialment, el comportament de M; davant d'un simbol
a € Yy de 'entrada i d’'un determinat contingut de la pila sera simular el comportament
de M, davant del mot h(a) i el mateix contingut de pila. D’aquesta manera M; acceptara
un mot w si i només si My accepta h(w), és a dir que L(M;) =L~ (L(My)) = h=(L,).
Aquesta idea és la mateixa que utilitzavem al capitol 4 per demostrar que 1’aplicacié de
morfismes inversos també preserva el caracter regular dels llenguatges, amb 'inic canvi
que els automats involucrats eren FA 1 no PDA. Recordem que en aquell cas la construccié
era molt senzilla perque la simulacié de M; sobre el mot h(a) es pot resumir en un sol pas
de calcul de M;. Ara la simulacié és una mica més complicada. Fixeu-vos que el PDA M,
pot desapilar un nombre no determinat de simbols de la pila durant el calcul sobre el mot
h(a). Com que en una sola transicié un PDA només pot modificar el simbol del cim de la
pila, la simulacié de M; sobre tota la cadena h(a) pot requerir més d’un pas. Plantejarem
la solucié d’aquest problema simulant el comportament de M; simbol a simbol del mot
h(a) i utilitzant tants estats com faci falta.

Funcionalment, la soluciéo emprada es pot interpretar com la introduccié al control de
M, d’una memoria intermedia que permet emmagatzemar el mot h(a) i que proporciona,
un a un, els simbols d’aquest mot al control de 'automat M,. A cada pas de la simulacio
del mot h(a) en la memoria intermedia, necessitem tenir constancia de l'estat en que es
trobaria 'automat M, 1 de la posicié en que estaria el capc¢al de M,. Podem interpretar
aquesta simulacié com si hi hagués un cursor virtual que va recorrent el mot h(a) d’es-
querra a dreta en la memoria intermedia. L’esquema de la figura 8.14 il-lustra aquesta
idea.

Com que només la posicié del cursor i els simbols que hi ha a la seva dreta sén
rellevants, podem identificar el conjunt de situacions possibles amb el conjunt de sufixos
dels mots h(a) per a cada a de Xy, és a dir,

S={yeX¥;|JaeX, JxeX; h(a)=ay}.

Aixi doncs, cada canvi d’estat 1 de posicié del capgal en I'automat M, pot ser representat
per un parell de 2 x S. De fet, com que ()5 1 S sén disjunts, és més senzill identificar
aquests parells amb mots de @)25% (cadenes formades per un estat de @y seguit d'un
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mot d’ entrada

L_la] |
—

/
control

— ——

de M. pilade
M;i M,

control de M,

Fig. 8.14 Construccié d’unPDA per al morfisme invers

sufix de h(a) per a alguna «a, i d’'un simbol separador $ que no pertany ni a ¥y ni a Xy).
Aquest conjunt, que és evidentment finit, sera el conjunt d’estats de 'automat M; 1 el
representarem per (J;. Aixi la informacio del contingut de la memoria intermedia queda
representada en els estats de (). Les configuracions de 'automat M; seran del tipus
aqy$w , on a € I'* és el contingut de la pila, qy$ € Q) és l'estat actual 1 we Xy és el sufix
del mot d’entrada que queda a la dreta del capcal. S’observa, per tant, que el simbol $
fa només la funcié de separador de 'estat actual (a 'esquerra) i del mot d’entrada (a la
dreta). Aix0 és necessari perque els mots y 1 w es podrien confondre en el cas que els
alfabets Y7 1 Y, no fossin disjunts. Observeu també que les situacions en que el cursor
virtual hagi recorregut tota la memoria intermedia vindran donades per y = A, és a dir,
per estats de ()2$. Amb tot aixo, el funcionament de M; sera el segiient: comencant en
Iestat inicial ¢ = ¢($, carregara a la memoria intermedia la imatge del primer simbol del
mot d’entrada. A partir d’aquest moment simulara el funcionament de M, sobre aquest
mot imatge, 1 cada vegada que el cursor virtual hagi recorregut el contingut sencer de la
memoria intermedia llegira un nou simbol de 'entrada i1 carregara novament la memoria
intermedia amb la imatge corresponent. Finalment, M; acceptara un mot quan la seva
computacié, després de consumir tots els simbols d’entrada, acabi en un estat ¢g$ amb
q € FZ.

Formalment, el PDA construit és
M1:<Q17217F7 517(]67Z07F1>7

on els components nous séon

- Q1=025%,

- Q6:qg ’
- F1:F2$,

i 4 conté les transicions segiients:

L. {Zp$a bz Zph(a)$|aceXy N Zel A pe@y}. Quan el cursor virtual arriba al final
de la memoria intermedia, es consumeix un nou simbol a de 'entrada i es carrega la
memoria intermedia amb h(a).

2. {Zpy$ b, aqu$ | Zp b, ag€dy A y€S}. Simulaci6 de les A-transicions de M,. No
es consumeix cap simbol de ’entrada ni tampoc de la memoria intermedia.

3. {Zpby$ br. aqy$ | Zpb b, ag€dy N by S}. Simulacié dels moviments de My amb
entrada b de la memoria intermedia. El cursor virtual avanca una posicié. El capcal
que llegeix 'entrada no es mou.
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Exemple 8.11 Tornem a reprendre el llenguatge Ly = {ww® | w € (a 4+ b)*} vist en
exemples precedents i considerem el morfisme h: {c,d}* — {a, b}*, definit per h(c)=ab
i h(d)=ba. Ara volem caracteritzar, mitjancant un PDA, el conjunt h~*(Ly), és a dir, el
llenguatge dels mots de {c, d}* tals que la seva imatge pel morfisme h és un palindrom de
longitud parella en {a,b}*. Recordem que el NPDA de la figura 8.7, que aqui anomenarem
M, reconeix el llenguatge Ly. Aixi doncs, no hem de fer res més que construir 'automat
per al morfisme invers seguint les regles que hem donat en aquesta seccié. En aquest
cas, el conjunt de sufixos possibles és S={\ a,b, ab,ba} i automat M; resultant, que
reconeix el llenguatge h~1(Ly), estd representat a la figura 8.15. Observeu que, per tal
de simplificar la notacié, hem utilitzat el simbol * per representar qualsevol simbol de
pila. Aixi, per exemple, la transicié *x1$c - x1ab$ significa que, sigui quin sigui el simbol
del cim de la pila, si el simbol en curs del mot d’entrada és una c i 'estat actual és 18,
lautomat passara a 'estat 1ab$ i deixara la pila tal com esta.

1 AN
= s g, @ B|A

Fig. 8.15 NPDA M que reconeix el llenguatge h=1(L,)

Observeu també que, per motius de claredat, en el diagrama de transicions precedent
no hem inclos tots els estats ni tampoc totes les transicions que surten d’aplicar estric-
tament la construccié general de automat M;. En particular, no apareixen els estats
3a$, 3b%, 3ab$ i 3ba$, que s6n morts i, per tant, no 1tils, i pel que fa a les transicions,
han estat eliminades totes aquelles que no es podrien aplicar mai, 1 que sén:

Zola$ - ZoAl$, Ala$ - AAL$, Ala$ - 28,
Zo1b$ - ZyB1$, Blb$ + BB1$, Blb$ b 28.

Analitzem a continuacié 'automat que hem construit. Essencialment, M; realitza
dos tipus de bucles: dos sobre 'estat inicial i dos sobre I'estat 2$. Els dos primers —que
involucren les ternes d’estats 18, 1ab$, 16$ 1 1%, 1ba$, 1a$, respectivament— serveixen
per carregar a la pila un mot AB per cada ¢ de 'entrada i un mot BA per cada d. Es
evident que aquesta feina es pot resumir en un sol estat. Els altres dos —que involucren
les ternes d’estats 2§, 2ab$, 20% i 23, 2ba$, 2a$, respectivament— fan la feina inversa,
és a dir, descarreguen de la pila mots BA o AB en processar, respectivament, simbols
cid del mot d’entrada. En aquest cas, també es pot sintetitzar aquest procés en un
nombre menor d’estats, tot i que el fet d’haver d’eliminar dos simbols consecutius de la
pila obligara a tenir sengles estats intermedis.

A la figura 8.16 hi trobem descrit un NPDA equivalent a My que incorpora les sim-
plificacions que acabem d’esmentar. L’estat 1 fa la feina dels estats 1$, 1ab$, 16$, 1ba$ i
1a$; els estats 2, 31 4 resumeixen la feina de 2%, 2ab$, 2b$, 2ba$ i 2a$; i finalment 'estat
5 equival al 3$.
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ZoC| ZoAB Zod| ZoBA BIA
AC|AAB  Ad|ABA
Bc|BAB, Bd|BBA Ac|A
- ZolA 4
BdA
AlA

Fig. 8.16 NPDA equivalent al de la figura 8.15

Es clar que aquest automat codifica a la pila cada ¢ per AB i cada d per BA. Si
prenem els mots de pila AB i BA com a simbols atomics C'1 D, 'automat precedent es
pot simplificar encara més i donar lloc al PDA de la figura 8.17.

Zoc| ZoC Dc|DC Dc |
Z0d|ZoD  Cd|CD cd|

Cc|cC/ ™ Dd|DD
Dc|A 5 Zo|A
Cd|A

Fig. 8.17 NPDA equivalent al de la figura 8.16

No és dificil de veure que el llenguatge h='(Ly) és
Ly = {w| 3ee{c, d) w=ap(a")},

on ¢ (w) representa el mot obtingut canviant les ¢’s de w per d’s, i viceversa. Es a dir,
que Ly és un llenguatge molt proper al dels palindroms de longitud parella: si el simbol
a distancia n del principi és una ¢, aleshores el simbol a la mateixa distancia comencant
pel final ha de ser una d, i viceversa, si el simbol n-esim és una d, aleshores el simbol
corresponent comencant pel final ha de ser una ¢. Observeu que el NPDA de la figura 8.17
és exactament el que hauriem obtingut si haguéssim construit 'automat directament a
partir del llenguatge L; (fixeu-vos que la idea per construir-lo és exactament la mateixa
que a l'exemple 8.5 ens portava al PDA representat a la figura 8.7).

PropoSICIO. L(M;)=h""(L,).

DEMOSTRACIO. Es demostra facilment que per a tot a, 3€I™ p,g€Q ia€ X, es té
aph(a) b5, Bq <= ap$a by, aph(a)$ i Ba$. (1)

En efecte, 'automat M; no fa altra cosa que carregar a la memoria intermedia el mot
h(a) (transicié del tipus 1 de la definicid) i després simular el comportament de M, amb
aquesta entrada (transicions dels tipus 2 i 3 de la definicio).

Considerem ara un mot qualsevol w=ayaz - - - a, € ¥ pertanyent al llenguatge L(M) .
Segur que existeixen a« € I'™* 1 g€ F} tals que
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1

Zoghw bz aq.

Tenint en compte que ¢} és ¢($, podem descompondre aquest calcul en els passos seglients:

Zoqh$aray - an Gr Zoghh(ai)$as - a, b

'E alth(G2)$a3 cedp '%

1

041611$G2 crclp
aqa$as - - ay,

'M an—lQn—lh(an)$ l*ﬁ

1

angn$ = aq.

En virtut de la férmula 1, ha d’existir en M, el calcul segtient:

Zogoh(w) = Zogyh(ar)h(az) -+ hlan) hg  arqh(az) - h(an)
hn  Qagah(as)---h(ay,)
l*ﬁz an—lQn—lh(an)

l*ﬁ anGn = Q4 .

~— N

Com que ¢ € Fy aleshores ¢, € Fy 1, per tant, h(w) € L(Ms), que és el mateix que dir
weh ™ (L(Mz)) C h™(L,y).

Observeu que la cadena d’implicacions que hem seguit és totalment reversible, 1 aquest
fet ens déna automaticament 1’altra inclusio. O

A la vista de la proposicié precedent podem enunciar el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges incontextuals és tancada respecte de [aplicacid
de morfismes inversos.

Tot 1 que la construccié que hem donat és general per a NPDA, observeu que en el cas
particular de partir d'un DPDA, la mateixa construccié ens permet trobar un DPDA que
reconeix el llenguatge h™'(Ly). Per tant, també podem enunciar el corol-lari segiient.

COROL:LARI. La familia dels DCFL €és tancada respecte de 'aplicacio de morfismes in-

VETSOS.

Complementacié d’un DCFL

En aquest apartat enunciarem la propietat que els DCFL, a diferencia dels CFL, formen
una familia tancada respecte de la complementacié i veurem les linies generals de la
demostracio.

La idea essencial per a la construccié6 d’'un DPDA que reconegui el llenguatge com-
plementari del que reconeix un altre DPDA donat és la mateixa que en el cas de DFA:
intercanviar els estats acceptadors 1 no acceptadors. De tota manera, els DPDA presenten
tres problemes que fan que aquesta construccié no pugui ser tan senzilla com en el cas dels
automats finits. Vegem-los a continuacio. Sigui M un DPDA qualsevol, L el llenguatge
que reconeix i w un mot qualsevol sobre 'alfabet d’entrada. Anomenem M’ el DPDA que
s’obté de M intercanviant els estats acceptadors pels que no ho sén, i viceversa. En la
computacié de M sobre el mot w es poden donar tres situacions conflictives:

1. Abans que el capcal hagi arribat a 'extrem dret del mot d’entrada, el calcul pot
aturar-se perque en un moment donat la funcié de transicié pot no estar definida.
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2. L’automat pot entrar en un bucle de A-transicions abans d’haver llegit completament
I’entrada.

3. Després que el capcal hagi superat l'extrem dret del mot d’entrada, ’automat pot
realitzar un seguit de A-transicions que el portin a passar per estats acceptadors i no
acceptadors.

En qualsevol dels dos primers casos, el DPDA M no avancara més enlla d’un simbol
determinat en la cadena d’entrada. Representem per x el prefix de w (diferent de w)
que M ha deixat a 'esquerra del capcal quan aixo succeeix. Evidentment, el mot w no
pertany al llenguatge L i tampoc no hi pertanyen tots aquells que tinguin = com a prefix
propi, els quals sén, per tant, mots de L. Ara bé, fixeu-vos que M’ també rebutja tots
els mots amb prefix x, ja que el calcul de 'automat sobre aquests mots segueix sense
processar més enlla de x en la cadena d’entrada.

En el tercer cas, convé remarcar que la definicié que hem donat de llenguatge reconegut
no exigeix que el procés del mot acabi en un estat acceptador, siné només que passi per
algun estat acceptador un cop llegit el mot sencer. Ates que existeix algun estat acceptador
en la cua d’estats que M recorre una vegada ha consumit tot el mot d’entrada, "automat
accepta w 1, per tant, aquest mot pertany a L. Pero, precisament per existencia d’algun
estat no acceptador en aquest conjunt d’estats, sabem que M’ també acceptara el mot w.

Observem, doncs, que en cap de les situacions precedents "automat M’ no reconeix el
llenguatge L com nosaltres pretenfem. La construccié d’'un DPDA per al complementari es
basara a fer successives modificacions a "automat de partida per evitar els inconvenients
que hem esmentat previament. Veurem a continuacio les linies principals d’aquesta cons-
truccio, sense incloure’n les demostracions.” A partir d’aquest moment representarem per
g qualsevol estat de 'automat M i per Z i a simbols qualssevol dels alfabets de pila i
d’entrada, respectivament.

1. Evitar les indefinicions de la funcié de transici6 és una tasca senzilla: només hem
d’afegir un estat mort no acceptador que reculli totes les transicions no definides 1
que s’encarregui d’avancar el capcal de lectura fins a superar ’extrem dret del mot
d’entrada. Formalment, si p és aquest estat mort, cal afegir la transicié Zqa = Zp
sempre que la funcié de transicié original no estigui definida per a Zga ni per a
Zq 1, pel que fa a 'estat mort, s’han d’incloure les transicions Zpa = Zp. Una
segona font d’indefinicié pot provenir del fet que el DPDA buidi completament la
pila abans d’haver processat tota ’entrada. Per tal d’impedir aquests possibles
buidats de la pila només cal protegir el fons de pila amb un nou simbol Xy just
a sota del simbol Zy. Aixi, si en un moment donat del calcul apareix Xg al cim
de la pila, vol dir que s’hauria arribat a una situacié de buidat de pila i podem
fer evolucionar ’automat cap a 1’estat mort. Es a dir, haurem d’incorporar les
transicions Xoqa = Zop. Per afegir aquest simbol Xy, n’hi ha prou a considerar
un nou estat inicial ¢j 1 una transicié addicional Zoyg| = XoZoqo -

2. Considerem ara la manera d’evitar que el DPDA pugui entrar en un cicle infinit
de calcul. Aquest fet es donara sempre que existeixi un estat ¢, un simbol de pila
Z, un mot de pila o € I'* i un natural n > 1 tals que Zq F-aZq, o el que és el
mateix

"En podeu trobar una demostracié detallada a [HoU79].
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Zg=o1qi Faypp b Fanga=aZq.

Es a dir, hi ha un bucle de n passos en el calcul que només involucra A-transicions
(no es consumeix cap més simbol del mot d’entrada) i que no buida mai el con-
tingut de la pila. Fixeu-vos que aquests bucles no depenen per a res del mot
d’entrada i que, per tant, es poden detectar amb 'inica informacié del DPDA. Per
evitar-los, cal tenir en compte si el conjunt d’estats ¢, qa, . . ., ¢n, que forma aquest
bucle, conté algun estat acceptador o no. Sicap ¢; no és estat acceptador, aleshores
és clar que cal rebutjar el mot d’entrada i, per tant, substituirem ’antiga transicié
que iniciava el cicle en ¢ per una nova transicié cap a l’estat mort: ZgF Zp. Si al-
gun dels ¢; és acceptador, aleshores el mot d’entrada ha de ser acceptat només en el
cas en que el DPDA entri en bucle just quan el capcal estigui a la dreta del mot d’en-
trada. Per tant, considerarem un nou estat acceptador f iles transicions: Zq - Zf
—per acceptar quan no hi ha més simbols per processar— 1 Zf - Zp —si queden
més simbols a U'entrada hauran de ser llegits des de 'estat mort—. Amb aquestes
transformacions descrites ens assegurarem que, o bé 'automat acaba processant
tot el mot sense entrar en un cicle de A-transicions, o bé, si a partir d’'un moment
donat 'automat només aplica A-transicions, la pila s’haura d’acabar buidant i,
per tant, hi haura un pas cap a 'estat mort.

La consequencia d’haver fet les transformacions esbossades als apartats 1 1 2 és que
ara disposem d’un nou DPDA M’ que reconeix el mateix llenguatge que 'original i tal que,
davant de qualsevol mot d’entrada w, segur que acaba el calcul i deixa el capcal a la dreta
del darrer simbol de w. Per construir, a partir de M’, un automat M" que accepti el
llenguatge complementari només haurem de tenir en compte la tercera de les dificultats.

3. Una soluci6 possible es basa a marcar els estats de M’ amb un segon component
que indiqui si el DPDA ha passat per algun estat acceptador o no des de la darrera
transicio que hagi consumit realment un simbol del mot d’entrada. Per cada estat
g de M', n’hi ha d’haver tres en M": dos d’ells associats als valors cert i fals del
segon component, que representarem per (¢,C) i (g, F), i un tercer d’acceptacio,
representat per (q,A). Els estats acceptadors de M" seran precisament aquells
estats amb segon component igual a A. Quant a l'estat inicial, o bé sera (o, C)
si qo és acceptador en M’ o bé (qo, F) altrament. Com que M’ és determinista i
no té transicions indefinides, es té que per a tot simbol de pila Z i tot estat p, o
bé M’ té definida una A-transicié del tipus Zp F aqg o bé té definides transicions
Zpa F aqg per a tot simbol a de ¥. Amb aixo, la funcié de transicié de M’ es
traduira de la manera segiient en M":

- Les A-transicions Zp F ag de M’ donen lloc, en M", a les transicions
seglients: Z(p,C) F a(q,C) i Z(p,F) F a(q,x), on x val C o F segons que ¢
sigul estat acceptador o no.

- Les transicions Zpa F aq de M’ donen lloc, en M”, a les transicions segiients:
Z(p.Cla b alq,), Z(p,F) b Z(p,A) 1 Z(p,A)a F alq,x), on x val, com
abans, C quan ¢ és estat acceptador i F' altrament.

Observeu que 'automat M” basicament simula el comportament de M’ pel que

fa a la transicié entre estats i que pot evolucionar cap als estats acceptadors
(de tipus A) només en unes condicions determinades: quan M’ no hauria passat
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per cap estat acceptador des del darrer moviment del capcal, és a dir, des dels
estats de tipus F. Des d’aquests estats de tipus A s’accepta el mot d’entrada
si el capcal de lectura ja se’n troba a la dreta, o bé es continua normalment la
simulacié de M’ en el cas que encara quedin simbols per llegir. Observeu que
aquest criteri per accedir als estats acceptadors és el que determina propiament
el pas al complementari. Aixi, si M’ rebutja un mot w, segur que n’acaba la
computacié en un estat ¢ no acceptador 1 que, a més, en la seqiiencia eventual de
A-transicions que hagi pogut realitzar després de consumir el mot d’entrada no
haura passat per cap estat acceptador, per tant, M” haura arribat a l'estat (¢, F) i
existira una A-transicié cap a lestat corresponent (g, A) per acceptar w. En canvi,
si M' accepta w, aleshores la seva computacié inclou algun estat acceptador ¢ en
la seva seqiiencia terminal de A-transicions, i la computacié de M" acabara en
un estat de la forma (¢’,C). Com que els estats acceptadors de M" només sén
accessibles directament des dels estats de tipus F, M" no podra assolir cap estat
acceptador i rebutjara w.

A la vista dels resultats precedents podem enunciar el teorema segtient.

TEOREMA. La familia dels DCFL és tancada respecte de la complementacid.

Exercicis

8.1 Construiu automats amb pila deterministes per als llenguatges segtients:

1.

SO e W

El llenguatge de Dyck D’} (vegeu-ne la definicié a Iexercici 2.15).

{aZibi+2jCSj+l | Z,_] > 0}

{d'bchd |i>0 A j>k>0}

{we(a+b) | 2[wls = 3wls}

{we(a+b)" | [wla#|wls}

El conjunt de mots sobre I’alfabet {a,b} en qué no hi ha cap prefix propi que contingui igual
nombre de a’s que de b’s.

8.2 Construiu gramatiques inambigiies per als llenguatges definits als apartats 4, 5 i 6 de ’exercici
precedent.

8.3 Construiu automats amb pila per als segiients llenguatges incontextuals no deterministes:

1
2
3
4
5
6

aibi [i=j Vv 2i=j}

Adbick |i=j v j=k}

Aabickd | i=k v j=1}

AWt | (i=j k=) vV (i=IAj=k)}

. fablrabiz - -cabin [n>1 A Jj1<j<n ij=n—j}
. fabliabiz - -cabiv [n>1 A Jj1<i<n ij#5}

8.4 Demostreu que els llenguatges segiients soén incontextuals:

1
2
3
4

Awe(a+b)* |w=uw® A Ve,y€(a+b)* wF#rabay}

{weatbtet |fuly < el A Jul.=3)

frey | ey y€lat by A lalat =2 A el =]y}

Aaw |we(a+b)* A((n parell A |w|q > |w]s) V (n senar A |w|, < |w|s))}
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8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

Demostreu que per a tot llenguatge L:
1. Si L és reconegut per un NPDA d’acceptacié per pila buida aleshores també és reconegut per
un NPDA d’acceptacié per estat final.

Considereu el model de DPDA d’acceptacié per pila buida definit, a partir dels DPDA d’acceptacié
per estat final, de manera analoga al cas indeterminista. Demostreu que per a tot llenguatge L es
té:

2. Si L és reconegut per un DPDA d’acceptacié per pila buida aleshores també és reconegut per

algun DPDA d’acceptacid per estat final.

3. Doneu contraexemples per a la inclusié contraria.
Diem que un llenguatge L és prefixial (o bé que compleix la propietat del prefix) quan no conté cap
mot que sigui prefix propi d’algun altre, és a dir,

VeeL Yye Xt zyd L.

4. Demostreu que els llenguatges que es poden reconéixer amb DPDA d’acceptacié per pila buida
son exactament els DCFL prefixials.

Demostreu que la interseccié de dos CFL pot no ser incontextual fins i tot en el cas en qué tots dos
llenguatges siguin deterministes.

Siguin L un DCFL i R un llenguatge regular qualssevol.
1. Demostreu que el llenguatge LR és DCFL.
2. Demostreu que el llenguatge RL pot no ser DCFL.

Demostreu que si L és un DCFL, aleshores també ho sén els llenguatges segiients:
1. El conjunt de mots de L que no contenen com a prefix cap altre mot de L.

2. El conjunt de mots de L que no sén prefixos de cap altre mot de L.

Demostreu que les operacions segiients (les quals preserven la condicié d’incontextualitat) aplicades
sobre DCFL poden donar com a resultat llenguatges no deterministes.

1. Reunié.

2. Concatenacié.

3. Tancament positiu 1 de Kleene.
4. Morfisme directe.
5

. Revessament.

Demostreu que la reunié d’un llenguatge no incontextual i un llenguatge finit és un llenguatge no
incontextual. Trobeu, en canvi, un contraexemple que posi de manifest que la concatenacié d’un
llenguatge no incontextual amb un llenguatge finit no buit pot ser un llenguatge incontextual.

Demostreu que la reunid, la concatenacié i’estrella de Kleene de llenguatges no incontextuals poden
ser llenguatges incontextuals.

Sigui L un DCFL 1 R un llenguatge regular. Doneu algorismes que permetin respondre les qiiestions
seglients:

1. L és cofinit.

2. L i R s6n disjunts.

3. L és un subconjunt de R.
4. R és un subconjunt de L.
5. L i R sén iguals.

Demostreu que les qiiestions 2 1 3 també sén decidibles per a CFL no deterministes.
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8.13

8.14

8.15

Demostreu que tot llenguatge incontextual L és reconegut per algun NPDA que utilitza un alfabet
de pila amb només dos simbols.

Demostreu que a tot PDA li podem associar un altre PDA que reconeix el mateix llenguatge i que sa-
tisfa la propietat seglient: totes les transicions del nou PDA substitueixen el simbol de cim de pila per
dos simbols com a maxim. Expressat formalment, si el nou PDA és de la forma (@, X, I', 6, qo, Zo, F'),
es té

Vp,ge@QVae DU} VZeTl Yael™ (q,a) €d(p,a,Z) = |a| < 2.

Comproveu que la construccié del nou PDA a partir del donat pot fer-se en temps polinomic respecte

de la longitud de la dada.

Definim el model d’automat amb comptador com un NPDA en que s’ha reduit ’alfabet de pila a
un sol simbol, a més del Zy, i en que la funcié de transicié s’ha restringit de manera que no pugui
utilitzar el simbol Zg en cap altre lloc de la pila que no sigui el fons. (Observeu que una pila amb
nomeés un simbol “itil” és precisament un comptador en unari.) Es demana:

1. Demostreu que tots els llenguatges presentats a I’exercici 8.1s6n reconeguts per automats amb
comptador.

2. Doneu llenguatges incontextuals i, en particular, lineals que no puguin ser reconeguts per cap
automat amb comptador.

Annex A NPDA que correspon a una CFG

DEMOSTRACIS. Demostrarem, en primer lloc, que en G hi ha una derivacié del tipus X = wa, on
we€X*iac V(XUV) U{A}, siinoméssiper a tot mot x € X* en Iautdomat Mg hi ha el calcul
Xpwz - ofpr. Tractem les dues implicacions per separat.

a) X = wa = Vz Xpwz = ofpz.

Proc

edim per induccié sobre la longitud, n, de la derivacié de la gramatica.

Base: n=0. Si X = wa, aleshores forcosament w=A 1 a= X. Per tant, per a tot mot z € X'* es
compleix trivialment que Xpz = Xpz.

Pas inductiu. Si X %wa, aleshores podem descompondre aquesta derivacié en dues parts: X =
uAy = wfy, on uww=w, SEV(ZUV*U{A}, ve(VUX)*, a=py i la variable A depén del mot
a. Si a =\, aleshores A és 1"iltim node intern de la dreta de ’arbre de derivacié, mentre que si a
és de la forma Yn (amb Y €V i ne(V U X)"), A és el node pare de Y en I’arbre de derivacié. Per
a qualsevol dels dos casos de A, aplicant la hipotesi d’induccié sobre la primera part de la derivacié
es té

Va' Xpux' F=~RApx’.
D’altra banda, la produccié A — v3 de la gramatica ens assegura que hi haura una transicié Ap

S%v"p en I'automat. Recordem que, per construccid, el NPDA també conté les transicions apa F p per
a tot simbol @ de X. Ajuntant les tres coses 1 fent ' =vzx per a cada x, es té:

VeeX* Xpuve - yRApvx b AR Rvfpve - " 3fpx,

que és el que voliem demostrar.

b) Xpwz - afpr = X S wa.

Proc

edim per induccié sobre el nombre n de passos de la transicié.

Base: n=10. Si Xpwz - afpz, aleshores forcosament w=XA1 a=X. En aquest cas, es compleix
trivialment la condicié X = X.
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- Pas inductiu. En aquest cas, Xpwz et afpr. Separarem en aquest calcul els n primers passos del
darrer, distingint dos casos que depenen del tipus de la darrera transicié aplicada.

a) L’iltima transicié és del tipus: Ap - ~"p. Aixo vol dir, d’una banda, que la gramatica conté
la produccié A —~ i, d’altra banda, que es pot separar el calcul sobre ’automat de la manera
seglient:

Xpwz P FApr F 4% px.
N’
ol
Si apliquem la hipotesi d’induccié sobre la primera part 1 utilitzem la produccié A —~, obtenim:
X S wApB = wyf = wa.

b) Lhiltima transicié és del tipus: apa - p. En aquest cas, el mot w és de la forma w'a i podem
expressar el calcul sobre I’automat de la manera segtient:

Xpw'az P ofapaxr F ofpz.
Aplicant la hipotesi d’induccié sobre la primera part, s’obté el resultat esperat,

*
X = vwaa = wa.

A partir de I'equivaléncia que acabem de demostrar es té:

Ve Y wel(G)e=85 S w
< Spw Fp
<= Zoqow F ZoSpw l*—Zop Ff
—welL(Mg).

Que és el mateix que dir L(G) = L(Mg). O

Annex B CFG que correspon a un NPDA

DEMOSTRACIO. Demostrarem primer 1’equivaléncia segiient, que descriu la relacié que hi ha entre les
transicions de I’automat i les derivacions de la gramatica:

YweX* Xpwl-q < [pXq] = w, (1)
on piq sén estats de automat i X és un simbol de pila. Tractarem les dues implicacions per separaft.

a) Xpwt=q = [pXq] = w.
Procedirem per induccié sobre el nombre, n, de passos de la transicié de ’automat.

- Base: n=1. Si Xpw F ¢, aleshores es té que w=a € {A} U X. Per construccié, hi haura en la
gramatica la produccié [pXq] —a. En conseqiiencia: [pXgq] = w.

- Pas inductiu. En aquest cas, Xpw ptt g. Podem separar el primer pas d’aquesta transicié dels n

restants 1 tenim:
Xpw b B, ---Bip'z I ¢,

on Xpa b B,,---Bip és la transicié directa aplicada inicialment per 'automat i w = az, amb
ac{A}UX izeX*. Sobserva que després de la primera transicié directa ’automat té m simbols
a la pila i que, al final, la pila és buida; per tant, al llarg del procés de x els simbols inicials By,
..., By, hauran de ser esborrats de la pila, un a un i en aquest ordre. Podem considerar, doncs,
la factoritzacié de & en wyws - --wy, amb el criteri segiient: "automat tindra el capcal apuntant al
principi del submot w; quan per primer cop la pila contingui només els simbols B;, Bi41, ..., Bm,
és a dir, quan s’acabi d’esborrar el simbol B;_; anterior.
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FEES . . . s . s n .
Aix0 origina una descomposicié de la transicié By, ---Bip'z = ¢ en els trossos seglients:
/ ni
B -+ ByBip wqwy - - w P By -+ Bagiywy -+~
n
2 Bm . '33qi2w3' c W

. quim—lwm
g
Com que durant el processament de cada submot w; ’automat no utilitza cap simbol de pila per sota

de B; i al final acaba esborrant el propi B;, és clar que les transicions segiients també sén valides
per a I’automat

Bip'wi F qiyy Bagiwa B qiyy oy B, w0 F g
Observeu que n; < n per a 1 <7 < m. Per tant, podem aplicar la hipotesi d’induccié a cadascuna
de les transicions precedents. S’obtenen com a resultat les derivacions segiients:

[P'Bigi,] = w1, (g5, B2gi,] = w2, ..y (i, , Bmg] = .

Finalment, la transicié inicial de I’automat: Xpa b B, - -+ B1p’, segur que donara lloc en la gramatica
a la produccié particular

[pXq] = alp’B1gi,)[qi, B2¢i,] - - - 14—, Bma].

Ajuntant cadascun dels fragments de derivacié es completa aquesta primera part de la prova.

[pXq] = alp'B14i,][¢i, B24i.] -+ [Gi,_y Brmg] = awiwy - wy = w.

b) pXq] = w = Xpw Fq.
Procedirem per induccié sobre la longitud n de la derivacié de la gramatica.

- Base: n=1. Si [pX¢q] = w, aleshores existeix en la gramatica una produccié [pXq] > w i w =
a€{A}UX. Per tant, ha d’existir en automat una transicié directa Xqa F ¢. En conseqiiéncia,
Xquw Fq.

n+1

- Pas inductiu. En aquest cas, [pX¢q] = w. Podem separar el primer pas d’aquesta derivacié de tota
la resta i es té, necessariament:

[pXq] = alp'Bigi,lgi, Batiz) -+ [diu_s Bmd] = w,
ja que la forma generica de les produccions no terminals de la gramatica és:
[PXqi, ] —algBigi,]lgi, B2gi,] - - - [4i,y B i, ]-

Aquest primer pas de derivacié ens permet dir que w és de la forma az, amb a € {A\} U X, i que
en I'automat hi ha la transicié directa: Xpa b By, ---B1p’. A més, podem assegurar que el mot =
factoritza en wiws - - - wy,, amb w; € *, de manera que:

[p/quil] "__1> wi, [qi132qi2] ":2> W2y« vy [qim—leq] ”:m> Wmy
onn;<nperalLzgm
Aplicant la hipotesi d’induccié a cadascuna d’aquestes derivacions obtenim les transicions valides
seglients per a "automat M:

Bip'wi F=qi,, Bagi,wa Fqiys oy Bingi,,_ wm g

Finalment, componem la primera transicié directa amb les precedents per construir una transicié
valida sobre M, que consumeixi el mot w sencer:

Xpw = Xpawiws -+ - Wy, F— By, -+ - BaBip'wiws - - - wpy,
K= By Bagi, wy - wy,
= By - Bagi,ws - wy,
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En virtut de ’equivaléncia 1 que acabem de demostrar, es té:
YweX* wel(M)eIeQ Zogow ¢
<= 39€Q [90%09] > w
<—3JgeQ S = [g0Z04] 5w
—wel(Guy). O
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Capitol 9 Automats bidireccionals

9.1 Introduccio

Els dos models abstractes de computacié estudiats fins ara, els automats finits i els
automats amb pila, han estat definits amb la caracteristica comuna de disposar d’un
unic capcal de lectura unidireccional. El capcal va avancant d’esquerra a dreta a mesura
que llegeix els simbols de ’entrada sense possibilitat de recular. El fet que les dues families
de llenguatges estudiades, la dels llenguatges regulars i la dels incontextuals, puguin ser
caracteritzades mitjancant automats unidireccionals, ens ha permes un tractament rela-
tivament senzill de les propietats d’ambdues families. Penseu, per exemple, en la impos-
sibilitat de caure en bucles infinits en el processament de les entrades, conseqiiencia de la
unidireccionalitat de la lectura. Pero 'estudi d’aquests models basics quedaria incomplet
si no analitzéssim la repercussié que pot tenir eventualment, respecte de la familia dels
llenguatges acceptats per cada model, el fet d’introduir-hi modificacions que no afectin
la seva caracteristica essencial, és a dir, la seva memoria. Tal és el cas de considerar que
el capcal de lectura sigui bidireccional, és a dir, que pugui avancar i retrocedir, o que
pugui haver-hi dos o més capcals de lectura actuant simultaniament. En aquest capitol
estudiarem les repercussions de la primera d’aquestes modificacions.

En el cas dels automats finits, els models bidireccionals, tot i que reconeixen la mateixa
familia de llenguatges que els unidirecionals, permeten en molts casos de simplificar-ne
notablement el disseny. En aquest capitol posarem de manifest ’existencia de nombrosos
llenguatges per als quals es fa dificil trobar directament automats finits unidireccionals que
els reconeguin. En canvi, veurem que per a aquests mateixos llenguatges és molt facil de
dissenyar automats bidireccionals. La construccio posterior d’un automat unidireccional
equivalent quedara aleshores com un procediment mecanic, encara que pugui ser complex.

En el cas dels automats amb pila, els models bidireccionals reconeixen una familia de
llenguatges més amplia que els unidireccionals. La seva utilitat ve donada en bona part
per lexistencia d'un algorisme degut a Cook [Coo71] que permet simular el comporta-
ment de qualsevol automat amb pila determinista bidireccional en temps lineal sobre un
computador.

9.2 Automats finits bidireccionals

Un automat finit determinista bidireccional (abreujadament un 2DFA, de 'angles 2-way



200 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

deterministic finite automaton) és una estructura de la forma
M = <Q,E,(S,(]0,F>

en que (), X, go 1 F' tenen el significat habitual de conjunt finit d’estats, alfabet d’entrada,
estat inicial i conjunt d’estats acceptadors respectivament. També aqui § designa una
funcio de transicio, que ara és de la forma

5:Q x ¥ — @ x{e,d}.

El funcionament dels automats bidireccionals és el segiient. Inicialment 'automat esta en
I'estat go 1 té el capcal situat davant del primer simbol de 'esquerra del mot d’entrada.
Suposem que en un moment determinat 'automat es troba en un estat p 1 el simbol
que hi ha al davant del capcal és a. Suposem que la funcié de transicié pren el valor
d(p,a) = (g, m). En aquestes condicions, 'automat passa de l'estat p a l’estat ¢, i mou el
capcal una posicié a l'esquerra o a la dreta segons que m valgui e o d, respectivament.’

Observem que un DFA dels estudiats fins ara, 1 que aqui anomenem unidireccional,
pot ser interpretat com un cas particular d'un 2DFA en que tots els valors de la funcié de
transicid son de la forma (¢, d). En tal cas, sols el valor del nou estat ¢ és rellevant, i sabem
que només hi ha una extensi6 posible de la funcié ¢ al domini Q x ¥*. En canvi, en el cas
general dels 2DFA, no té sentit considerar una extensié d’aquest tipus. Designem per d;
la primera de les dues components de la funcié ¢, és a dir la que defineix el canvi d’estat.
Suposem que estenguéssim aquesta funcié a mots de manera que d;(p, w) fos lestat en
que es trobaria I'automat quan el capcal sortis per la dreta després de processar el mot
w partint de estat p i del capcal situat a la primera posicié de w. (Podriem considerar
que els casos en que el capcal surt per U'esquerra de w o aquells en que 'automat entra
en bucle a mig llegir w, donen lloc a una transicié a un estat mort.) No podriem establir
la igualtat entre &1(p, xy) 1 01(d1(p, ), y), ja que poden donar-se situacions del tipus

{ 51(}?,1‘1) = 51(}7751?2) =4q
51(p, z1y) # 61(p, 22y),

en que el comportament de §1(q, y) depen del prefix que precedeix y i no sols de lestat ¢.

Per tal de descriure la situacio a que s’arriba després d’efectuar un nombre qualsevol
de passos, introduirem el concepte de configuracié o descripcié instantania. Suposarem,
sense perdua de generalitat, que Y 1 @) no tenen simbols en comui. Definim el conjunt
ID(M) de configuracions aixi:

ID(M) = Z"Q 5~

i interpretem que una seqiiencia xqy de ID(M) descriu la situacié en que 'automat M,
que esta processant 'entrada w = zy € L*, es troba en l'estat g€ () 1 té el capcal situat
davant del primer simbol del sufix y.

Per formalitzar el concepte de pas de procés (o de transicid) de 'automat M, definirem

en el conjunt ID(M) una relacié de transicié directa, que representarem pel signe 5 (o
simplement -, quan M estigui sobreentes) de la manera seglient. Cada valor de la forma

1fg freqiient admetre una tercera possibilitat, a saber, que el capgal quedi immobil. Es facil de veure que aquesta
modificacié del model no afecta el conjunt dels llenguatges reconeguts.
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d(p,a) = (q,d) de la funcié de transicié indueix el conjunt de totes les transicions directes
de la forma
xpay F xaqy Ve,ye ¥*,

mentre que cada valor de la forma d(p,a) = (g,e) de la funcié de transicié indueix el
conjunt de totes les transicions directes de la forma

xspay F xqsay Vse X 1 Ve,ye X",

I no hi ha altres transicions directes que les definides per les regles anteriors.

Podem considerar ara el tancament reflexiu i transitiu d’aquesta relacié de transicio.
Es tracta de considerar que dues configuracions estan relacionades quan la segona s’obté a
partir de la primera mitjancant zero o més transicions directes a través de configuracions
intermedies. Representarem pel signe - aquesta relacié de transicié de zero o més passos.
Formalment, la definicié és la segiient. Siguin k, k"€ ID(M) dues configuracions,

k‘:ko
EF-k < 3n>03ke,... . kn€ID(M){ Vi<n kil ki
kn, =K.

La utilitat dels conceptes que acabem d’introduir es posa de manifest en la facilitat
amb que podem ara descriure el llenguatge reconegut per un 2DFA. Es tracta d’acceptar
els mots que fan passar 'automat des de la situacié que abans hem definit com a inicial
(en estat go i amb el capcal davant del primer simbol) a una situacié en que el capcal
quedi a la dreta de I"iltim simbol del mot i I’estat sigui un dels acceptadors.? Es clar que
aixo pot ser expressat formalment de la manera segiient:

L(M) ={weX* | IpeF qw I wp}.

Com a conseqiiencia de la definicié de les transicions directes, no hi ha cap configuracié
que pugui venir a continuacidé (a través d'un o més passos) d’una de la forma wgq, que
correspon a tenir el capcal a la dreta de I'altim simbol de 'entrada. Tampoc no hi ha cap
configuracié que pugui seguir a una de la forma gay quan 6(q, a) és de la forma (p,e), que
correspon a un moviment cap a ’esquerra quan el capcal és al davant del primer simbol
de 'entrada. Observem que M accepta el mot buit si i sols si gy € F', ja que en aquest cas
la reflexivitat de la relacié = permet que la condicié d’acceptacié s’escrigui de la forma
(@w€F A gt q).

Exemple 9.1 Considerem el llenguatge format per A i pels nombres binaris que, seguits
del seu revessat, sén multiples de cinc. Formalment,

L={we{0,1}* | valory(wuw®) = 5}.
A la figura 9.1 s’ha dibuixat el diagrama de transicions d’un 2DFA que reconeix el llen-
guatge ¢L$, és a dir, el format pels mots de L pero escrits entre els simbols ¢ i $.

Observeu que IMinica diferencia que hi ha entre aquest graf i els dels DFaunidireccionals
és que ara 'etiqueta de cada arc inclou, a més del simbol llegit, el moviment del capcal.

2Es facil de veure que la classe de llenguatges reconeguts és independent de la convencié concreta que adoptem en
aquest punt. Podriem convenir que el capgal quedés, per exemple, a I’esquerra del primer simbol.
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Fig. 9.1 Diagrama de transicions d’un 2DFA

Taula 9.1 Funcid de transicio del 2DFA de la figura 9.1

¢ 0 1 $

q0 A, d r,d r,d r,d

r r,d r,d r,d r,d
AO T‘,d A(),d Ahd B(),e
Al T‘,d Az,d A37d Bl,e
A2 T‘,d A47d A(),d B27e
A3 T‘,d Ahd Az,d B3,e
A4 T‘,d A37d A47d B4,e
BO fvd B07e B17e T‘,d
By r,d By, e Bs,e r,d
B, r,d By, e By, e r,d
B3 r,d By, e By, e r,d
By r,d Bs,e By, e r,d
Tf f,d f,d f,d f,d

Per tal de no perdre claredat, no han estat dibuixats els arcs que corresponen a transi-
cions que duen a un 1nic estat mort, r, que tampoc no apareix al grafic. L’especificacid
completa de la funcié de transicié ve donada a la taula 9.1.

L’automat s’ha construit a partir de dues copies del DFA que reconeix els multiples
de cinc, que com és sabut té un estat per cada residu modul cinc. La copia de la part
superior del graf és recorreguda mentre el capcal llegeix 'entrada d’esquerra a dreta.
Quan el capcal arriba a la marca de la dreta, hi ha una transicié des de 'estat de la
part superior a ’estat de la part inferior que correspon al mateix residu. A partir d’aqui
s’'inverteix el moviment del capcal, 'entrada torna a ser llegida de dreta a esquerra i és
processada per la part inferior de 'automat. Si en arribar de nou a la marca de 'esquerra
lautomat es troba en l'estat By, es produeix una transicié a l'estat acceptador f que
ja no és abandonat i que fa sortir el capcal per 'extrem de la dreta, per tal d’acabar
correctament. En qualsevol altre cas, el procés acaba necessariament a 'estat r i el mot
és rebutjat.

Es interessant observar que també podem construir un DFA unidireccional per re-
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coneixer el llenguatge L. Es tracta de considerar simultaniament 'automat My que re-
coneix els multiples de cinc i lautomat MF que reconeix el revessat d’aquest llenguatge.
No és dificil adonar-se que "automat que accepta L pot ser construit considerant estats
amb dues components. La primera conté l'estat a que arriba My en llegir un mot w
d’esquerra a dreta. La segona conté l'estat en que caldria estar per tal que el mateix
Ms, llegint wR, arribés a l'estat acceptador, que és precisament l'estat a que arriba MF
en llegir w. Aixi doncs, l'automat cercat s’obté fent el producte cartesia de M; i ME
i prenent com a estats acceptadors els que tenen les dues components iguals entre si.

Formalment, sigui ) = {qo, ¢1,¢2, ¢3, ¢4} 1 sigui
M5 - <Q7 {0 ) 1}7 557 90, {qO}>7

on 05 esta definida, quan a € {0,1}, per la regla aritmetica
55(qiya) = qj <= 2-i+a=j (mod5).

MEF té una estructura identica a la de M5 amb I'inica diferencia que la seva funcié de
transicié obeeix la regla

(g, a) = ¢ < b5(q5,a) = a.
En aquestes condicions, 'automat M que reconeix L és

M = <Q X Q7 {071}757 [q07q0]7F>7
5([%‘7 Qj]v a) = [55 (in a)7 5?(%'7 a)]

F=A{[g;,q:] |0<i <4}

L’automat M construit aixi té 25 estats 1 és minim.

on

A Dl'exemple anterior, en lloc de construir un 2DFA per al llenguatge L proposat, 'hem
construit per al llenguatge ¢L$, on els simbols ¢ 1 $ no formen part de l'alfabet de L. La
raé de fer aixo ha estat, com resulta evident, facilitar el disseny de 'automat. El recurs
a aquests simbols addicionals, que anomenem marcadors d’extrems, permet identificar
el moment en que el capcal llegeix I'ultim simbol del mot d’entrada sense provocar a
continuaci6 'aturada de "automat. Sense ells, aquesta identificacié es fa impossible. Tot
1 aixo, en aquest capitol demostrarem que tot llenguatge acceptat per un 2DFA també
és acceptat per algun DFA unidireccional. Per tant, donat un llenguatge L, si sabem
construir un 2DFA que reconegui ¢L$, també podem construir un DFA unidireccional per
a ¢L$. Aleshores, és immediat passar d’aquest DFA a un altre que accepti L. Aixi
doncs, la introduccié dels marcadors d’extrems no representa cap ampliacié (ni tampoc
cap restriccié) dels llenguatges que poden ser acceptats per 2DFA. En conseqiiencia, en
tots els exemples que donarem d’utilitzacié de 2DFA farem 1s dels marcadors d’extrems.

9.3 El problema de ’aturada en 2DFA

La bidireccionalitat del moviment del capgal introdueix, respecte de la unidireccionalitat,
la possibilitat que els processos de calcul no s’aturin. N’hi ha prou de considerar, per
exemple, que la funci6 de transicié inclogui un parell d’especificacions de la forma

6(p,a) =(g,d) 1 d(g,b) = (p,e)
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perque 'automat entri en bucle aixi que llegeixi el submot ab, si ho fa partint de ’estat
p. Aquesta possibilitat de no-aturada, que no existeix en els automats unidireccionals,
esta implicita, en canvi, en molts altres models de computacié. En particular, quan es
considera el conjunt de programes que poden ser escrits en qualsevol llenguatge usual de
programacio, és clar que aquest conjunt inclou programes que poden donar lloc a bucles
sense fi. En general, el problema de determinar si un cert programa doéna lloc a un procés
finit o infinit quan processa una entrada donada és un problema indecidible.?

En el cas dels automats finits bidireccionals, hi ha una manera senzilla de decidir quan
un automat de s estats que llegeix una entrada de longitud n entra en bucle. Es tracta
d’anar considerant les configuracions successives per les quals passa ’automat, partint de
la configuracié inicial 1 acabant, o bé quan el capcal creua un dels extrems de ’entrada,
o bé quan es repeteix alguna de les configuracions considerades. La idea important és
que, perque l'automat entri en bucle, és condicié necessaria i suficient que hi hagi alguna
configuracié que es repeteixi. Es clar que la condicié és suficient. La necessitat deriva del
fet que hi ha un nombre finit, n x s, de configuracions possibles, cosa que, d’altra banda,
garanteix la finitud del procediment proposat, que requereix un maxim de n X s passos.

9.4 Construccio d’un NFA unidirecional
a partir d’un 2DFA

A l'exemple 9.1 hem exposat un 2DFA que reconeix un cert llenguatge. També hem posat
de manifest que aquest mateix llenguatge pot ser reconegut per un DFA unidireccional.
Aquesta possibilitat no és cap cas particular. Veurem tot seguit la manera de construir un
NFA unidireccional a partir d'un 2DFA qualsevol. La demostracié original d’aquest fet es
troba a [RaS59] i a [Sheb9], si bé nosaltres seguirem en aquest punt la referencia [HoU79].
De totes maneres, cal advertir el lector que, per tal de facilitar la comprensié d’aquesta
exposicid, hem optat per un tractament informal d’algunes de les idees que introduirem
en la demostraci6. Comencarem presentant un exemple que ens servira de referencia al
llarg de l'exposicid que segueix.

Exemple 9.2 La taula 9.2 especifica la funcié de transicié d’'un 2DFA de tres estats,
dels quals ¢ és l'inicial i g5 és "inic estat acceptador.

Taula 9.2 Funcid de transicié d’un 2DFA

a b
q90 qi,d 40, €
q1 92, € q2,d

TQZ q07d q1,¢€

Per a cada 2DFA considerat i cada mot processat per 'automat podem dibuixar un

3Sobre el significat d’aquest terme, vegeu el comentari de la seccié 2.4.
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diagrama que reflecteixi aquest procés. Es tracta d’escriure els estats successius pels quals
va passant l’automat, situant-los en la posicié que ocupa el capcal just en el moment en que
es disposa a llegir un nou simbol, és a dir, en la frontera entre el simbol que acaba de llegir 1
el nou simbol. Aquesta successié comenca amb 'estat inicial escrit en la frontera esquerra
del mot. Cada vegada que el capcal inverteix el sentit del moviment, el diagrama baixa
una linia 1 continua escrivint els estats, de manera que la sequencia dels estats segueix,
cap a la dreta 1 cap a l'esquerra, els moviments del capcal.

DEFINICIO. Anomenem seqiiéncies de creuaments les subseqiiencies d’estats que aparei-
xen en un diagrama de procés, 1 que corresponen als moments en que el capcal creua cada
una de les fronteres entre dos simbols consecutius (més les dues fronteres dels extrems).

Exemple 9.3 La figura 9.2 illustra el diagrama del procés d’acceptacié del mot aabab
per automat definit a 'exemple 9.2.

— (o—> ql)

( *P} ‘ ‘ ‘
qo— q1*> qz" QO>

(qO

qi—= 0

Fig. 9.2 Diagrama d’un procés d’acceptacié

Les seqliencies de creuaments corresponents a aquest procés son, d’esquerra a dreta,
(2], [91, @25 ), [@1]s [@2]; (90, 20, 1] § [2]-

Observeu que els estats que ocupen posicions senars en una sequencia de creuaments
corresponen a situacions en que el capcal s’esta movent cap a la dreta. Per tant, el simbol
que sera llegit en aquest estat és el que apareix a la dreta de la collocacio de la sequencia
considerada en el diagrama. Analogament, els estats en posicions parelles corresponen a
moviments del capcal cap a 'esquerra.

Observeu també que no totes les sequencies d’estats possibles son sequiencies de creua-
ments. Per exemple, la sequiencia

[q37 45,492,495, 41, 44, q4]

no pot ser cap sequencia de creuaments, perque l'estat g5, que apareix dues vegades
en posicidé parella, hauria de donar origen, a causa del determinisme, a una repeticié
indefinida del procés. Es a dir, una sequencia de creuaments que comenca amb els quatre
primers components [g3, ¢s, g2, gs, - - - |, forcosament ha de ser la seqiiéncia periodica infinita

[6137 95,492,945, 42, 45,42, - - ]
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Aixi doncs, una seqiiencia de creuaments és finita si 1 sols si no té cap estat repetit en
dues posicions de la mateixa paritat.

Observeu, finalment, que les sequencies de crenaments que intervenen en processos de
mots que sén acceptats son totes elles de longitud senar. Altrament el capcal no hauria
acabat el procés sortint per 'extrem de la dreta.

DEFINICIO.  Diem que una seqiiencia de creuaments és valida quan és de longitud senar
1 no té cap parell d’estats repetits en posicions d’igual paritat.

Com a resultat del que acabem de dir 1 utilitzant aquesta definicio, podem fer dues
afirmacions. La primera és que en el procés d’acceptaciéo d'un mot per un 2DFA només
intervenen sequencies de crenaments valides. La segona és que, donat un 2DFA, el nombre
de sequencies de crenaments valides d’aquest automat és, amb independencia de ’entrada,
finit. Aquest fet és rellevant perque ens permetra d’identificar les seqiiencies de creuaments
valides amb els estats d'un automat unidireccional equivalent.

Considerem ara la relacié que ha d’existir entre dues seqiiencies de creuaments valides
que apareguin 'una immediatament a la dreta de ’altra en un procés que dugui a 'ac-
ceptacio d’algun mot. Siguin s; 1 sy aquestes seqiiencies, on sy suposem que apareix
immediatament a la dreta de s;. Sigui @ el simbol de ’entrada que hi ha entre sy 1 ss.
Si bé 'aparicio d’aquestes dues sequencies en un punt determinat esta condicionada per
la globalitat del mot de l'entrada, ens restringirem unicament als condicionaments que
comporta el fet que les dues sequencies estiguin separades pel simbol a. Observem que
només un nombre reduit de seqiencies pot apareixer a la dreta de s; i del simbol a. Per
descomptat, s, és una d’elles, pero pot no ser linica. Suposem, per exemple, que la
funcié de transicié de I'automat conté una especificacié de la forma §(¢;, a) = (g;,d) i que
la seqiiencia s; no conté l'estat ¢; en cap posicié parella ni 'estat ¢; en cap posicié senar.
Aleshores podem intercalar ¢; seguit immediatament de ¢; en qualsevol punt de s;, amb
la condicid que ¢; quedi en posicié parella. La seqiencia obtinguda continua essent valida
1 podria apareixer a la dreta de la s; si només ens atinguéssim al condicionament local
del simbol a que estem considerant.

Exemple 9.4 La figura 9.3 illustra el cas de dues seqiiéncies, s; = [q1,¢2,q3] 1 $2 =
(44, 05, gs], que s’avenen a l'esquerra i la dreta, respectivament, d’un simbol a. Suposant
que ¢; no coincideix amb ¢5 i que ¢; no coincideix ni amb ¢4 ni amb g¢g, la seqiiencia
sy = [qu, ¢i- 45, @5, ¢s] també podria apareixer en el lloc de sy si només ens atenim al
condicionament del simbol a considerat i prescindim de la resta del procés.

Estem ja en condicions de definir un NFA unidireccional que reconegui el llenguatge
acceptat per un 2DFA donat. Sigui M = (Q, Y, 4, g, F') un 2DFA qualsevol. Considerem
el NFA M =(Q', X, 0", I', F'), els components del qual es defineixen a continuacio.

- () és el conjunt de seqiiencies de creuaments valides de M.

- ¢ és la funcio que a cada seqiiencia de creuaments valida i cada simbol de X' fa
correspondre el conjunt de sequiencies de creuaments valides que poden apareixer
a la dreta de la seqiiencia i del simbol considerats.

- I' és un conjunt reduit a una sola seqiiencia: {[qo}-

- F' és el conjunt de seqiiencies de la forma [¢;] amb ¢, € F.
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a a
q:—= Q4 qi—= d.4
q=<—4(s ( i
qSﬁ q6 q]

q=<—-0s
ds— (s

Fig. 9.3 Dues seqiiéncies dretes per a una mateixa seqiiéncia esquerra

Abans de comprovar que M’ reconeix el mateix llenguatge que M, donarem un exem-
ple d’aquesta construccio.

Exemple 9.5 Considerem de nou el 2DFA de 'exemple 9.2. Com que es tracta d'un
automat de tres estats, el nombre de seqiiencies de creuaments valides és 57 (vegeu
exercici 9.3). Partim de la seqiiencia inicial [¢o]. Com que (g0, ) = (go,e€), no hi pot
haver cap seqiiencia valida a la dreta de [go] quan el simbol considerat és una b. En canvi,
la seqiiencia [g] pot apareixer a la dreta de [go] quan el simbol és a. I també hi pot
apareixer la seqiiencia [¢1, g2, ¢o], ja que (g2, a) = (go,d). No hi ha cap més seqiiéncia
valida que pugui apareixer a la dreta de [go] amb entrada a. Aixi doncs, ja podem escriure
la primera linia de la taula de §’. Com que en aquesta linia s’han introduit les seqiiéncies
[q1]1[q1, @2, o], continuem la taula analitzant quines sén les seqiiencies valides que poden
apareixer a la dreta d’aquestes en els casos d’entrada a 1 b. Prosseguim d’aquesta manera
fins a completar el conjunt de seqiiéncies accessibles, i obtenim la funcié de transicié ¢’
que apareix a la taula 9.3.

Taula 9.3 Funcié de transicié de 'automat indeterminista M’

a b

[40] (1) [a1, 425 90) | —
(1] — (g2]
[41, @2, q0] [a1]; [q1 2 %] —
1] (90 [90, 905 1] | —
(90, 90, ¢1] - [¢2]

Un cop determinitzat i minimitzat aquest automat, obtenim el DFA de quatre estats
que reconeix el llenguatge a(a + ba)*b.

ProposICIO. L(M') = L(M).

DEMOSTRACIO. La inclusié en un dels sentits és molt senzilla. Per a cada mot acceptat
per lautomat bidireccional M podem dibuixar el diagrama de procés que li correspon.
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La successié de sequencies de creuaments que apareix en aquest diagrama constitueix un
cami acceptador del mot considerat en 'automat indeterminista M.

La inclusio en sentit contrari requereix una especificacié més formal de la funcié de
transicio ¢’ per tal de poder aplicar correctament una prova per induccié. El lector pot
trobar-la a la referencia [HoU79] citada anteriorment. O

Com a resultat de la proposicié anterior tenim el teorema segiient.

TEOREMA. La familia dels llenguatges reconeguts per automats finits determainistes bidi-
reccionals €s la familia dels llenguatges requlars.

La possibilitat de construir un automat determinista unidireccional a partir d’un de
bidireccional és de molta utilitat en nombrosos problemes. Aixi, donat un llenguatge
regular L C X* qualsevol, és facil generalitzar la construccié donada a l'exemple 9.1 per
demostrar 'existencia d'un 2DFA que reconeix el llenguatge

{we T | wot €L}

9.5 Automats finits indeterministes bidireccionals

De manera analoga als models deterministes, podem definir els automats finits indetermi-
nistes bidireccionals —abreviadament 2NFA— com una generalitzacio dels deterministes
unidireccionals, on ara la funcié de transicié adopta la forma

QXX —P(Q x{e,d}).

Es a dir, a cada estat i simbol d’entrada es fa correspondre un conjunt de parells formats
per un nou estat i un moviment del capcal.

Pot observar-se que el domini de definicié de § esta restringit a @ x X, en lloc de
ser P(Q) x X* com en el cas unidireccional. Recordem que en el cas unidireccional, és
indiferent definir la funcié de transicié d’'una manera o d’una altra. Una funcié definida
sobre el domini restringit només pot ser estesa d’una unica manera que sigui compatible
amb els axiomes que caracteritzen les funcions de transicié. En canvi, i per les mateixes
raons adduides en el cas dels 2DFA, no té cap sentit aquest tipus d’extensio en els 2NFA.

La construccié d’un NFA unidireccional a partir d’un 2DFA, exposada a la seccio prece-
dent, s’aplica sense cap modificacio al cas dels 2NFA. A cada mot acceptat per un 2NFA
li pot correspondre una pluralitat de processos d’acceptacio, per a cada un dels quals po-
drem considerar el diagrama de procés corresponent, definit de forma identica que en el
cas dels 2DFA. Aixi doncs, el concepte de sequencia de crenaments valida es manté sense
cap modificacié. A 'hora de determinar el conjunt de sequiencies de creuaments valides
que poden apareixer a la dreta d'una de donada, per a cada simbol de 1’alfabet, se segueix
el mateix criteri d’atenir-se unicament al simbol considerat, amb independencia dels mots
en que aquest simbol és processat. El fet que ara partim d’un automat indeterminista fara
que, en general, calgui considerar un major nombre de possibilitats. Pero la construccié
és la mateixa. Podem, doncs, enunciar el teorema segtient.
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TEOREMA. La familia dels llenguatges reconeguts per automats finits indeterministes bidi-
reccionals €s la familia dels llenguatges requlars.

Tenim, com a conclusid, que els 2NFA representen el model més versatil de tots els
introduits en aquest curs per caracteritzar els llenguatges regulars.

Exemple 9.6 Es facil demostrar, via 2NFA, que el conjunt de les primeres meitats dels
mots d’un llenguatge regular també és regular. Es a dir que si Ly C X és un llenguatge
regular, també ho és el llenguatge

Ly={xe X" | Ty |z|=|y] N zy€Ly}.

Per demostrar-ho, partirem d’un DFA unidireccional que accepti Ly. Sigui M; =
(@, X, 6, q, F) aquest automat. Considerem una “copia” @' dels estats de ), de manera
que per a cada estat ¢ € () representem per ¢’ 'estat corresponent de )'. Construirem un
automat indeterminista bidireccional que reconegui ¢L:$. Aquest 2NFA tindra la forma
seglient:

=(QUQU{q,df}, Tu{e$},0 {a}, {df})
Els estats ¢ i ¢ p ! s6n estats nous i sén els tnics inicial i acceptador, respectivament, de
M,. La funcié ¢’ esta constituida per les transicicions segiients:

......

§'(q05 ¢) = {(q0,d)}.

2. Totes les transicions de My,

VgeQVaeX 4'(q,a) ={(d(¢ a),d)}.
3. Transicions que fan passar dels estats de @) als corresponents de @)’ quan s’arriba
a 'extrem dret de 'entrada, i que inicien el recorregut en sentit contrari,

Vge@ &'(¢,$) ={(d,e)}.
4. Transicions entre estats de @',
Vpe@Q VaeX o'(p',a)={(¢,e) | Is€X d(p,s) = q}.
5. Transicions finals per al cas d’acceptacio,

VgeF ¥'(q,¢) ={(d} d)},
Vae T U{$} &'(q¢},a) ={(q},d)}.

Observem que entre dos estats donats, o bé existeixen les transicions del tipus 4 per a
tots els simbols d’entrada, o bé no existeixen per a cap simbol. Per tant, donada una
seqiiencia qualsevol de n+1 estats de @, (gi,,- - -, i, ), les dues afirmacions segiients sén
equivalents:
1. Algun mot y de longitud n permet recorrer de manera determinista la seqiiéncia
(Qigs - - -+ qi, ) sobre el graf de automat M.
2. Tot mot y de longitud n permet recérrer de manera indeterminista la seqiiéncia
(ql{o7 ceey qin) sobre el graf de automat M,, movent el capgal cap a Pesquerra.

Farem el raonament de les dues inclusions corresponents a la igualtat L(My) = L.
1. L(M;) C Ls.
Si @ € L(M3), els tipus de transicions definides a M, requereixen que, per acceptar un

mot, calgui llegir-lo primer d’esquerra a dreta fins a arribar a la marca $; a continuacio,
no es pot fer altra cosa que llegir entrada de dreta a esquerra fins a arribar a la marca



210 Llenguatges, gramatiques i automats. Curs basic

¢ i finalment cal llegir de nou 'entrada d’esquerra a dreta fins a superar la marca $ de
la dreta. Aixi doncs, ha d’haver-hi a My un cami acceptador de la forma descrita a la
figura 9.4.

—~-.--mov. aladreta----='<---mov. al’esquerra - -='<------- mov. aladreta-- >

Fig. 9.4 Esquema de cami acceptador

Aixo implica dues coses:

1.1 ¢;€F.

1.2 Com que el mot 2% permet passar de ¢ a q; en My, hi ha d’haver algun mot y (en
general, diferent de z%) de la mateixa longitud que ¥ que permeti passar de ¢; a ¢;

en M.
Per tant, dy |y| = |z| A zy € Ly, i resulta a € Ly.
2. Ly C L(My).
Si @€ Ly, tenim que Jy |y| = |z|Aay € Ly. Aixo vol dir que existeix un estat ¢; i un estat
¢; € F de 'automat M, tals que goz = ¢; 1 que ¢;y = ¢q;. Ara bé, l'existencia d’aquesta
segona transicié comporta que, per a tot y' tal que |y'| = |y|, Vautomat M, pot passar

en un recorregut de dreta a esquerra de l'estat ¢ a 'estat q;. En particular, considerant
y' = a® resulta x € L(My).

9.6 Automats amb pila bidireccionals

A diferencia del que acabem de veure amb els automats finits, la bidireccionalitat del
capcal dota els automats amb pila deterministes d’una potencia de calcul superior a la dels
DPDA unidireccionals. La definicié dels automats amb pila deterministes bidireccionals,
per als quals usarem l'abreviatura 2DPDA, es fa a partir dels DPDAunidireccionals de
manera analoga a ’efectuada per als 2DFA a partir dels DFA unidireccionals. Es a dir,
unicament cal canviar la definicié de la funcié de transicié afegint-hi una component
addicional que especifiqui el tipus de moviment, a ’esquerra o a la dreta, que ha d’efectuar
el capcal a cada transicio. Es clar que els DPDA unidireccionals es converteixen en casos
particulars de 2DPDA. Aixi doncs, la familia dels DCFL esta inclosa en la dels llenguatges
reconeguts per 2DPDA. Pero els 2DPDA poden reconeixer llenguatges que no sén DCFL, 1
ni tan sols sén CFL. Vegem-ho amb un exemple.

Exemple 9.7 Al capitol 7 vam demostrar que el llenguatge
L={a"b"c" | n>0}

no és CFL. En canvi, és ben senzill imaginar un 2DPDA que reconegui aquest llenguatge.
Es tracta de llegir d’esquerra a dreta el prefix de a’s carregant-les a la pila, i continuar la
lectura de les b’s, també d’esquerra a dreta, esborrant una a de la pila per cada b llegida.
Si s’ha trobat el mateix nombre de a’s que de b’s, es fa recular el capcal fins a la primera
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b de lesquerra i es carreguen les b’s a la pila. Finalment, llegint d’esquerra a dreta, es
comprova que el nombre de ¢’s de I'entrada sigui igual al nombre de b’s a la pila.

Ara bé, que els 2DPDA puguin reconeixer llenguatges que no séon CFL no significa
que reconeguin tots els que si sén CFL. Aquest és, per ara, un problema obert. No es
coneix cap CFL que no pugui ser reconegut per algun 2DPDA, pero tampoc no s’ha pogut
demostrar que qualsevol CFL és reconegut per algun 2DPDA. Per cert, ’algorisme de Cook
citat a la introduccio, que simula en temps lineal qualsevol 2DPDA, permetria d’establir la
linealitat en temps de la complexitat dels CFL en el cas que se’'n demostrés la possibilitat
de ser reconeguts per 2DPDA. Ara com ara, els millors algorismes de que es disposa per

2.8)

reconeixer CFLfuncionen en temps O(n”*®), essent n la longitud de 'entrada.

Finalment, la consideracié dels automats amb pila indeterministes bidireccionals (per
als quals utilitzarem l'acronim 2NPDA) té un interés merament teoric. Es obvi que repre-
senten una generalitzacié tant dels 2DPDA com dels NPDAunidireccionals. El fet que els
NPDA siguin casos particulars dels 2NPDA implica que els CFL formen una subfamilia de
la dels llenguatges reconeguts per 2NPDA. I com que tot 2DPDA és un cas particular d'un
2NPDA, de nou el llenguatge de 'exemple 9.7 posa de manifest que aquesta inclusio és
estricta, és a dir, que els 2NPDA reconeixen llenguatges que no séon CFL. Finalment, torna
a ser un problema obert saber si també és estricta la inclusio de la familia de llenguatges
reconeguts per 2DPDA en la dels reconeguts per 2NPDA. Es a dir, no es coneix cap llen-
guatge que sigui reconegut per un 2NPDA 1 que no ho sigui per algun 2DPDA. I tampoc
no se sap demostrar que tot 2NPDA pugui ser simulat per algun 2DPDA.

Exercicis

9.1 Sigui L un llenguatge regular per al qual es disposa d’un DFA unidireccional que el reconeix. Doneu
les idees basiques per construir, a partir d’aquest automat, un 2DFA per a cada un dels llenguatges
seglients:

1. {w | wwtww® € L}
2. {w | wwwuw® € L}
3. {w | wuwtuwtw € L}
4. {w | wwtww € L}

9.2 Sigui L un llenguatge regular. Demostreu, via consideracié d’un 2DFA per a cada cas, que els
llenguatges segiients també son regulars:

LAz |3y [el=lylAwyel}
2. {z |y v=y* ANwyel}
3. {z|Jy z=yAaxyel}

9.3 Demostreu que el nombre de seqiiéncies de creuaments valides d’un 2DFA de n estats és
n—1 n! 2
> (@)

9.4 Trobeu 2DPDA que reconeguin cada un dels llenguatges segiients. Es considera que X pot ser
qualsevol alfabet de més d’un simbol i que el simbol ¢ no pertany a X

1. {ww® |we X*}
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2. {ww |we X*}

3. {zzfy | z,y e X}

4. {xxy |z, ye Xt}

5. {zic...capn |21, .. 2 € X7 A Eli,jxi:x;}
6. {zic...can |21, .., 20 € X* A Vitj e #u,}
7. {zey | z,y€X* A y és un submot de 2}

8. {atag...anth, .. .babi#cy .. .cocr | n>21 A Vi li<n: (a;=b; V bj=¢)}
9. {zxy |2 €Dy Ay (a+b)}*

10. {a®" | n >0}

. {c"z* [ n >0 A k22 A ze X"}

120 {&¥ [k >2 Az e X*}

1D! és el llenguatge de Dyck definit a 'exercici 2.15
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Capitol 10 Sinopsi del curs

10.1 Introduccio

Aquest capitol té com a objectiu principal donar una visié de conjunt de les idees ex-
posades en aquest curs. Es tracta basicament de resumir la relacié miutua entre les
diferents families de llenguatges estudiades. Hem aprofitat aquesta visié sinoptica per
presentar de manera molt resumida dues altres families de llenguatges que constitueixen,
juntament amb les que ja coneixem, un cataleg conegut amb el nom de jerarquia de

Chomsky.

Comencarem, tanmateix, fent emfasi en la relacié entre gramatiques i automats. D’en-
trada, convé precisar el diferent paper que tenen les gramatiques 1 els automats en la
definicié dels llenguatges formals. Els automats son models de reconeixedors de llenguat-
ges. Les gramatiques sén models de generadors de llenguatges. Es clar que ambdds tipus
de models tenen en comu el fet de servir de definidors de llenguatges. Pero la manera
com ho fan és essencialment diferent.

Els automats, com tots els reconeixedors, sén algorismes que realitzen processaments
efectius de les seves entrades. Naturalment, aixo només s’aplica als automats determinis-
tes. En aquest sentit, el procés d’acceptar un mot és només un cas particularment senzill
de calcul algorismic. Per tal de parlar en termes més generals convé tornar al plante-
jament introductori fet al capitol primer. Recordem que hem interpretat el concepte de
mots com a codificacions d'uns elements que solen ser estructures de dades o, més general-
ment, estructures combinatories. Quan ens restringim a problemes decisionals, el calcul es
redueix a 'acceptacié o la no-acceptacié del mot d’entrada, i el conjunt de mots acceptats
constitueix un llenguatge. Ara bé, donada una classe d’estructures combinatories, com
per exemple la familia dels grafs finits, a més de problemes decisionals, com pot ser el fet
de saber si un graf donat conté algun cicle hamiltonia, poden considerar-se problemes no
decisionals, com pot ser el fet de saber quina és la longitud maxima dels cicles continguts
en un graf donat. L’estudi dels automats com a reconeixedors de llenguatges constitueix,
doncs, un plantejament simplificat del problema general de ’estudi de la complexitat dels
algorismes.

Per la seva banda, les gramatiques, en tant que models generadors de llenguatges,
també poden ser considerades com a casos particulars de sistemes més generals de genera-
dors d’estructures combinatories. Exemples tipics d’operacions entre classes d’estructures
combinatories, que generen estructures complexes a partir d’estructures més simples, sén
la reunid, el producte cartesia, la diagonalitzacid, la sequenciacio, el conjunt de parts
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finites, el multiconjunt de parts finites, el cicle, el marcatge o la substitucié. En aquest
context, és possible estendre el concepte de recursivitat de les gramatiques a ’ambit de
definicions recursives de classes d’estructures combinatories. El lector pot trobar un desen-
volupament d’aquest tema a l'obra de Sedgewick i Flajolet [SeF96]. Veurem a continuacid
un exemple de generacié diferent al de les gramatiques incontextuals.

Exemple 10.1 A l'exemple 1.11 hem introduit una manera de codificar els arbres bi-
naris i a 'exemple 2.22 hem donat una gramatica que genera el conjunt de totes aquestes
codificacions dels arbres binaris. Aixi doncs, aquest conjunt és un llenguatge incontex-
tual. D’altra banda, a 'exemple 7.8 hem introduit els arbres binaris complets i hem
demostrat que el conjunt de codificacions que corresponen a aquests arbres constitueix
un llenguatge, inclos en I'anterior, que no és regular. Es facil constatar que la mateixa
argumentacio6 utilitzada a exemple 7.8 serveix per demostrar que el llenguatge conside-
rat tampoc no és incontextual, ja que no hi ha cap diferencia entre les dues versions dels
lemes de bombament de Bar-Hillel quan s’apliquen a llenguatges uniliterals.

Tot i no tractar-se d’un llenguatge incontextual, hem vist que el llenguatge L dels
arbres binaris complets admet la definici6 recursiva segiient:

L={0}uU{2za | z€L}.

Hauriem pogut escriure aquesta definicié recursiva de L utilitzant les operacions de
reunid, producte cartesia i diagonalitzacié de la manera segiient:

L = reunié (0, producte (2, diagonal(L))),

en que les definicions precises de les operacions considerades es poden trobar a la re-
ferencia [SeF96] citada anteriorment. Es tracta, en aquest cas, tanmateix, d’operacions
molt elementals el significat de les quals és forca evident. L’avantatge d’aquesta segona
definici6 és que posa clarament de manifest el seu caracter generativorecursiu.

Un ambit en el qual s’interrelacionen els algorismes (dels quals els automats en sén
models abstractes) i els sistemes generatius (entre els quals hi ha les gramatiques) el
constitueix el de I'analisi d’algorismes 1, més en particular, el de U'estudi de la complexitat
mitjana d’algorismes. FEl fet rellevant és que 1’analisi de la complexitat d'un algorisme
que opera sobre estructures combinatories d'una classe determinada es veu enormement
facilitat quan és possible generar recursivament aquesta classe d’estructures. De nou
remetemn el lector a 'obra de Sedgewick 1 Flajolet citada anteriorment.

10.2 Relacio entre les families de llenguatges estudiades

A la figura 10.1 s’ha dibuixat un diagrama d’Euler que inclou les families de llenguatges
estudiades al llarg d’aquest curs. A cada regié del diagrama figura un nimero que corres-
pon a un exemple de llenguatge que pertany a la regié considerada. La definicié d’aquests
exemples es fa més endavant en aquesta mateixa seccid. La zona ombrejada correspon
a una regié que no se sap si és buida, com ja s’ha fet constar al capitol 9, a la seccid
dedicada als automats amb pila bidireccionals.

Convé remarcar algunes caracteristiques d’aquest diagrama que corresponen a pro-
pietats de les families estudiades. (Cal assenyalar que el nom d’una familia, precedit del
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Inambigus  _

Fig. 10.1 Diagrama d’Euler d’algunes families de llenguatges

prefix ‘co’; designa la familia formada pels complementaris dels llenguatges de la familia
considerada. )

a) Cap llenguatge no pot ser alhora finit i cofinit.
b) Com que la familia dels DCFL és tancada respecte de la complementacid, esta
inclosa a la interseccié dels CFL 1 els co-CFL.
¢) La regié que correspon als CFL inambigus ha estat dibuixada amb tra¢ discontinu
perque, a diferencia de les altres families considerades, no existeix cap model de
descripcié (ni automat ni gramatica) especific d’aquesta familia.
d) En el cas d'un CFL, no hi ha cap relacié entre el fet de ser ambigu i el fet que el
complementari també sigui CFL.
En els exemples que segueixen podem considerar, a 'efecte de 'operacié de comple-
mentacid, que lalfabet de referencia és X' = {a,b, ¢, d, e}.
1. Exemple de llenguatge finit: Ly = @.
2. Exemple de llenguatge cofinit: Ly = X*.
3. Exemple de llenguatge regular que no és ni finit ni cofinit: Lz = a*b*.
4. Exemple de llenguatge incontextual determinista que no és regular:
Ly ={a"b" | n > 0}.
5. Exemple de llenguatge incontextual, amb complementari també CFL, que és in-
ambigu, pero que no és determinista:
Ly ={weX | w=w"}.
6. Exemple de llenguatge incontextual, amb complementari també CFL, pero que és
ambigu (tret de [HiU66]):
Ls = {aPbic"d?e | (p=qAr=s)V (¢g=r ANs=t)}.

7. Exemple de llenguatge incontextual que és inambigu, pero el complementari del
qual no és CFL (tret de [HiU66]):
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L, ={a?b'c"d* | ((10p < ¢ < 12p V 10¢ < p < 12q)
A(10r < s <12r V 10s < r < 12s))
V(10g <r <12¢ A 6p < s <8p)}.
8. Exemple de llenguatge incontextual ambigu, el complementari del qual no és CFL:
Ly ={a't¥c* |i=35 vV j=k}.

9. Exemple de llenguatge que no és incontextual, pero el complementari del qual si
que ho és:

Ly = {a™b"c" | n > 0}.

10. Exemple de llenguatge que no és incontextual, amb complementari que tampoc
no ho és, pero que és reconegut per un 2DPDA:

10.3 La jerarquia de Chomsky

Les dues families principals de llenguatges estudiades en aquest curs, la dels regulars 1 la
dels incontextuals, constitueixen les dues classes més simples d'una classificacié de quatre
nivells definida per N. Chomsky a [Cho356] i [Cho59]. Aquesta classificacié ha perdut,
amb el pas del temps, gran part del sentit ordenador que tenia inicialment. La ra¢ d’aixo
ha estat el desenvolupament que ha experimentat a partir dels anys setanta la teoria de
la complexitat, que ha permes donar una tractament molt més ben fonamentat i d’un
abast molt més general a l'estudi de la complexitat inherent dels problemes de calcul.
El lector pot trobar desenrotllat aquest plantejament a la referencia [BDG95]. De tota
manera, les referencies a la jerarquia de Chomsky continuen essent frequents en ’ambit
de la teoria de llenguatges formals. Es per aixo que a continuacié en fem una exposicié
breu. Si bé cada nivell de la jerarquia pot ser caracteritzat simultaniament en termes
de gramatiques 1 d’automats, aqui només donarem amb precisio les definicions dels nous
models de gramatiques, que sén les més senzilles, 1 només farem una descripcié informal
dels nous tipus d’automats, que ja s’escapen de ’abast d’aquest curs.

1. Llenguatges de tipus 3. Es tracta dels llenguatges regulars. Els seus reconeixe-
dors sén els automats finits 1 els seus generadors sén les gramatiques regulars estudiades
al capitol 6.

2. Llenguatges de tipus 2. Es tracta dels llenguatges incontextuals. Els seus
reconeixedors son els automats amb pila indeterministes 1 els seus generadors son les
gramatiques incontextuals estudiades al capitol 2.

3. Llenguatges de tipus 1. Es tracta dels anomenats llenguatges contextuals (en
angles, context-sensitive languages, d’on deriva 'acronim ¢SL). Els seus reconeixedors
son els automats amb espai fitat linealment (linear-bounded automata en angles, amb
acronim LBA). Es tracta de les maquines de Turing indeterministes, de que parlarem al
punt segiient, a les quals s'imposa la restriccié de no poder utilitzar per al calcul més espai
de cinta que el que conté 'entrada. Quant als seus generadors, es tracta d’una extensid
del concepte de gramatica incontextual, que donem a continuacio.
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Una gramatica contextual és una estructura de la forma
G=(V,X, PS5
en que V., X 1§ tenen la mateixa definicié com a alfabet de variables, alfabet de terminals

1 variable inicial que en les CFGs. V' 1 X sén conjunts disjunts. P és un subconjunt finit
de parells de

(VuX)y =¥ x (VU XD)

els elements del qual, anomenats també aqui produccions, s’escriuen de la forma o — (3,
amb a € (VUX)*— X*ige(VUX)*iestan subjectes a les restriccions segiients:
1. Si 8 # A, aleshores |o| < |3].
2. S1 B = A, aleshores @ = 5, 1 en aquest cas S no pot apareixer al costat dret de
cap produccié.

La manera com una gramatica contextual genera mots és similar a la manera com ho fa
una gramatica incontextual. Es diu que una cadena (34 deriva directament d’una cadena
yad quan (a— 3) € P. Analogament, es defineix la derivacié o = 3 com el tancament
reflexiu i transitiu de la derivacié directa. En aquestes condicions, el llenguatge generat
per una gramatica G continua essent

L(G) = {we X | § = w}.

Exemple 10.2 Considerem de nou el llenguatge L = {a"b"c™ | n > 0}, que a l'e-
xemple 7.0 hem demostrat que no és incontextual. Es tracta, en canvi, d’un llenguatge
contextual. No és dificil comprovar que és generat per la gramatica

G={{S,4,B,C},{a,b,c}, P, S)
que té el conjunt P de produccions segiient:
S— AlA
A— aAB | C
CB — bCc|be
c¢B — Be.

Aixi, el mot aabbce és derivat de la manera segiient

S = A= aAB = aaABB = aaCBB = aabCcB = aabC Bc = aabbcc.

4. Llenguatges de tipus 0. Es tracta dels llenguatges anomenats enumerables re-
cursivament. Els seus reconeixedors sén les maquines de Turing. Es tracta, succintament,
d’automats de nombre finit d’estats, amb una cinta d’entrada infinita que inicialment
esta tota en blanc a excepcié de la zona que conté el mot d’entrada, dotats d’'un capcal
bidireccional, i que, a més de la capacitat de llegir els simbols de la cinta, tenen també la
capacitat d’escriure a la mateixa cinta.!

També per a aquests llenguatges existeix un tipus de gramatiques que els generen. Es
tracta de les gramatiques de tipus 0 o gramatiques sense restriccions. Una gramatica de
tipus 0 és una estructura de la forma G = (V, ¥, P, S) en que, com sempre, V i ¥ sén

LEl lector pot trobar-ne una descripcié formal al capitol 3 de [SACLO1].
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dos alfabets disjunts anomenats de variables i terminals respectivament, S és la variable
inicial i P és un subconjunt finit de parells de

(VUuX)y =X x (VU X).

Es tracta, doncs, de parells del mateix tipus que els de les gramatiques contextuals, que
continuem anomenant produccions i escrivint de la forma a— 3, amb o € (VU X¥)* — I*
i 6e(VUX)*, pero que a diferencia de les produccions contextuals no estan subjectes a
cap mena de restriccié addicional, és a dir, que a1  poden ser cadenes qualssevol, sempre
que « contingui almenys una variable.

Exemple 10.3 Per donar exemples de llenguatges enumerables recursivament i que no
siguin contextuals cal apujar considerablement el llisté de la dificultat de la computacio.
Una manera senzilla de fer-ho seria prendre en consideracié llenguatges no recursius, és
a dir, llenguatges per als quals no hi ha cap algorisme reconeixedor que sigui d’aturada
segura.? Hi ha, tanmateix, exemples de llenguatges “naturals” (és a dir, que no provenen
de la utilitzacio de definicions artificioses, com les basades en procediments de diagona-
litzacié) que sén recursius pero no son contextuals. Un dels exemples més classics és
degut a Hunt [Hun73] i es troba recollit a [AHU74]. Es tracta d’estendre la definicié
d’expressions regulars, de manera que incloguin l'operador interseccié. El llenguatge
considerat és el conjunt d’expressions d’aquest tipus tals que cada una d’elles descriu el
conjunt de tots els mots sobre el seu alfabet.

Cal remarcar el fet que les definicions de les gramatiques de tipus 3, 21 1 sén casos
particulars de les de tipus 2, 1 1 0, respectivament. Els llenguatges corresponents a
aquestes gramatiques formen, per tant, una jerarquia en el sentit que cada una de les
families considerades esta inclosa en la segiient. Hem donat, per a cada cas, exemples que
posen de manifest que es tracta d’inclusions estrictes en tots els casos.

2Una definicié precisa del concepte de llenguatge recursiu pot trobar-se al mateix capitol de la referéncia que acabem
de citar.
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