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1 Maquines de Turing

Per tal d’identificar el conjunt de problemes que es poden resoldre mitjancant un proce-
diment mecanic, ens cal formalitzar la nocié intuitiva d’algorisme. El pas fonamental per
establir-ne un model valid es va donar al final de la decada de 1930, quan es va demostrar
que els diferents intents proposats per caracteritzar aquest concepte conduien a models
equivalents entre si. Presentarem en aquest capitol un model teoric de computacié in-
troduit per A. Turing en 1936 [40], la maquina de Turing, i veurem com utilitzar aquest
tipus de maquina per reconeixer llenguatges 1 computar funcions.

Una caracteristica del model de maquina de Turing, molt important, és la possibilitat
de definir sense ambiguitats el concepte de pas de calcul i, en consequencia, el de temps
d’execucio per a un algorisme. Aquest concepte, en general, és dificil de definir sobre
llenguatges de programacid concrets, ja que certes instruccions triguen més o menys temps
1 normalment no es disposa d’un criteri uniforme de mesura del temps.

Finalment, tot model necessita ser robust, en el sentit que petites modificacions, afegides
per facilitar el disseny de maquines, han de conservar la capacitat de calcul. En aquesta
direccié, finalitzem el capitol introduint algunes variacions sobre el model basic 1 esbossem
els arguments que porten a la demostracié de 'equivalencia amb aquest model basic.

1.1 Definici6é de la maquina de Turing

Una maquina de Turing, abreujadament TM, és un mecanisme que funciona com un
automat finit amb una cinta semiinfinita addicional (vegeu la figura 1.1). La cinta esta
dividida en celles 1 la maquina accedeix a la informacid, emmagatzemada a la cinta, mit-
jancant un capcal lector/escriptor, que pot llegir o escriure, en un instant donat, sobre
una unica cella. El capcal es pot moure a dreta i a esquerra, pero només una cella per
moviment.

Una transicié d’'una maquina de Turing comenca amb la unitat de control en un estat,
i el capcal posicionat per accedir a una cella de la cinta. A cada pas, es realitza:

e un canvi d’estat,
e una escriptura a la cella accessible a través del capcal,

e un moviment del capcal.
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Control
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>[6[o][b]b]

Fig. 1.1: Esquema d’una maquina de Turing.

Inicialment, la posicié més a 'esquerra de la cinta conté un caracter especial B, ano-
menat simbol d’inici de cinta. A la dreta d’aquesta posicié es troba el mot d’entrada. La
resta de celles de la cinta contenen un caracter especial anomenat blanc, que representem
pel simbol b. Utilitzem el terme simbol actual per referir-nos al simbol accessible a través
del capcal en un instant donat.

Admetem tres tipus de moviments del capc¢al: una cella a la dreta, una cella a I’esquerra
1 no-moviment. Si el capcal esta en la posicié de més a 'esquerra de la cinta i es demana
un moviment cap a l’esquerra, la maquina s’atura.

L’evolucié d'una TM amb una entrada donada queda determinada per una funcié de
transicio. Aquesta funcio especifica les regles de canvi de les configuracions de la maquina.
El seu argument és un parell, de la forma (estat, caracter), que correspon a l'estat actual
de 'automat i al caracter actual. La imatge de la funcié de transicié és un triple (estat,
caracter, moviment), que correspon al nou estat, al nou simbol que s’escriura a la cinta i
al moviment que fara el capcal.

Inicialment, la maquina es troba en un estat inicial, habitualment representat per qo,
amb un mot w € X* escrit a la part esquerra de la cinta, precedit pel simbol ». La posicio
del capcal és la segona cella, que conté el primer simbol de w, si w # A. La maquina efectua
transicions mentre tingul una transicio definida a partir de 'estat 1 del simbol actuals. Si
s’arriba a un punt en que la maquina es troba en un estat ¢ amb un caracter actual «, i no
hi ha cap transicié definida per a aquest parell (¢, a), la maquina s’atura.

Per raons de simplicitat, sobretot en la formalitzacié de certes propietats, es requereix
que les maquines del nostre model tinguin un tunic estat inicial 1 un unic estat final o estat
acceptador. A més, demanem que des de ['estat final no hi hagi transicions definides. Aixo
garanteix que quan la TM arriba a l'estat acceptador, s’atura. Aixi doncs, la funcié de
transicié no pot ser mai una funcié total.

A continuacié definirem formalment els conceptes de maquina de Turing i de pas de
calcul com una relacié entre configuracions d’una TM.

DEFINICIO Una maquina de Turing és una estructura de la forma (Q, ¥, I, 5, qo, gr), on

() és un conjunt finit d’estats.
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(1,0,e)

Fig. 1.2: T™™ que computa la funcié segiient

Y és un alfabet, l'alfabet d’entrada.

I’ és un alfabet, 'alfabet de cinta, tal que ¥ U {b,»} C I, on b,p& X.
4 és la funcié de transicié, 6 : Q@ x I' — Q@ x I' x {e,d,n}

qo és Destat inicial (g9 € Q).

gr és Destat final o acceptador (¢z € Q).

Representem graficament una maquina de Turing mitjancant un graf etiquetat dirigit.
Tenim un vertex per a cada estat, etiquetat amb un nimero; ’etiqueta ¢ representa l'estat
¢i. Un arc entre dos vertexs i i j, etiquetat amb (a,b,m), representa que la funcié de
transicié té com a imatge del parell (g;, a) el triple (g;,b, m).

(a,b,m)

O——©

Com és usual en teoria d’automats, utilitzem una fletxa per marcar ’estat inicial i una
creu per marcar l'estat final.
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‘ estat ‘ cinta

H estat ‘ cinta

H estat ‘ cinta

0 »0[10010101bb- - - 0 »olb- - - 0 p11111111bb- - -
1 »(0[1]0010101bb- - - 3 | pob--- 0 »1[1[111111bb---
1 »(01/0/010101bb- - - 4 »0b- - - 0 »11[1111111bb---
1 »010[010101bb- - - 0 »111[11111bb---
1 »01001J0101bb- - - 0 »1111[1111bb- -
1 »01001[0]101bb- - - 0 »11111[1]11bb- - -
1 »010010[101bb- - - 0 »111111[11bb- -
1 »0100101[0J1bb- - - 0 »1111111[bb---
1 »010010101bb- - - 0 »11111111[blb- - -
1 »010010101o)b- - - 3 »1111111[110b- - -
2 »010010101bb- - - 3 »111111[1J00b- - -
2 »0100101[0]0bb- - - 3 »11111[1]000b- - -
4 »0100101[1]0bb- - - 3 »1111[10000b- - -
3 »111[1]00000b- - -
3 »11[11000000Db- - -
3 »1[110000000Db- - -
3 »1/00000000D- - -
3 »000000000b- - -
4 »000000000Db- - -

ExeEMPLE 1.1 A la taula 1.1 es mostra el funcionament de la T™ de la figura 1.2 amb tres entrades
diferents. S’exposa ’evolucié del contingut de la cinta a cada transicié. El simbol requadrat indica

Taula 1.1: El comportament de la T™ de la figura 1.2

la posicié del capcal.

El comportament global d’aquesta TM és el segiient:

1. Cerca un zero anant cap a la dreta.

2. Si no en troba cap:

2.1. Escriu 0 a sobre del primer blanc.

2.2. Torna al comencament de la cinta i canvia tots els 1’s que troba per 0’s.
3. Si troba un zero:

3.1. Avanca el capcal cap a la dreta fins a trobar un blanc.

3.2. Torna cap al comencament de la cinta i canvia tots els 1’s que troba per 0’s, fins que
troba un zero.

3.3. Canvia el 0 per un 1.
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Si l'entrada és un mot w, el que queda a la cinta quan la TM s’atura és el mot segiient
a w en lordre usual (lexicografic per longituds, vegeu l'apendix ?7).

Donada una ™™ M = (Q, X, I', 4, qo, g ), suposem que els conjunts ¢ i I" sén disjunts per
poder utilitzar els estats com a simbols dintre d’una cadena. Una configuracié instantania,
o simplement configuracio, és una descripcio de la situacio en que es troba M en un instant
donat. Consta de la informacio relativa a l'estat, la posicié del capcal 1 el contingut de la
cinta. Representem una configuracié instantania mitjancant un mot del llenguatge I'™QI™,
assumint que Q@ N I' = &. Un mot agf, en que ¢ € (), a1 3 pertanyen a I'™™ 1 # no acaba
en b, representa la configuracio en que M es troba en l'estat ¢, el contingut de la cinta és
af, seguit de blancs a la dreta, 1 la posicié del capcal és la del primer caracter de 3 o d'un
blanc si 3 = A.

Podem definir relacions entre configuracions depenent del nombre de vegades que la T™M
ha d’aplicar la funcié de transicié per passar de 'una a l’altra.

DEFINICIO Donades una maquina de Turing M i dues configuracions instantanies, ag3 i
o'¢' ', és a dir, dos mots de I™*QI™*, diem que agf produeix o'¢'3' en un pas de M, i ho
expressem en la forma

1l
a%ﬂgaqﬁ

si en M passem de la configuracié ag a la configuracié o/ ¢’3’ aplicant una vegada la funcié
de transicio.
Diem que aq3 produeix o'¢'3" en t passos de M, i ho expressem en la forma

lt_///
agbt-a'q

si a partir de agf3, aplicant t vegades la funcié de transicio, M arriba a la configuraci6
o'¢'#'. Finalment, diem que agf produeix o'¢'3" en un nombre finit de passos de M, i ho
expressem en la forma

'L ol
agbt a'q's
si existeix un ¢t > 0 per al qual ozqﬁlt—M o'

Diem que una configuraci6 és terminal quan no pot anar seguida de cap configuracié
en la relacié F—. Aixo pot tenir només una d’aquestas causes:
M

a) No hi ha cap transicié definida en la funcié de transicié per a la combinacié estat-
simbol de la configuracié.

b) L’estat apareix al principi de la configuracié (indicant que el capgal és a la primera
cella de la cinta) i la transicié que correspon comporta un moviment a l'esquerra.

La configuracié inicial és la configuracio » gow, on w és el mot d’entrada, és a dir, la
configuracié en que l'estat és 'estat inicial, a la cinta tenim el mot d’entrada 1 la posicio
del capcal és la segona cella de la cinta.
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El calcul de M amb entrada w € X* és una sequencia de configuracions, possiblement
infinita, la primera de les quals és la inicial B gow; cadascuna de les restants és produida per
I'anterior en un pas, 1 I'iltima, si existeix, és terminal. Quan el calcul de M amb entrada
w és una sequencia infinita, diem que M amb entrada w no s’atura o que divergeix, i quan
és finita diem que M amb entrada w s’atura.

Utilitzem la notacio segiient per referir-nos al comportament d’una maquina de Turing
davant d’un mot d’entrada w escrit a la cinta:

e M(w)7 significa que la TM M amb entrada w no s’atura.
e M(w)] significa que la TM M amb entrada w s’atura.

e En cas que M(w)]}, M(w) representa el mot de ¥* corresponent a 1"iltima configu-
raci6 del calcul de M amb entrada w, contingut a la cinta i comprés entre el primer i
el segon caracter que no sén de Y. Si no s’ha modificat, B és el primer caracter que
no pertany a Y.

Observeu que I'inica manera de aturar-se que té una TM és arribar a una configuracié
terminal. A més la nostra definicié d’aturada pot no concidir amb ’absencia de moviment
del capcal, perque hi poden haver bucles infinits amb moviment n.

1.2 Llenguatge reconegut i funcié computada
Utilitzem l'estat acceptador per determinar quan una TM accepta una entrada w.

DEFINICIO Un mot w € X* és acceptat per una maquina de Turing M si M amb entrada
w s’atura 1 ho fa en l'estat acceptador.

A partir d’aquest concepte podem definir el de llenguatge reconegut per una TM.

DEFINICIO El llenguatge reconegut o acceptat per una TM M, representat per L(M),
esta format pel conjunt de mots acceptats per M. Donat un llenguatge L, diem que M
reconeix o accepta L si L(M) = L. Diem que un llenguatge L és enumerable recursivament
si existeix una TM que reconeix L.

Quan una TM s’atura amb una entrada, podem extreure informacié del que ha quedat
escrit a la cinta i associar-la com a sortida. Aixo ens permet introduir els conceptes de
funcié computada i funcié computable.

DEFINICIO La funcié computada per una TM M, representada per fys, es defineix aixi:
far(w) és M(w) si M(w)], i esta indefinida en cas contrari. Donada una funcié f: ¥* —
2* diem que M computa f si f = fy;. Finalment, diem que una funcioé és computable si
hi ha una T™M M per a la qual f = fy,.
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Fig. 1.4: ™™ que reconeix 0*1707"

Per raons historiques en el desenvolupament de la teoria de la calculabilitat, és habitual
trobar en textos classics, com el de H. Rogers [32], el terme funcié recursiva parcial, referit
al nostre concepte de funcié computable.

EXEMPLE 1.2 Es facil demostrar que les maquines de Turing de la figura 1.3, amb alfabet
d’entrada X' = {0, 1} i alfabet de cinta I' = {0, 1, », b}, reconeixen el llenguatge X*. Mentre que
la funcié computada per la primera és la funcié identitat, la segona computa la funcié constant
f(w) = X per a tot w € X*.

ExeMPLE 1.3 La ™™ donada a la figura 1.2 computa la funcié seguent, que fa correspondre a
cada mot x € X~ el segiient segons 'ordre lexicografic per longituds. Com que sempre s’atura en
I’estat acceptador, aquesta maquina reconeix ™.

Exercict 1.1 Construeix una maquina de Turing M per a la qual L(M) = @ i tal que per a tot
w e X* fy(w) =w.

Exercict 1.2 ;Hi ha alguna relacié entre el llenguatge reconegut per una ™™ M i el domini de
la funcié computada per M?

ExeMPLE 1.4 Considerem la TM de la figura 1.4 que reconeix el llenguatge 0*170%. Els calculs
amb entrada 0001001 i 001100 sén:
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> 450001001 -
- » 0go001001
- » 000¢o1001
- » 00010201

- » 00g001001
- »0001¢;001
- »000100¢,1

> 40001100 -
- > 0g501100
- »001q;100
- » 00110420
- » 0011003

- » 00g01100
- »0011¢;00
- »001100¢;

EXEMPLE 1.5 Maquina de Turing que reconeix {0"1" | n € N} (vegeu la figura 1.5). La maquina
utilitza tres simbols addicionals, &, $ i #, per marcar els caracters originals i poder-ne controlar

el tractament. Segueix 'esquema:

e La maquina realitza una fase de calcul per a cada 0 al bloc inicial de n 0’s consecutius de
Ientrada. (El cicle d’estats que comenca a l'estat ¢;.)

e Per controlar la fase en que es troba i per poder detectar el final del tractament, canvia un
0 per un $. Inicialment marca el primer 0, i la fase ¢ comenca quan esta marcat el 0 a la
posicio 7. Al final d’una fase torna a deixar el simbol marcat com al comencament, i marca
el zero segiient, canviant-lo per un $.

e A cada fase, utilitzant la mateixa tecnica de marcatge, per a cada element al segment inicial
de 0’s es treu un 1 de la part final del mot. La fase acaba bé sempre que al comencament

quedin n 1’s després del bloc inicial de 0’s.

— Per controlar els simbols tractats es fa, com abans, un recorregut marcant el simbol
tractat; ara podem tenir un 0 o un $, la maquina utilitza & per marcar un 0 i # per
marcar un $. Una vegada ha marcat el simbol esborra un 1 del final i marca ’element
segiient del bloc inicial de 1’s. (El cicle d’estats que comenga a l'estat ¢;.) L’dnica
diferencia és que ara el marcatge és incremental, el tractament acaba quan tenim tot

el segment inicial de 0’s marcat.

— Quan acaba el procés, ja ha esborrat els n 1’s, i ha de tornar a deixar la part ini-
cial marcada com al comencament (estat g9). Per aixo retrocedeix el capgal cap al
comencament de la cinta reescrivint els caracters originals.

e Si el mot pertany al llenguatge, quan acabi la fase n ens hem de trobar amb un b a

continuacié del simbol $.

1.3 Maquines de Turing d’aturada segura. Temps de calcul

Una familia molt important de TM esta formada per aquelles maquines que tenen garantida
la finalitzacié de qualsevol calcul.

DEFINICIO Una ™ M = (Q, X, I, 6, qo, qr) és d’aturada segura si, per a tot mot w € X*,

es compleix que M(w) .
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(1,b,e)

(1,1,e)

(&,0,e)(#,$,e)

Fig. 1.5: TM que reconeix {0"1" | n € N}

Quan tenim una TM d’aturada segura, utilitzem sovint el terme decidir en lloc de
reconéixer. En aquest cas, la maquina o bé accepta (aturant-se en un estat acceptador)
o bé rebutja (fent-ho en un estat no acceptador). Observeu que la funcié computada per
una TM d’aturada segura és sempre una funcié total.

Utilitzem un terme particular per als llenguatges que es poden reconeixer per ™™ d’a-
turada segura.

DEFINICIO Un llenguatge L es decidible si hi ha una TM M d’aturada segura per a la
qual L = L(M).

Classicament els llenguatges decidibles reben el nom de llenguatges recursius.

Exgrcicr 1.3 Doneu dues TM que reconeguin el mateix llenguatge tals que una d’elles és d’aturada
segura i 'altre no ho és.



18 Maquines de Turing

Exercict 1.4 Doneu un exemple de llenguatge per al qual totes les T™M que el reconeguin sén
d’aturada segura.

Remarquem el caracter semantic, pero de cap manera sintactic, de la definicié de T™
d’aturada segura. Es a dir, la definici6 no es basa en cap propietat de 'estructura de la T™
considerada, sin6 en una propietat del comportament de la TM quan processa les entrades.
Com veurem més endavant, és impossibe establir cap forma de codificaci6 especifica per al
conjunt de T™M d’aturada segura.

Donada una T™M d’aturada segura, ens interessa analitzar el temps de calcul de la
maquina, sobre entrades d’una mateixa longitud. D’aquesta manera, podem descriure el
temps de calcul de la maquina en funcié del nombre de caracters processats. En aquest
text ens centrem en 1’analisi del cas pitjor.

DEFINICIO Donats una maquina de Turing M i un mot w, definim la funcié T(M,w) de
la manera segiient: si M(w) |, T(M,w) és el nombre de passos de calcul que realitza M
amb l'entrada w; altrament T no esta definida per a (M, w).

Quan M és una T™M d’aturada segura, la funcié T(M,w) esta definida per a tot mot
w € X*, llavors podem definir una funcio de cost en el cas pitjor.

DEFINICIO Donada una maquina de Turing d’aturada segura M, definim la funcié temps
de calcul de M com

tar(n) = max ju=, T (M, w).

Aquesta funcié dona el temps maxim de calcul requerit per M, sobre totes les entrades
d’una mateixa talla n. Per aixo es diu que es tracta del cas pitjor, perque de totes les
entrades d'una mateixa talla pren el valor de la que requereix més temps de calcul. En
general, no ens interessa calcular el valor exacte de la funci6 de temps. Cercarem una
fita superior que reflecteixi el cost temporal de la maquina. Aixo és el que fem amb les
definicions seguents.

DEFINICIO  Sigui ¢ una funcié de N en N. Diem que una maquina de Turing d’aturada
segura M decideix un llenguatge L en temps t si L(M) = L ity = O(t). Diem que un
llenguatge L és decidible en temps t si hi ha una T™™M d’aturada segura que decideix L en
temps t.

DEFINICIO  Sigui ¢ una funcié de N en N. Diem que una maquina de Turing d’aturada
segura M computa una funcié total f : ¥* — Y* en temps ¢, si far = f 1ty = O(2).
Diem que una funcié total f és computable en temps ¢ si hi ha una T™M d’aturada segura
que computa f en temps t.

ExeEMPLE 1.6 Considerem la T™M M segiient
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(1,1,4) (b,b, e)

M reconeix el llenguatge L = {1(01)" | 7 € N} i és d’aturada segura. Amb qualsevol entrada w
tal que |w| = n, la maquina s’atura com a molt en n+ 1 passos, ja que en el cas pitjor w € L i ha
de recérrer tota l'entrada. Aixi, tenim T (M, w) < |w|+1, és a dir M decideix L en temps O(n).

Exercict 1.5 Analitzeu el temps de calcul de les TM d’aturada segura construides en aquest
capitol.

Moltes vegades ens trobem amb funcions que no sén totals; per exemple, la funcié pred,
que assigna a cada mot de Y* el seu predecessor en ordre lexicografic per longituds. En
aquest cas, la funcié no és total ja que el mot A no té cap predecessor. D’acord amb la
nostra definicié, no hi ha cap ™™ d’aturada segura que computi la funcié pred tot i que
és facil determinar en quins valors la funcié no esta definida. Sovint en aquests casos ens
interessa saber si és possible trobar una TM d’aturada segura, que computi la funcié en
els casos en que estigui definida i que ens torni algun tipus de missatge quan la funcié no
ho estigui. En aquest exemple, és facil; en tenim prou afegint un simbol especial al nostre
alfabet d’entrada, per exemple $, i definint una funcié que coincideix amb la funcié pred
quan el mot d’entrada no és A i que val $ quan 'entrada és .

Sovint, tenim funcions amb conjunt de partida que no és X*. En aquest cas, el conjunt
de dades d’entrada E és codificable, pero el conjunt de codificacions dels elements de F
és un subconjunt estricte de X*. Quan el llenguatge de codificacions és decidible, és a dir,
disposem d’una TM d’aturada segura que reconeix els mots de X que son codificacions
valides d’elements de E, podem dissenyar una TM que computi la funcié donada sota la
precondicié que 'entrada sigui una codificacié valida. Es a dir, només demanem que la
TM computi la funcié quan ’entrada és una codificacié valida, i no ens preocupem del
comportament de la TM sobre mots que no ho siguin. Habitualment diem, per abis de
llenguatge, que aquesta TM computa la funcié.

EXEMPLE 1.7 Volem computar amb una T™ la funcié f : N — N definida per f(n) = n + 1.
Representem un nombre natural, tal com hem dit, per la seva expansié binaria. El llenguatge
corresponent a les codificacions valides és el definit per I'expressié regular (vegeu 'apendix 77?)
1(0 4+ 1)* 4+ 0, que és decidible en temps constant. En aquest context, diem que la T™ de la
figura 1.6 computa f. Aquesta TM s’atura (i retorna A\) amb entrada A. En canvi, es penja quan
I’entrada és diferent de A pero no representa cap nombre natural.
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Fig. 1.6: Una T™ que calcula la funcié f(z) = x+ 1 definida sobre el conjunt

dels nombres naturals

Siala T™ de la figura 1.6 i treiem 'estat g7, també tenim una TM que computa f sobre el
conjunt dels naturals; en aquest cas la T™M és d’aturada segura.

Quan el llenguatge de codificacions és decidible diem, també per abus de llenguatge,
que la T™M és d’aturada segura si s’atura sobre tot mot que representi un element de E.

1.4 Alguns problemes sobre maquines de Turing

Utilitzant la notacié que hem introduit podem formalitzar amb claredat moltes propietats
sobre TM. A continuacio, enunciem alguns problemes sobre TM 1 formalitzem les propi-
etats que els defineixen. L’obtencié d’algorismes que ens permetin la resolucié d’aquests
problemes sera discutida al llarg dels capitols seguents.

Aturada (HALT)
Donats un mot w i una ™ M = (Q, ¥, I, 4, qo, ¢r), determinar si la maquina
de Turing M s’atura amb entrada w.

La condicié M(w)| es pot expressar com

dqe@ Ja,pel™Jael bqowlj\i agall N (g,a) ¢ Domé
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Pertinenca (PERT)
Donats un mot w i una ™ M = (Q, ¥, I, 4, qo, ¢r), determinar si la maquina
de Turing M accepta w.

La propietat w € L(M) és pot expressar com

da, 0 e I'™ quwlj\i aqef3

Equivalencia (TM-EQUIV)
Donades dues maquines de Turing M 1 N, determinar si reconeixen el mateix

llenguatge.
La propietat L(M) = L(N) és equivalent a
Vwe X* welL(M) < weL(N)

que es pot expressar facilment utilitzant la formalitzacio del problema PERT.

Minimitzacié (TM-MINQ)

Donada una maquina de Turing M amb alfabet de cinta {0, 1, », b}, obtenir una
maquina de Turing M’ amb alfabet de cinta {0,1,»,b} tal que L(M) = L(M’)
i que M’ tingui un nombre minim d’estats.

Aquest és un problema funcional i la correspondencia entrada-sortida es pot expressar
per a T™M, M, M’ M"  que tinguin alfabet de cinta {0,1,b}, i conjunt d’estats ), Q"1 Q"
respectivament, com

L(M) = L(M') AYM" (LIM) = L(M") = Q"] > [Q']).

1.5 Extensions del model basic de maquina de Turing

Hi ha moltes definicions alternatives de TM que inclouen petites variacions, com pot ser
tenir més d’una cinta o incorporar indeterminisme al control d’estats. Tant el model basic
com les variants raonables tenen el mateix potencial de calcul. En aquesta seccid, descrivim
dues d’aquestes variants, la TM multicinta 1 la TM indeterminista; a més, esbossem la
demostracio de la seva equivalencia des del punt de vista computacional.

1.5.1 La maquina de Turing multicinta

Una maquina de Turing multicinta és una TM que disposa d’un nombre finit de cintes
semiinfinites (vegeu la figura 1.7). La maquina té un capcal amb moviment independent

per a cada cinta.
A partir de 'estat 1 dels simbols actuals a cada cinta, una maquina de Turing multicinta,
en una transicid, realitza les accions segiients:
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DI =
Control
d’estats |>|b|b|b|b| ________
finit
|
3 EI Y

Fig. 1.7: Esquema d’una maquina de Turing amb tres cintes

e canvia l'estat;
e escriu a les celles apuntades pels capcals;

e mou els capcals de forma independent a cada cinta.

La funci6 de transicié especifica el canvi d’estat de la unitat de control de la maquina i
els canvis en les cintes. Un (k4 1)-tuple (estat, caracter, ..., caracter) descriu I'argument
de la funcié de transicié6 amb l'estat i els k caracters actuals. El tuple que descriu el
moviment ha d’especificar el nou estat, els nous caracters a les cintes 1 els moviments dels
capcals.

Continuem demanant que des de l'estat acceptador no hi hagi transicions definides.
Quant a l'entrada, una de les cintes actua com a cinta d’entrada i conté el mot d’entrada.
Inicialment la unitat de control de la maquina es troba en un estat ¢p, amb un mot x € ¥*
escrit al comencament de la cinta d’entrada i tots els capcals estan a sobre del primer
caracter després del simbol ». El funcionament de la maquina és similar al que s’ha
descrit per al model basic amb una sola cinta, fent en un pas els canvis a cadascuna de les
cintes.

La definici6 formal d’'una maquina de Turing amb k cintes és:

DEFINICIO Una maquina de Turing amb k cintes és una estructura de la forma (Q, ¥, I', 4, qo, gv),
on

() és un conjunt finit d’estats.

Y és un alfabet, l'alfabet d’entrada.
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I’ és un alfabet, 'alfabet de cinta, tal que ¥ U {b,»} C ', on b, p¢ X.
§ és la funcié de transicié, § : Q x I'* — Q x (I x {e,d,n})*.

qo és Destat inicial (g9 € Q).

gr és lestat acceptador (gr € Q).

Les convencions grafiques sén similars, tenint en compte que ara hem d’especificar les
transformacions de les k cintes,

@ (ar,b1,my, ..., ag, bp,my) @

De vegades, quan en una cinta es produeixen moviments, mentre que les altres cintes
no es modifiquen, utilitzem un format comprimit en que el simbol * s’utilitza com a joquer,
per indicar que el contingut de la cinta corresponent no es modifica. La figura 1.8 déna un
exemple de representacié d’una TM amb quatre cintes.

La representacio d’una configuracié instantania s’estén també sense dificultat al cas
de la T™M multicinta. Donada una ™ M = (Q, X, I, qo,qr) amb k cintes, assumim,
com és habitual, que @ N I' = @ i considerem dos nous simbols # 1 §, que no pertanyen
a Q U I'. Representem una configuracié instantania mitjancant un mot del llenguatge

r=Qr+#r+$r=)*=*. El mot
a1 g1 #aa$ P - - - #8054

representa la configuracié en la qual ¢ és 'estat actual de M; per a cada 1, 1 < @ < k,
el contingut de la cinta i és o;3; seguit de b (la resta de la cinta esta tota en blanc), i el
1-esim capcal és a sobre del primer caracter de [3; o d’un blanc si 3; = A.

A partir d’aquesta representacid, podem generalitzar de forma natural la nocié de pas
de calcul 1 la relacié entre configuracions.

DEFINICIO Diem queuna ™™ M = (Q, X, I, 6, qo, ¢¢) amb k cintes accepta un mot w € X~
s1 existeixen ay, B1,... ,ak, B € I per als quals es compleix

> qow# > $#- - # > $ lﬂi 1 G Bt $Bott - - - #a$ By

El resultat d'un calcul, quan la maquina s’ha aturat, s’obté amb el mateix conveni que en
el model basic. Fixem una cinta com a cinta de sortida i n’extraiem el resultat. Podem
fixar com a cinta de sortida una cinta diferent de la d’entrada .
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@ (0,0,d,b,0,d,b,b,n,b,b, n)

(1,1,d4,b,b,n,b,1,d,b,b,n)

QD (1,1,d,b,b,n,b,1,d,b,b,n)

(0,0,d,b,b,n,b,b,n,b,0,d)

@D (0,0,d,b,b,n,b,b,n,b,0,d)

(b,b,n,b,b,e,b,b,e,b,b,e)

@D (b,b,n,0,0,e,1,1,e,0,0, )

(b,b,n, >, .0, >, n,», >, n)

R0

Fig. 1.8: Una maquina de Turing que reconeix {0"1"0" | n. > 0}.

A partir d’aquestes definicions, les nocions de llenguatge reconegut i funcié computada
s’estenen sense dificultat. Vegem alguns exemples d'is del model.

EXEMPLE 1.8 Maquina de Turing que reconeix el llenguatge {0"170" | n > 0}.
Utilitzarem una T™M amb 4 cintes, c1, ¢2, ¢3, ¢4, on cl és la cinta d’entrada.

1. Mentre el capcal de cl llegeix 0, copiar de cl a ¢2; avancar cap a la dreta els capcals de c1
ic2.

2. Mentre el capcal de ¢l llegeix 1, copiar de ¢l a ¢3; avancar cap a la dreta els capcals de ¢l
ic3.

3. Mentre el capcal de c1 llegeix 0, copiar de ¢l a c4; avancar cap a la dreta els capcals de ¢l
icd.

4. Si el capcal de ¢l llegeix b:

4.1. Fem retrocedir alhora els capcals de ¢2, ¢3 1 ¢4, fins a trobar el simbol d’inici de cinta
en alguna de les cintes.

4.2. Si els tres capcals sén a sobre del simbol d’inici de cinta, acceptar.
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L’esquema d’una maquina que implementa aquest algorisme es déna a la figura 1.8.

EXEMPLE 1.9 Volem obtenir la representacié en base 1 d’un nombre representat en base 2 i, a
I'inrevés, obtenir la representacié en base 2 d’un nombre representat en base 1.

Recordem que en la representacié d’un nombre en base 2 s’utilitzen dues xifres diferents, el 0
i’l. En la representacié d’un nombre en base 1, s’utilitza una tunica xifra, que en el nostre cas és
I’1. Aixi, el valor 10 en decimal té la representacié 1010 en base 2, i la representacié 1111111111

en base 1.
Vegem com passar de base 1 a base 2. Utilitzem una TM amb dues cintes: la cinta 1 s’utilitza
com a cinta d’entrada i la cinta 2 com a cinta de sortida. L’esquema global és

1. Escriu 0 a c2.
2. Mentre el capcal de ¢l no vegi el simbol b:

2.1. Sumar 1 en ¢2 (podem adaptar la T™M de 'exemple 1.7 ), garantint que el capcal quedi
a 'inici de la cinta 2.

2.2. Avancar el capcal de cl.

Per al canvi de base 2 a base 1, utilitzem també una TM amb dues cintes, que es pot imple-
mentar utilitzant algorisme segiient:

1. Mentre el contingut de ¢l no sigui 0:

1.1. Restar 1 en cl, garantint que el capcal quedi a linici de la cl.

1.2. Escriure 1 en ¢2 i avancar el capcal una posicié cap a la dreta.

Exercict 1.6 Acabeu d’especificar les transicions de les dues maquines de canvi de base.

L’us de maquines multicinta facilita el disseny de TM sense variar, pero, la potencia de
calcul del model basic. El teorema segiient estableix aquesta equivalencia.

TEOREMA 1.1 EI conjunt de llenguatges reconeguts (funcions computades) per maquines
de Turing multicinta és el mateix que el dels llenguatges reconeguts (funcions computades)
per maquines de Turing unicinta.

DEMOSTRACIO (Esbds) Com que tota maquina unicinta també és multicinta, només cal
veure com podem obtenir una TM unicinta que simuli el funcionament d’una T™M multicinta.
Sigui M una TM que utilitza k& cintes. Com sempre, assumim que ) 1 I’ no tenen
simbols en comu. Construim una TM M’ unicinta que tingui com a alfabet de cinta el
format pels simbols de @), els de I' i dos nous simbols # 1 $.
M’ mantindra a la seva cinta l'estat i el contingut de les k cintes de la forma segtient:

qha $5 1 #a$5.# - - - #oy S5 #.
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Els simbols examinats pels capcals de M son els que figuren a la dreta dels simbols $, o bé
blancs si a la dreta d’'un $ hi ha #.

Inicialment, la maquina comenca desplacant el contingut de la cinta d’entrada cap a
la dreta, per poder escriure qo#$, després de » 1 abans del mot d’entrada. A continuacié
escriu k — 1 vegades els simbols $#.

A partir d’aquest moment simula el moviment en les k cintes. Cada vegada que una
de les cintes necessita utilitzar un espai en blanc addicional, M’ I'insereix abans del stmbol
# corresponent, desplacant una posiciéo cap a la dreta el contingut de la cinta. En tot
moment, els simbols $ indiquen la posicié dels capcals. Aquesta simulacié es fa per les k
cintes 1 després es canvia l'estat. O

1.5.2 La maquina de Turing indeterminista

Una maquina de Turing indeterminista és una TM que, a partir de l'estat 1 del simbol
accessible a través del capgal, té associat un conjunt de ternes (estat, caracter, moviment).
En una transicid, selecciona, de forma indeterminista, una d’entre les possibles ternes i
modifica la seva configuracié d’acord amb les mateixes regles que un T™M del model basic.
La definici6 formal d’'una maquina de Turing indeterminista és:

DEFINICIO Una maquina de Turing indeterminista (abreujadament, NTM) és una estruc-
tura de la forma (Q, ¥, I A, qo, gr ), on

() és un conjunt finit d’estats.

Y és un alfabet, l'alfabet d’entrada.

I’ és un alfabet, 'alfabet de cinta, tal que ¥ U {b,»} C ', on b, p¢ X.
A és el grafic de transicions, A C (Q x I') x (Q x I x {e,d,n}).

qo és Destat inicial (g9 € Q).

gr és lestat acceptador (gr € Q).

El grafic de transicions especifica el conjunt de possibles canvis de configuracié de la
maquina en un estat. Continuem demanant que des de 'estat acceptador no hi hagi cap
transicié definida. Assumim també que la nostra maquina té una tnica cinta; les definicions
es poden estendre facilment a un model de maquina de Turing indeterminista multicinta,
encara que no ho farem.

Inicialment, la maquina es troba en l'estat inicial ¢g, amb un mot w € X* escrit a
la cinta i el capcal a sobre del primer caracter després del simbol p». El funcionament
de la maquina és identic al descrit per al model determinista, amb una tunica diferencia:
la seleccié arbitraria de transicié. Els conceptes de configuracié instantania i de relacié
de produccio entre configuracions son identics als definits per a TM deterministes. La
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1,1,d
0,0,d

@ (1,0,4d) @ (1,0,4d) 5

Fig. 1.9: Un exemple d’'NTM

figura 1.9 déna un exemple d’NTM. Com es pot veure, utilitzem les mateixes convencions
per representar graficament TM indeterministes.

El conjunt de calculs possibles d'una maquina indeterminista amb una entrada donada
es pot representar mitjancant un arbre de computacié. Cada nus de ’arbre té associada
un configuracio de la maquina. L’arrel té associada la configuracio inicial. Un nus té tants
fills com configuracions diferents a que es pot arribar en un pas de 'NTM. Aquest arbre
reflecteix totes les computacions possibles amb una entrada donada. Pero hem de tenir
clar que en una execucié se selecciona de forma indeterminista un inic cami a partir de
I’arrel. L’arbre de computacié pot ser infinit, pero tot i aixo pot tenir una branca que si
que porta a una configuracié terminal. La figura 1.10 mostra ’arbre de computacié de la
TM de la figura 1.9 amb l'entrada 10110.

La nocié d’acceptacié pel model indeterminista es formula, a la vista del contingut de
I’arbre de computacié del mot d’entrada, de la manera segiient:

DEFINICIO Diem que una NTM M indeterminista accepta un mot w € X* si larbre de
computacié de M amb entrada w té alguna fulla que conté 'estat acceptador. Diem que
una TM indeterminista M accepta w en temps t si ’arbre de computacié de M amb entrada
w té alguna fulla que conté 'estat acceptador a distancia t de la configuracié inicial.

Formalment, aquesta propietat s’expressa de manera identica al cas de les maquines
deterministes, és a dir,

LM) = fwe 5" [Fa, BT mawl ags)

EXEMPLE 1.10 Volem una T™ indeterminista que reconegui el llenguatge L = {ww | w € {0,1}*}.
Considerem la maquina de Turing indeterminista de la figura 1.11 que correspon a l’esquema
segilent:

e Selecciona de manera indeterminista una posicié al mot d’entrada.

e Utilitzant la posicid seleccionada al pas precedent, comprova que el submot format per tots
els caracters des del comencament fins a aquesta posicio i el submot format pels caracters
des d’aquesta posicié fins al final s6n el mateix mot.
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> 10110

7\

> 14,0110 » 0g,0110

> 10¢,110
> 101¢,10 » 100¢, 10

/\

> 101140 »1010¢;0 » 100040

» 10110¢,

Fig. 1.10: L’arbre de computacié de la T™ de la figura 1.9 amb entrada 10110

L’us de maquines indeterministes facilita el disseny de TM, pero sense variar la potencia
de calcul del model basic. El teorema segtient estableix aquesta equivalencia.

TEOREMA 1.2 El conjunt de llenguatges reconeguts per maquines de Turing indetermi-
nistes és el mateix que el conjunt de llenguatges reconeguts per maquines de Turing deter-
ministes.

DEMOSTRACIO (Eshds) Com que tota maquina determinista unicinta és també una maquina
indeterminista, només ens cal veure com es pot construir una maquina determinista que
simuli el funcionament d’una maquina indeterminista. Sigui M = (Q, X, I, A, qo, ¢r) una
TM indeterminista. Com sempre, assumim que () 1 I’ no tenen simbols en comi. Cons-
truim una TM M’ determinista que utilitza dues cintes. En la primera cinta emmagatzema
configuracions de la maquina M i fa servir la segona per simular un recorregut en amplada
de 'arbre de computacio.
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Fig. 1.11: Una NTM que reconeix {ww | w € ¥*}

Per fer un recorregut en amplada, podem fer servir una seqiiencia de valors per deter-
minar el nus en que estem, de manera que sigui facil determinar quin és el nus segiient.
Si per a un parell (estat, simbol) la relacié de transicié té com a maxim k possibilitats
diferents, podem utilitzar un recorregut en ordre lexicografic per longituds dels mots de
lalfabet {1,...,k}. Partint de l'arrel, cada mot identifica un cami; per exemple, si tenim
1213 hem de comencar a l’arrel, passar al primer fill, després passar al segon fill del nus
actual, després al primer, etc. La longitud del mot que descriu el cami que cal seguir ens
indica la profunditat a que esta el nus. Hem de tenir en compte que alguns d’aquests
mots no corresponen a nusos que existeixin a ’arbre, ja que en aquesta aproximacié estem
suposant que es tracta d'un arbre complet amb grau de sortida k.

Combinant la TM que calcula el mot segiient en ordre lexicografic, amb una T™M que
utilitza el mot per seleccionar a cada pas la transicié marcada pel mot, 1 utilitzant I’esquema
de simular un pas, obtenim una TM determinista.

Si en algun moment s’arriba a una configuracié acceptadora, la maquina M’ s’atura i
ho fa acceptant. Altrament, M’ procedeix indefinidament assajant noves possibilitats. O
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1.6

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Problemes

Suposem que tenim una maquina de Turing en que gg = ¢p. Quin llenguatge reconeix?
Quina funcié computa?

Dissenyeu maquines de Turing que reconeguin els llenguatges segiients:
. {0?" | n € N}

A{w e (0,13 | [ulo = |wl}

. {0"1" | n € N}

- {0m1™0" ™ | nym e N}

. Awvww | w e {0,1}*}

[ B S A

Siguin M una maquina de Turing amb alfabet d’entrada ¥, i 2 € X*. Digueu si les
afirmacions segiients sén certes o no i per que:

a) Si M amb entrada x no repeteix cap configuracié, llavors M ().
b) Si M(x)], llavors M amb entrada x no repeteix cap configuracio.

c) Si M amb entrada x no repeteix cap configuracié, llavors M (z) 1.

Dissenyeu maquines de Turing amb una cinta d’entrada i una de sortida (on quedi enregis-
trada la sortida en acabar el calcul) per a les funcions segiients:

1. f:0"— 0%, f(0") =0"Th
2. f:0"x0* = 0%, f(01,07)=0""7 si j<i,i A altrament.
3. f£:4{0,1}* = {0,1}*, f(w)=1 si w>0,1i 0 altrament.

Una T™M amb cinta biinfinita és similar a una TM unicinta excepte que la seva cinta és infinita
a la dreta i a ’esquerra. Inicialment la cinta esta plena de blancs, excepte la porcié on
s’escriu 'entrada. La computacié és com la usual, excepte que ara no tenim cap simbol de
comencament de cinta. Doneu una definicié formal de T™M amb cinta biinfinita i demostreu
I’equivalencia amb el model basic de TM.

Una T™M enumeradora és una TM amb una cinta de sortida, que es fa servir per escriure
mots d’un alfabet separats per blancs, i cintes auxiliars. Una TM enumeradora comenca
amb totes les cintes en blanc. A mesura que fa calculs, pot escriure mots a la cinta de
sortida. El capcal de la cinta de sortida només es pot moure cap a la dreta. Si la maquina
no s’atura, pot imprimir una llista infinita de mots.

El llenguatge enumerat per una T™™ enumeradora E esta format per tots els mots que
escriu a la cinta de sortida.

Doneu una definicié formal de T™M enumeradora. Demostreu la igualtat entre el conjunt
de llenguatges enumerats per alguna T™M enumeradora i el conjunt de llenguatges reconeguts
per alguna TM.



2 Maquines de Turing i algorismes

En aquest capitol justificarem 1'is de la maquina de Turing com a model teoric del
concepte d’algorisme. Primer, veurem que les estructures algorismiques basiques es poden
implementar amb TM. Després, veurem la manera d’afegir altres funcionalitats com la
compilacié o la interpretacio, que es poden esperar de qualsevol llenguatge de programacio.
Totes aquestes raons ens porten a admetre la maquina de Turing com a model formal del
concepte d’algorisme.

2.1 Els esquemes algorismics basics

Donem implementacions amb TM dels esquemes algorismics basics, tal com els podem
trobar en qualsevol llibre basic d’iniciacié a la programacid, per exemple [10]. Assumint
que una instruccié es correspon amb l’execucié d’'una TM, donem construccions que ens
permetin introduir la seqiienciacio, els condicionals 1 les iteracions, 1 finalitzem introduint
valors constants. A més, donem indicacions, per a cada construccio, de com calcular el
temps de calcul d’'una T™M d’aturada segura, definida mitjancant ’esquema corresponent.

Composicio sequencial Donades dues T™M, M i N, volem construir una TM que im-
plementi la seva composicioé seqiiencial, és a dir, I’esquema
M; N.

La nova TM ha de connectar la primera maquina amb la segona, preservant l'estat de
la cinta. Observeu que, perque N comenci, M ha hagut d’aturar-se. A més, si M s’atura
acceptant, la TM que implementi la composicié ha d’acceptar. A la figura 2.1 tenim una
representacié esquematica de la construccio.

Recordem que M només pot parar quan arribi a una configuracié per a la qual no hi
hagi cap transici6 definida. Aquests casos es poden detectar, mirant tots els parells (estat,
caracter), en la definicié de la funcié de transicié de M.

St M = (Q, Y, I6,q,q) 1 N = (Q, X, 10,4}, q.), suposem que els dos conjunts
d’estats son disjunts; si no ho fossin, hauriem de redenominar els estats d'una de les dues
maquines. Aixi mateix, considerarem que els alfabets de cinta i d’entrada sén els mateixos
a les dues maquines; si no, agafariem la reunié dels respectius alfabets com a alfabet de la
nova maquina.

Una maquina que correspon a la composicié seqiiencial (amb les condicions descrites
abans) és

CS(M7 N) = (Qﬁv 27 F? 5”7 qo, QQ)a



32 Maquines de Turing i algorismes

—)(2 (g, @) & Domé ?O

cs(M,N)

Fig. 2.1: Esquema per a la composicié seqiiencial.

on

1. Q"=QUQ

2. 0" conté les transicions de 6 i de 6. A més, peratot g € Qia € I',si q# g i
(¢,a) & Dom 4, llavors afegim ¢§”(q,a) = (¢, a,n). Finalment, per a qualsevol a € I’
afegim 0"(¢r,a) = (¢}, a,n)

El criteri d’acceptacié que hem fet servir per a la composicié sequencial de dues
maquines de Turing M i N no és tnic, 1 tampoc no és el que utilitzarem en tots els ca-
sos. De tota manera, les idees utilitzades en aquesta construccié séon basiques per resoldre
composicions amb altres restriccions.

Exercict 2.1 Dissenyeu una maquina de Turing que calculi la composicié seqiiencial de M i N
de manera que la maquina de Turing final, quan M para i accepta, no faci cas de acceptacié i
passi el control a N. Aixi, la nova TM només accepta un mot quan N ho fa.

Exercict 2.2 Donades dues ™™, M i N, dissenyeu una maquina de Turing que calculi la funcié
far(fa(2)). Observeu que, en aquest cas, cal deixar la cinta neta, només amb » N (z), i el capcal

......

Quan M 1 N sén T™M d’aturada segura, la seva composicié sequiencial també és una T™M
d’aturada segura. A més, el temps de calcul de la composici6 és la suma dels temps que
triguin les dues maquines.

ExeEMPLE 2.1 Considerem la TM descrita per
r:=z+ 1z :=2xuz,

on x és un enter positiu. Hem vist a 'exemple 1.7 una ™™ M que suma una unitat a un enter
positiu. El temps d’aquesta maquina és, com a molt, lineal en la longitud de 'entrada. Una T™
N que multiplica per dos, aprofitant la representacié en binari, només ha d’afegir un zero al final
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Re

®
>0
T~

v d

cc(D,M,N)

Fig. 2.2: Esquema per a la composicié condicional

del mot que representa el valor actual, i també té cost lineal. Aixi, tenim dues maquines amb
cost lineal i, per tant,

tcs(M,N) (n) = O(n) :

A les segiients definicions, anomenem TM condicional una T™M D amb dos estats di-
ferenciats, que denomienem ¢ 1 o, per als quals no hi ha cap transicio definida 1 que
interpretarem com a respostes SI/NO a la pregunta associada a D.

Composicié condicional Donades tres maquines de Turing M, N i D, on D és una
maquina condicional, volem una TM que implementi la seva composicié condicional, que
correspon a l’esquema:

si D llavors M si no N fi si.

La maquina D avalua la condicié afirmativament quan s’atura en 'estat ¢g 1 negati-
vament quan ho fa en lestat ¢yo. La figura 2.2 esquematitza aquesta construccié quan
M = (Q7 27 F? 57 9o, qF)v N = (le 27 F? 5/7 Q67 ql/«“) 1 D = (Qllv 27 F? 5”7 ng Gst, qNO)'

Formalment, una maquina que correspon a l’esquema de composicié condicional pre-
sentat és

CC(‘D7 M7 N) - (Q”’? E? F? 5///7 QS7 q’”)?

F

on

1‘ Q”/:QUQIUQ”U{(]{;’/ .

2. 6" conté totes les transicions de 4, &' 1 6" i, a més, per a tot a € I', les transicions:



34 Maquines de Turing i algorismes

|
Y
HRS © ?
D M
&
boci(p, M)

Fig. 2.3: Esquema per a la composicié iterativa.

5”/((]517 Cl) = (q07 a, n)v
5”/((]1\107 Cl) = (Q67 a, n)v
5”/(qu a) = (qllvllv a, n)v
0" (gp, a) = (¢, a,m).
Quan D, M 1 N sén T™M d’aturada asegura, la seva composicio condicional també és

una TM d’aturada segura. El temps de calcul de la composicio és el temps que triga D a
avaluar la condicid, més el temps que triga la maquina que s’executi.

ExXEMPLE 2.2 Considerem la TM descrita per
si z =0 llavors z :=1 si no 2 := /2 fi si.
Una ™ D que comprova si = 0 ho pot fer en temps constant. Una T™M M que computa la

funcié constant amb valor 1, també ho pot fer en temps constant. Finalment una T™M N que
divideix per dos pot fer-ho en temps lineal. Aixi, tenim

tee(n,m,N) (1) = O(1) + max (O(1) + O(n)) = O(n).

Composici6 iterativa Donades dues maquines de Turing M i D, on D és una maquina
condicional, volem construir una TM que implementi la seva composicio iterativa, que
correspon a l’esquema basic

mentre D fer M fi mentre.

A la figura 2.3 donem un esquema de la construccié que fem servir quan tenim M =

(Q,E,F, 57 qoqu) 1D = (Q/,E,F, 5/7Q67q817qN0)'
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Una maquina que implementa la composicié iterativa de M 1 N és
Ci(D7 M) = (Qﬁv 27 F? 5”7 Q67 qNO)v
on

1. Q"=QuUQ".

2. 8" conté totes les transiciones de § i de ¢’ 1, a més, per a tot a € I', les transicions:

5//((]817 Cl) = (q07 a, n)v

/

5”(qu a) = (%7 a, n)'

Observeu que quan D 1 M sén TM d’aturada segura, la seva composicié iterativa pot
ser o no ser una TM d’aturada segura. Per garantir que ho sigui, hem de poder demostrar
que, per a qualsevol entrada, el nombre d’iteracions és finit. Observem que les eines que
cal fer servir per demostrar, en aquest context, l'obtencié d'una T™M d’aturada segura son
les mateixes que s’utilitzen per demostrar la ‘finalitzacié’ d’un programa (referim el lector
a [6]).

Quan sabem que la composici6 iterativa és una TM d’aturada segura, el seu temps de
calcul és la suma, per a cada iteracio ¢, dels temps de calcul de D 1 M en la iteracio
i-esima. En general cerquem fites superiors del temps de calcul de D 1 M en funcié de la
longitud maxima de 'entrada que reben a les diferents iteracions. Si tenim aquestes fites,
sumant-les 1 multiplicant pel nombre d’iteracions obtenim una fita superior del temps de
la composicié iterativa.

ExeEMPLE 2.3 Considerem la TM descrita per
mentre z > 1 fer 2 := 2 — 1 fi mentre,

on x és un enter positiu. Una TM D que comprova & > 1 ho pot fer en temps constant. Una
TM M pot restar una unitat en temps lineal. La condicié d’entrada en el bucle i el fet que a
cada iteracié es decrementi el valor de z garanteixen que aquesta construccié correspon a una
T™ d’aturada segura. Sigui quin sigui el valor inicial X de «, la longitud maxima de 'entrada
de M, a qualsevol iteracié, és | X|, ja que a cada iteracié decreix el valor emmagatzemat a z i la
longitud inicial és | X|. Si X < 1, no es fa cap iteracié i, si X > 1, el nombre d’iteracions és X.
Llavors, quan n = | X|, podem fitar el nombre d’iteracions per X < 2" i el temps total de calcul
per iteracié per O(n), i tenim

ta(p.an(n) = 0(2") O(n) = 200,
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(*,0,d) (*,1,d) (*,1,d) (*,0,d)
0) (1) (2) (3) 4
WU, ), 2) 3)

S

Fig. 2.4: La maquina Coy10

Introduccié de valors constants A més dels esquemes algorismics basics, tot programa
té la capacitat d’incorporar valors constants. Per fer-ho amb el nostre model veiem com
construir per a cada mot de ¥* una TM que escriu aquest mot. Formalment, donat un mot
w € XY*, volem construir una T™M, a la qual ens referim com C,,, que escriu w a partir de la
posici6 on es trobi el capcal.

La construccio és molt senzilla: hem d’escriure, un a un, tots els simbols de w. Sigui
w = wy - - - Wwy; fem servir un conjunt de n + 1 estats qo, ... ,q, 1, per a cada a € I', definim
la funcié de transicié com (¢, a) = (Giy1, Wwiy1,d) per a 0 < 7 < n. A la figura 2.4 es
mostra un exemple de maquina que escriu la constant 0110.

Com en el cas de la composicié sequencial, hi ha moltes alternatives en la manera d’in-
troduir els valors constants. La maquina proposada actua sempre en mode sobreescriptura
1 no en mode insercié. Totes les variants incorporen en algun moment 'escriptura dels
simbols de la constant.

Exercict 2.3 Dissenyeu una TM Ins,, que insereix w a partir de la posicié on es trobi el capcal.
En aquest cas, cal desplagar el contingut de la cinta |w| posicions cap a la dreta.

Observeu que, per a qualsevol w, la TM C,, és d’aturada segura. A més, el temps que
triga és constant.

Vegem ara com computar el temps de calcul d’algunes T™M descrites mitjancant cons-
truccions algorismiques. En general, suposem que disposem d’una cinta per a cadascuna
de les variables que apareguin en la descripci6 de l'algorisme.

EXEMPLE 2.4 Considerem la TM M, que té com a entrada un mot de X*, descrita per I’esquema
segiient

entrada x
y:=Xk:=0;
mentre y # z fer
y = seguent(y); k:=k +1
fi mentre;
escriure k.

on la funcid seglient torna el segiient mot en 'ordre usual, lexicografic per longituds. M comenca
amb el primer mot i va recorrent X* en ordre fins a trobar . M és d’aturada segura i computa el
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nimero d’ordre del mot d’entrada. Sigui X el valor inicial de 2. Com que y sempre conté un mot
que és predecessor o igual a X, la longitud de 'entrada de la TM que computa el segiient o que
comprova la igualtat amb x esta fitada per n = | X|. A més, en temps lineal es poden comparar
dos mots, i també es pot calcular el segiient en ordre usual. El nombre d’iteracions és exactament
el nombre de mots predecessors de X. Aquest conjunt conté tots els mots de longitud menor que
la longitud de X i, possiblement, alguns de longitud n. Aixi, tenim que el nombre d’iteracions
esta fitat per | XX+ = 2900 Multiplicant les dues fites tenim ty(n) = n200?) = 20(7),

ExeMPLE 2.5 Considereu la TM M segiient que té com a entrada un enter positiu.

entrada x

y:=0;k:=0;

mentre y < = fer
yi=y+5;
EL=k+1

fi mentre;

escriure k.

Com que el valor de y augmenta a cada iteracid, la T™M és d’aturada segura. Podem analitzar el
temps de calcul de M en funcié del valor inicial X de z, i la longitud de l'entrada n = |X|. Les
dues primeres assignacions es fan en temps constant. Com que y i k estan fitades superiorment,
al llarg de tota 'execucid, per X, tenim que les dues operacions dintre del bucle i la comparacié
es poden fer en temps O(n). El nombre d’iteracions és | % + 1] i, per tant, tenim tp(n) = 20(n),

ExXEMPLE 2.6 Considereu la TM M segiient que té com a entrada un enter positiu.

entrada x

y:=1L1k:=0;

mentre y < = fer
Y=y *D;
EL=k+1

fi mentre;

escriure k.

Com que el valor de y augmenta a cada iteracié, en un temps finit arribara a tenir un valor que
sobrepassi el valor inicial de . Llavors, la T™M és d’aturada segura.

Podem analitzar el temps de calcul de M en funcié del valor inicial X de z i de la longitud de
lentrada n = |X|. Com que y i k estan fitades superiorment, al llarg de tota l’execucid, per X,
les dues operacions dintre del bucle i la comparacié es poden fer en temps O(n). Per determinar
el nombre d’iteracions, relacionem el valor de y amb el nombre d’iteracions. Sigui y; el valor de
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y després de la iteracié i. Tenim yo = 11, per a tot i > 0, y; = 5 *x y;_; = 5'. A partir d’aquesta
expressié és facil trobar el nombre d’iteracions. Hem de trobar el primer i per al qual 5 > X, és
a dir, O(log X). Aixi, tenim que el nombre d’iteracions és O(log X) = O(n). Com que la resta
d’operacions dintre del bucle té cost O(n), tenim ty(n) = O(n?).

ExeEMPLE 2.7 Considereu la TM M segiient que té com a entrada un enter positiu.

entrada z

yi=2;

k= 0;

mentre y < = fer
Yyi=yry;
EL=k+1

fi mentre;

escriure k.

Utilitzant la mateixa tecnica que a 'exemple anterior, I'expressio del valor de y en funcié del
nimero d’iteracié és ara y; = 2% i el nombre d’iteracions és O(log (log X)), és a dir, O(log n).
L’operacié més costosa és el producte de dos enters, que es pot fer amb una T™ en temps quadratic,
utilitzant per exemple ’algorisme tradicional que s’ensenya a ’escola per multiplicar dos nombres.
Llavors, tenim tas(n) = O(n?log n).

A vegades tenim estructures de dades més complexes, com llistes o taules. En aquests
casos, d’acord amb les condicions d'una codificacié, tenim una TM que pot descodificar
I’entrada 1 extreure les seves components. Aquestes components se solen emmagatzemar
en diferents cintes. En general farem servir el nom de la dada com identificador de la funcié
de descodificacié. Per exemple si el conjunt d’entrada es el conjunt dels grafs, disposem de
la funcio graf que ens torna el nombre de vertexs i la matriu d’adjacencia.

ExXeEMPLE 2.8 La segiient ™M M, amb la codificacié d’un graf G com a entrada, calcula el maxim
grau dels vertexs de G.

entrada x
(n, A) == graf(z);
maz = 0;1:=1;
mentre ¢ < n fer
d:=0;7:=1;
mentre ;7 < n fer
si A[i, j] lavors d :=d+ 1 fi si;
J=7j+1
fi mentre;
si d > maz llavors maz :=d fi si;
1:=1+1
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fi mentre;
retorna (maz).

Recordem que si utilitzem la codificacié proposada al capitol ?? per a grafs, un graf amb n vertexs
té talla n?. Utilitzem la lletra m per referir-nos a la longitud de 'entrada, m = |G| = n?. Es clar
que M és d’aturada segura, ja que els bucles s’executen n vegades cadascun. El bucle exterior
s’executa n vegades, i a cada iteracié s’executa n vegades el bucle interior. La resta d’operacions
tenen cost lineal en la longitud dels seus operands. Llavors tenim que el temps total esta fitat
per n?log n i, expresant-lo en funcié de la longitud de 'entrada, tenim tas(m) = O(mlogm).

Observeu que hem considerat que accedir a un element de la taula té cost constant. De fet
en una implementacié amb TM no tenim acces directe i, per tant, s’hauria de afegir un factor
addicional de O(m). Nosaltres no afegirem aquest factor, amb el benenteés que, amb una T™, com
a molt hi afegim un factor polinomic en la longitud de 'entrada.

2.2 Una representacié per a maquines de Turing

Sovint ens interessa resoldre problemes en els quals ’entrada és un programa, com fan per
exemple, un compilador o un interpret. Una propietat dels llenguatges de programacié és
que un interpret per a un llenguatge es pot escriure en el mateix llenguatge de programacio.
El nostre interes és comprovar que aquest tipus de mecanismes també es poden plantejar
sobre maquines de Turing i resoldre’ls algorismicament també amb TM.

Abans de plantejar-nos la resolucié d’algun d’aquests problemes, en que l'entrada o la
sortida o un component d’elles és una TM, necessitem fer un primer pas que consisteix a
comprovar que el conjunt de maquines de Turing és representable mitjancant una estructura
de dades finita i, en definitiva, amb una cadena de caracters, és a dir, un mot d’un alfabet.

Dissenyar una estructura de dades per representar una maquina de Turing és facil.
Assumim que els estats estan numerats de 0 a n, que 'estat inicial és go 1 que l'estat
acceptador és ¢,. Amb aquest conveni, per representar una maquina de Turing en que hi
hagi definides m transicions utilitzem una taula de tuples, de dimensié m x 5, de manera
que en cada posicié tenim emmagatzemat un tuple que representa una entrada de la funcié
de transicié. La representacié de la maquina de la figura 1.2 com a taula de tuples es troba
a la figura 2.5.

A partir de DUestructura de dades podem definir una funcié de codificacié de T™M en
mots de 'alfabet {0,1}*. Per fer-ho cal definir funcions de codificacié per a cadascun dels
tipus que apareixen a l'estructura de dades. Un estat esta representat pel seu numero
expressat en binari. Per representar els alfabets, necessitem saber el nombre de simbols de
cadascun d’ells 1 assignar-los codis binaris. Si I" té g simbols 1 X' té s simbols, ¢ > s + 2 1
podem utilitzar els primers ¢ mots de longitud k, per a un valor k tal que 287! < ¢ < 2k,
Els simbols de X correspondran als primers s codis, i b 1 B als dos ultims. Tal com
hem codificat els alfabets, ens cal guardar les seves talles per tal de poder reconstituir els

components de la TM a partir de la seva codificacié. Finalment, per codificar els moviments
utilitzem tres codis binaris: 10 (e), 01 (d), 00 (n).
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O 1]0]1]d #10#100##0#01#0401#01#
010}]1]0]|d #0#00#1#00%01#
0O/ b|3]0]e #0#10#11#00%#104
1lofl1]lo0]a #1#00#1#00%#014
11114 #1#01#1#01#014
I1[b|2|b]e #1#10#10#10%#104
21120 ]e #10#01#10#00%#10#
21041 |n #10%#00#100#01#00%
31110310 e #11#01#11#00%#10%
3Te 4 p»|d #11#11#100411#01 ##

Fig. 2.5: Representacions de la T™ de la figura 1.2

Com que l'estructura de dades és una taula, podem definir una funcié de codificacié en
la forma que ja hem vist; utilitzem un nou simbol #, diferent de 0 1 de 1, i codifiquem la
taula 1 les talles dels dos alfabets aixi:

tstgnt( fila 1 )##t- - ##( fila m )##.

Els cinc components de cada fila estan separats per #. A la figura 2.5 es déna el mot que
codifica la T™M de la figura 1.2.
Aquesta codificacié compleix els requeriments d'una bona codificacio.

Exercict 2.4 Escriviu algorismes detallats que permetin fer la codificacié i la descodificacié
d’una TM.

Exgrcict 2.5 Construiu una T™ per determinar si un mot és o no una codificacié valida d’alguna
TM.

Amb aquesta representacié (o amb una altra) podem considerar el conjunt de T™M com
un conjunt de dades, que pot constituir part de 'entrada i/o sortida de la definicié d’un
problema. A partir d’ara assumirem que tenim definida una representacié per T™ i la
corresponent codificacié. El que acabem de veure és un exemple de com fer-ho, pero tot
el tractament que fem és independent de quina sigui la codificacid, sempre que tinguem
els algorismes corresponents per codificar, descodificar 1 verificar. A més, donada w € XL*,
utilitzem la segiient notacio:

o M, representa la maquina de Turing amb codificacio w.
® ¢, representa la funcié computada per M,,.

o L, representa el llenguatge reconegut per M,,.
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La notacié anterior presenta un problema quan w no és una codificaciéo d’una maquina
de Turing. En aquest cas, podem fer servir el segiient conveni: si w no és la codificacio de
cap maquina, M,, és la TM que té un 1unic estat i no té transicions definides. Observeu que
podem fer us de la T™M de 'exercici 2.5 per comprobar si w és o no una codificaci6 valida
de TM.

Exgrcicr 2.6 Construiu una TM que, amb entrada w, calculi la codificacié de la maquina C,,
definida a la seccié 2.1, que escriu la constant w.

Una vegada tenim una forma de codificar TM, podem associar un llenguatge a cadascun
dels problemes decisionals sobre T™M presentats al capitol 1.

e Problema de 1’Aturada

HALT = {{w,v) | My,(v){}.

e Problema de la Pertinenca

PERT = {(w,v) | v € Ly}.

e Problema de I’Equivaléncia

TM-EQUIV = {(w,v) | L(My) = L(M,)}.

També considerarem el problema segiient:

Autoaturada (K)
Donada una T™M, determinar si s’atura quan té com a entrada la seva codificacio.

El llenguatge associat és
K = {w [ My(w) ]}
També podem associar un grafic als problemes funcionals
e Problema de la Minimitzacid
TM-MINQ = {(u,v) | L(M,) = L(M,) AVw € ¥* L(M,)) = L(My,) = |Qu| = |Qu|},

on Q, representa el conjunt d’estats de la T™M M,.
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2.3 Interprets i simuladors

Una de les caracteristiques fonamentals dels llenguatges de programacio és ’automatitzacié
de l'execuciéo d’un programa utilitzant verificadors sintactics i interprets. En el nostre
model de maquina, un verificador sintactic és una TM que, amb un mot w € {0,1}* com a
entrada, determina si w és una codificacio valida d’alguna T™M. L’exercici 2.5 ha consistit en
la construccié d’un verificador sintactic per a la codificacié presentada a la seccié precedent.

El segon mecanisme, el d’interpretacio, és fonamental per a 1’execucio dels programes.
Sense ell, canviar la programacié d’un ordinador implicaria canviar algun dels seus com-
ponents, algun circuit, com passava amb els primers computadors. En la terminologia del
model de la maquina de Turing, la nocié d’interpret correspon a la de maquina universal.

Vegem ara com podem dissenyar una TM que simula el comportament de qualsevol
maquina de Turing amb una entrada donada. L’entrada per a aquesta maquina sera un
parell format per una T™M M, representada per un mot, i un mot de 1’alfabet d’entrada de
M. Assumim que la codificacié de T™M es fa amb mots de {0,1}* i que totes les TM tenen
un mateix alfabet d’entrada, {0,1}. Per a la nova maquina, l'alfabet d’entrada és {0,1}.
Fem la construccié en fases; primer veurem com es pot simular una pas de calcul.

PRrROPOSICIO 2.1 Existeixen T™M d’aturada segura que, amb entrada {(w,v), on v = aqf3
és una configuracio instantania de la maquina M,,, decideixen, respectivament, les propie-
tats

/ s
a) v és una configuracié acceptadora.
b) v és una configuracié terminal.

DEMOSTRACIO Ometem la fase inicial en que la maquina comprova que el primer com-
ponent de l'entrada és una codificacié valida d'una maquina de Turing 1 que el segon
component és una configuracié valida per M,,, 1 només donem l’esquema per comprovar-ne
les condicions.

Donem l'esquema d’una TM amb tres cintes. La cinta 1 actua com a cinta d’entrada i
conté la codificacd de la TM 1 la configuracié. La cinta 2 es fa servir per emmagatzemar la
codificaci6 de la maquina M,, en {0, 1, #}, tal com s’ha descrit a la seccié 2.2. La cinta 3 la
farem servir com a cinta auxiliar. Per comprovar que la configuracié sigui acceptadora:

1. Obtenir w 1 escriure-la a c2.
2. Obtenir l'estat acceptador de M, 1 escriure-lo a c3.

3. Comparar el contingut de ¢3 amb l'estat a v. Sisén iguals la condici6 és certa i si no
sera falsa.

Per comprovar que la configuracié sigui terminal:

1. Copiar w a c2.
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2. Cercar 'estat a v, 1 copiar g#a en c3, essent a la primera letrade founbsi =X .

3. Si el contingut de ¢3 (g#a) apareix en ¢2 en una posicié que correspon a la part
esquerra d’'una transicid, llavors sabem que la configuracié no és terminal. En cas
contrari la configuraci6 és terminal.

a

La proposicié previa garanteix la decidibilitat de dues propietats que farem servir sovint
en construccions algorismiques.

e 1 ¢és acceptadora per a M.

e 1 ¢és terminal per a M.

on x representa una configuracié per la T™M M.
La construccid segiient ens proporciona una forma sistematica de simular un pas d’'una
TM.

PROPOSICIO 2.2 Existeix una maquina de Turing PAS d’aturada segura, que, amb en-
trada (w,v), on v = aqf} és una configuracié no terminal de la maquina M, calcula la
configuracio segtient de v en M,,.

DEMOSTRACIO La construccié segueix el mateix esquema que les TM de la proposicié 2.1;
tot 1 que hi afegirem una quarta cinta que ens servira com a cinta de sortida.

Una vegada hem arribat al punt en que sabem que la configuracié no és terminal,
tenim seleccionada en cl la transicié corresponent, i només ens falta simular la transicié
per obtenir la nova configuracio. Hem de tenir en compte que entre dues configuracions
consecutives canvien, com a molt, tres simbols consecutius, que inclouen el simbol d’estat.

La nostra maquina ha de copiar la part inicial, canviar els simbols que calgui i copiar
(si n’hi ha) la part final de la configuracio. O

La maquina PAS dona lloc a la funcié
e y := configuracié-seguent(M, ).

que utilitzarem en les construccions algorismiques.
La maquina universal, l'interpret, és una petita variant de la maquina del teorema
precedent; només hi hem d’afegir una iteracio.

TEOREMA 2.3 (Maquina universal) Existeix una maquina de Turing UNIV que, amb en-
trada (w,v), simula el calcul de M,, amb entrada v.

DEMOSTRACIO Construim una maquina universal amb les mateixes caracteristiques que
les T™M precedents. La simulacié es fa pas a pas, utilitzant la cinta 2 per mantenir la
configuracié actual. Per tal de finalitzar correctament cada iteracié, hem de modificar la
maquina PAS de manera que després d’'un pas la nova configuraciéo quedi a c2. A més,
no hem de tornar a repetir la fase inicial que separa la codificacidé de la T™M 1 la de la
seva entrada 1, en canvi, hem d’afegir el calcul de la configuracié inicial. L’esquema de la
simulacié és el segtient:
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entrada (w, v)

x := configuracié-inicial(M,,, v);

mentre x no és terminal per a M,, fer
x := configuracié-segtient(M,,, )

fi mentre;

escriure z.

a

Observem que el nombre de passos que fa la TM PAS per simular un pas d’una altra T™
és lineal en funcié de la descripcié de M, 1 que, per tant, la simulacié del calcul d'una T™
a partir d’'una configuracié només produeix un factor multiplicatiu constant del nombre de
passos simulats.

Al llarg del text fem 1s de la TM universal; per referir-nos-hi fem servir 'expressio
algorismica

e simular M amb entrada v

Quan acaba la simulacié (si ho fa), tenim tota la informacié sobre la configuracié terminal
1, en consequencia, podem demanar per condicions com

o M accepta v

o fer assignacions com
o y:= M(v).

Una vegada tenim una TM que és capag de simular un pas, podem dissenyar una altra
TM que pot simular un cert nombre de passos. En aquest cas, 'entrada és un triple format
per una TM, un mot d’entrada i el nombre ¢ de passos que volem simular. La T™M computa
la configuracié exactament després de ¢ passos, o la configuracié terminal a que s’arriba
en, com a molt, ¢ passos. Hi afegim el temps amb que s’ha arribat a aquesta configuracio.

entrada (w,v,t)

x := configuracié-inicial(M,,, v);

tt: = 0;

mentre tt <t A x no és terminal per a M,, fer
x := configuracié-segtient(M,,, z);
tt:=tt+1

fi mentre;

escriure (z, tt).

Aquesta T™M és d’aturada segura; a més ens dona informacié sobre la configuracié després
de t passos o la configuracié final a que s’ha arribat. En consequencia podem afegir les
construccions algorismiques
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o M accepta v en t 0 menys passos.
e M amb entrada v s’atura en t o menys passos.

Vegem ara alguns exemples d'utilitzacié de les maquines introduides per obtenir d’altres
TM.

EXEMPLE 2.9 Afegint un comptador de passos, podem utilitzar ’esquema de la TM universal per,
donats w i v, computar la funcié T(M,, v) definida a la seccié 1.3.

entrada (w, v)

x := configuracié-inicial(M,,, v);

t:=0;

mentre x no és terminal per a M,, fer
x := configuracié-segtient(M,,, z);
ti=t+1

fi mentre;

escriure t.

ExeEMPLE 2.10 Una construccié tradicional és la de la funcié rellotge. Fem rellotge({w, v,t)) =0
si M, amb entrada v no s’ha aturat després de ¢ passos i rellotge({w, v,t)) = 1$M,,(v) si M,, amb
entrada v s’ha aturat en ¢t o menys passos, on w,v € X* it € N. L’esquema precedent es pot
adaptar facilment, canviant la sortida.

funcié rellotge({w, v,t))
x := configuracié-inicial (M, v);
tt: = 0;
mentre tt <t A x no és terminal per a M,, fer
x := configuracié-segient(M,,, z);
tt:=tt4+1
fi mentre;
si x és terminal per a M,
llavors retorna 1$M,, (v)
altrament retorna 0
fi si

fi funcio.

2.4 La tesi de Church-Turing

Al llarg dels capitols 1 1 2 hem justificat que la TM proporciona totes les funcionalitats que
es poden esperar d'un algorisme. En concret, hem vist que:
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o Es un model robust, en el sentit que aparents millores no porten a cap modificacié
de potencia de calcul.

e Ens permet implementar tots els esquemes algorismics basics que s’inclouen a la
definicié de qualsevol llenguatge de programacié 1, a més, es poden implementar els
mecanismes basics de compilacio i interpretacio.

e Hem vist com incorporar valors constants i com realitzar operacions aritmetiques
basiques, com ara sumar (o restar) una unitat a un natural, o multiplicar i dividir
per dos. Els esquemes d’aquest capitol ens permeten implementar amb TM tota
I'aritmetica, a partir d’aquestes operacions.

Aquestes consideracions justifiquen la utilitzacio de la TM com a model formal d’algorisme.
Aquesta idea es coneix com a

Tesi de Church-Turing

La nocié intuitiva d’algorisme es correspon amb la de maquina de Turing.

Aquesta tesi no és un teorema, en el sentit que no és objecte de demostracid, ja que el
concepte d’algorisme no es pot definir formalment. Una vegada admesa la tesi, no fem cap
distincio entre els termes algorisme 1 maquina de Turing, 1 sovint descrivim una maquina
de Turing mitjancant un algorisme.

Les raons que hem presentat justifiquen la decisié d’admetre el model, pero no son les
uniques que avalen aquesta tesi. La ra¢ fonamental, tal com ja es va apuntar al capitol 1,
és 'equivalencia del model de Turing amb altres models proposats.

Entre les primeres propostes de caracteritzacié del concepte d’algorisme es troben la
formalitzaci6 de les funcions recursives en termes de A-calcul per A. Church [11], la recur-
sivitat de S. C. Kleene [24], la maquina de Turing descrita a [40] i un model de maquina
molt similar a la de Turing, proposat per E. Post [29] el mateix any que A. Turing. Altres
models equivalents proposats es basen en conceptes de programacié més moderns, com ara
programes imperatius (simplificacions de llenguatges d’alt nivell), maquines RAM (llen-
guatges de baix nivell) o circuits booleans. Remetem el lector la referencia [34] per a un
tractament amb profunditat dels diferents models de computacio.

2.5 Problemes

2.1 Trobeu maquines de Turing que calculin les funcions segiients:

1. El producte de dos naturals donats en binari
2. La divisié entera i el residu

3. L’n-esim nombre de Fibonacci

2.2 Sigui M la TM segiient:
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La funcié segiient d’una taula de booleans calcula el mot segiient en ordre lexicografic.

var
t :taula [0..N)[0..N) de boolea;
¢ :taula [0..N) de boolea;
es : boolea;
size,mazx,t,j: nat
fi var;
entrada t;
c:=(0,...,0);
max = 0;
mentre ¢ # (1,...,1) fer
¢ 1= seglent(c);
size :=0;
€s 1= cert;
per i :=0 fins NV — 1 fer

si ¢[t] Navors size := size + 1 fi si;
per j:=:+ 1 fins N — 1 fer
si c[i] A c[j] llavors es := es A t[7, j] fi si

fi per
fi per;

si es A (size > max) llavors maz = size fi si

fi mentre;
retorna (mazx).

1. Determineu la funcié calculada per M, interpretant la taula ¢ com la matriu d’ad-

2. Trobeu una fita superior (tan ajustada com pugueu) del temps de calcul de M.

jacencia d’un grafi la taula ¢ com un subconjunt de vertexs del graf.

2.3 Considereu els problemes enunciats al capitol ??. Doneu algorismes per a ells i estimeu-ne

el cost.

2.4 Formalitzeu els problemes segiients:

1.
2.

Donada una maquina de Turing, determinar si el llenguatge reconegut és buit.

Donada una maquina de Turing, determinar si per a dues entrades diferents produeix

la mateixa sortida.

sortida un simbol diferent de blanc.

. Donada una maquina de Turing, determinar si el llenguatge reconegut és finit.

. Donades dues maquines de Turing, determinar si computen la mateixa funcio.

. Donada una maquina de Turing, determinar si per a alguna entrada déna com a

. Donada una maquina de Turing, determinar si té un punt fix (és a dir, si per a alguna
entrada déna com a sortida ella mateixa).
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10.
11.

12.

13.

. Donada una maquina de Turing, determinar si s’atura en llegir una cinta en blanc.

. Donats una maquina de Turing, un mot d’entrada i un natural n, determinar si la

maquina utilitza » o més celles en processar ’entrada.

. Donats una maquina de Turing, un estat ¢ i una entrada w, determinar si la maquina

arriba a ¢ a partir de la configuracié inicial per a w.
Donada una maquina de Turing, determinar si té menys de 10 estats.

Donada una maquina de Turing, determinar si hi ha una altra maquina de Turing
que computi la mateixa funcié i que tingui el mateix alfabet de cinta, pero que tingui
menys de 10 estats.

Donada un maquina de Turing, determinar si hi ha una altra maquina de Turing que
computi la mateixa funcié.

Donada una maquina de Turing M, determinar si hi ha dues maquines de Turing NV
i O tals que

L(NV) & L(M) & L(O).
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Als capitols anteriors hem introduit la maquina de Turing com un model general de com-
putacié i hem enunciat la tesi de Church-Turing. Acceptant aquesta tesi, obtenim una
definicié formal d’algorisme. En aquesta situacié ja podem caracteritzar la classe de pro-
blemes que es poden resoldre algorismicament.

En aquest capitol caracteritzem la classe de problemes funcionals que es poden resoldre
algorismicament 1 la classe de problemes decisionals que es poden resoldre algorismicament.
Un algorisme que resolgui un problema decisional, davant d’una entrada x, ha de poder
determinar si x satisfa o no la propietat que defineix el problema. Tant en el cas dels
problemes funcionals com en el dels decisionals, mostrarem que hi ha problemes que no
tenen cap solucio algorismica. També veurem problemes decisionals que poden ser decidits
parcialment per un algorisme. En aquest cas, ’algorisme, davant d’una entrada que satisfa
la propietat que defineix el problema, s’atura i1 accepta. Si 'entrada no satisfa la propie-
tat, aleshores ’algorisme pot no aturar-se. Veurem que problemes ben naturals com, per
exemple, decidir si un programa que s’executa sobre una entrada retorna un determinat
valor, sén parcialment decidibles, pero en canvi no soén decidibles.

3.1 Computabilitat de funcions

Recordem que una funcié s’anomena computable quan existeix una maquina de Turing
que la computa. Si una funcié computable f és definida sobre x, aleshores la maquina M
que computa f, amb entrada x, ha de retornar f(x). Sila funcié f no és definida sobre x,
aleshores M amb aquesta entrada no s’atura.

Com ja s’ha vist al capitol 2, totes les funcions aritmetiques senzilles sé6n computables.
A Texemple que segueix dissenyem una TM per a la funcié suma.

EXEMPLE 3.1 Sigui f la funcié suma, f({z,y)) = = + y per a tot 2,y € N. Podem construir una
TM amb cine cintes c1, ¢2, ¢3, ¢4 i ¢b que computi f. Considerem que cl és la cinta d’entrada, c2,
c3 1 c4 s6n cintes de treball de manera que, a ¢2 es copiara z, a ¢3 es copiara y, a c4 es deixara
el resultat de la suma (en forma revessada). Finalment, s’escriura el resultat a c5, la cinta de
sortida. Suposem que (z,y) = a#y on z,y € {0} U 1{0,1}*.

1. Mentre el capcal 1 llegeix 0 o 1 copiar de cl a ¢2; avancar cap a la dreta els capcals 11 2.
2. Si el capcal 1 llegeix #, aleshores avancar una posicié cap a la dreta.

3. Mentre el capcal 1 llegeix 0 o 1 copiar de cl a ¢3; avancar cap a la dreta els capcals 11 3.
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(b,b,n)
(0,0,n)
(1,1,n)

Fig. 3.1: Maquina que computa la funcié buida amb alfabet d’entrada {0,1}

. Retrocedir alhora els capcals 21 3.

. Inicialitzar el bit de transport (carry) a 0. (Els estats de la TM “recorden” si s’ha de

propagar el transport o no).

. Mentre els capcals 2 1 3 no llegeixin p:

6.1. Sumar els bits llegits pels capcals 2 1 3, juntament amb el bit de transport; escriure
el bit de menys pes de la suma a c4; actualitzar el transport amb el bit de més pes.

6.2. Retrocedir els capcals 2 i 3; avancar el capcal 4.

. Mentre el capcal 2 (3) llegeix » i el capcal 3 (2) llegeix 0 o 1:

7.1. Sumar el bit llegit pel capcal 3 (2) amb el bit de transport; escriure el bit de menys
pes de la suma a c4; actualitzar el transport amb el bit de més pes.

7.2. Retrocedir el capcal 3 (2); avancar el capgal 4.

. Si el bit de transport és 1, aleshores escriure 1 a c4; altrament, retrocedir el capcal 4.

. Mentre el capcal 4 llegeix 0 o 1, copiar de ¢4 a ¢b; retrocedir cap a l'esquerra el capcal 4 i

avancar cap a la dreta el capgal 5. (Copiar a ¢5 el revessat del contingut de c4).

Considerem ara la funcié buida (vegeu-ne la definicié a la seccié ??). Aquesta funcié té
un interes teoric perque apareix en moltes demostracions de teoremes. Es facil veure que

la funcié buida és computable.

ExXEMPLE 3.2 La ™™ M de la figura 3.1 computa la funcié buida sobre el conjunt de partida
{0,1}*; per a qualsevol entrada z, M (z)1.
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Exercict 3.1 Demostreu que les funcions segiients, en que z,y € N, sén computables:

f(z) = [log x]
flz,y)) =2 xy
fz,y)) =2 mod y
fz,y)) = (min (z,y), max (2, y))

si # és primer

~
=
Il
—_——
[

flz)=2"
fla) =a!
flz)=2%

Els exemples anteriors consisteixen basicament en funcions totals les entrades de les
quals sén codificacions de nombres naturals. També podem considerar funcions en que
alguns dels seus components d’entrada son descripcions de TM. Tot seguit presentem
alguns exemples d’aquests tipus de funcions.

El primer exemple consisteix a transformar la TM d’entrada en una altra maquina que
ha de satisfer uns requeriments determinats.

ExXeEMPLE 3.3 En el model de T™M que hem introduit, es considera que un mot w és acceptat per
una maquina M quan M, amb entrada w, assoleix ’estat acceptador, que és de parada. Podriem
adoptar un criteri d’acceptacio diferent, en que es considera que un mot w és acceptat per una
maquina N quan N, amb entrada w, assoleix ’estat acceptador, que també és de parada, i el
capcal ha d’estar posicionat a U'extrem esquerre de la cinta. Tot seguit veurem que qualsevol
llenguatge reconegut per una TM pot ser reconegut per una TM amb el nou criteri d’acceptacio.
Donada una maquina M, transformarem M en una maquina N de manera que, per a tot w € L™,
M accepta w si i només si N accepta w segons el nou criteri acceptador. Una transformacié
possible consisteix a afegir un nou estat, que és el nou estat acceptador, i modificar la funcié
de transicié per tal que, en el moment en que s’assoleix 'antic estat acceptador ¢g, el capcal
retrocedeixi fins al primer simbol de la cinta i s’aturi en el nou estat acceptador ¢m. D’aquesta
manera, a partir de M = (Q, X, I', §, qo, g¢) podem definir N = (Q', X, I, &', qo, ¢pr) on

1. I"'=T.
2. Q' =QU{gw} iqw és el nou estat acceptador.

3. La funcié de transicié és la de M, afegint les transicions
8 (ge, a) = (gg, a, e), sempre que a #p, i
5/(QF7 ») = (QF'7 >7n)'
Tal com es construeix N, és facil veure que M, amb una entrada w qualsevol, s’atura en

estat ¢p si i només si N, amb entrada w, s’atura en estat g, 1 el capcal esta posicionat sobre
», sempre que M no pugui esborrar el simbol p d’inici de cinta. En cas que M pugui esborrar
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», aleshores N ha de deixar igualment una marca a la primera cella de la cinta. Formalment, si
existeix algun estat ¢ € @ tal que §(¢,») = (p, a, m), aleshores N escriu una copia ¢’ de @ a la
primera cella. Per aix0 s’han d’afegir a la definicié de N les copies dels simbols i també algunes
transicions addicionals:

1. I"=TU{d | a € I'} de manera que, les copies sén simbols nous.

2. Les transicions que s’han d’afegir sén
8 (q,») = (p,a’,m), si (q,») = (p,a, m), per no perdre la marca d’inici de cinta,
8 (q,a’y = (p,b';m), st 6(¢q,a) = (p,b, m), per mantenir la marca d’inici,
8 (ge, a) = (g, a,e), sempre que ¢ Zp ia ¢ I'' = T,
8 (ge,») = (ger,»,n) 1 8 (g, a’) = (ger, a,n).

Notem que aquesta transformacié de M en N és purament sintactica, perque la transformacio
es duu a terme sense fer cap consideracié relativa als mots acceptats per M. Aleshores podem
construir una TM que, amb una entrada = qualsevol, retorni 'index y, que s’obté en transformar
M, tal com hem especificat:

entrada x

(Q, X, I, 6, qo, qr) = My;

Q' =QU{g};

8 =45U {(qF7 a, qr, @, e) | a %»} U {(QFv >, qprs »7n)};
y = godel(Q', X, I',0', qo, qw );

escriure y.

Recordeu que a la seccié 7?7 hem vist que, donat el niimero de Godel x, podem obtenir
de manera algorismica la definicié de la TM M, corresponent. Aleshores, la primera linia
d’aquest programa consisteix a obtenir les components de M,. Utilitzem una assignacio6
multiple en comptes de fer tantes assignacions com elements té el tuple, per tal de presentar
d’'una manera més succinta ’especificacié del programa.

Més endavant, al capitol 4, veurem més exemples de funcions computables en que es
calculen transformacions de TM. Considerem ara alguns exemples de funcions computables
pero no totals, en que també alguna de les seves components d’entrada és el niumero de
Godel d'una maquina de Turing.

ExXEMPLE 3.4 La funcié definida a continuacié és computable.

1 si My (y) )

indefinida, altrament.

fHALT(<$7 y>) = {

Podem construir una ™™ M que, amb entrada (z, y), simuli la maquina M, amb entrada y. Si
aquesta s’atura, aleshores M ha de retornar el valor 1. Si M, amb entrada y no s’atura, aleshores
M amb entrada 2 tampoc no s’aturara.

M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada y;
escriure 1.
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Es clar que M computa la funcid fy,r. Observeu que aquesta funcié no és total. Si z és
el nimero de Godel d’una maquina que computa la funcié buida, aleshores la funcié fi, o esta
indefinida en (z,y), per a qualsevol y. Fixeu-vos que la simulacié de M, en aquest cas no finalitza
i per tant, M no s’atura.

Exercict 3.2 Demostreu que les funcions segiients sén computables i no sén totals:

fule) = {1 si Mg ()]

indefinida, altrament

1 siy € L(M,)

indefinida, altrament.

fPERT(<$7 y>) = {

Els dominis de les funcions fy.ur, fx 1 feerr coincideixen amb els llenguatges HALT, K
1 PERT, respectivament. Si considerem la prolongacié de cadascuna d’aquestes funcions
a una funcié total, de manera que aquesta retorni 0 per als elements que no pertanyen
al domini de la funcié de partida, aleshores obtenim les funcions caracteristiques dels
llenguatges HALT,K 1 PERT. Aquests son els primers exemples de funcions no computables
que presentem. Totes aquestes funcions comparteixen la particularitat segiient: 1’argument
de la funcié (o almenys un dels arguments de la funcié) és interpretat com un nimero de
Godel 1 la propietat que defineix la funcié depen de certes propietats de la computacid
associada a la TM que té aquest numero de Godel. Aquestes funcions, juntament amb
algunes eines que introduirem al capitol 4, ens permetran demostrar que problemes ben
naturals com, per exemple, el problema de decidir si dues gramatiques incontextuals son
equivalents, o el problema de determinar si una gramatica incontextual és ambigua, no es
poden resoldre algorismicament.

Per demostrar que Xy, Xyarr 1 Xpprr N0 s6n computables considerem primer una funcio
que s’obté per aplicacio de la tecnica de diagonalitzacié de Cantor. A la proposicié segtient
donem la definicié formal d’aquesta funcié i demostrem que aquesta no pot formar part de
la llista de funcions computables.

Prorosicid 3.1 La funcié

) = {1 si My(2)1

indefinida, altrament

no és computable.

DEMOSTRACIO Suposem que f fos una funcié computable. Aleshores existiria un natural
i tal que p; = f. Considerem ara f amb entrada :. D’una banda, tenim que si ¢ € Dom f
aleshores f(i) = 1. Pero, per la definicié de f, tenim que M;(¢)T i, per tant, ¢ ¢ Domyp; =
Domf. D’altra banda, si ¢ ¢ Domf aleshores, per la definicié de f, M;(¢)]. Amb tot aixo
tenim (1 € Domf <=1 ¢ Domf), que és una contradiccio. O

Amb aquest resultat és facil veure que la funcié caracteristica de K no és computable.



54 Computabilitat de funcions i decidibilitat de llenguatges

TEOREMA 3.2 La funcié caracteristica de K no és computable.

DEMOSTRACIO Sigui X la funcié caracteristica de K.

Xe(r) = {1 si My(2)d

0, altrament.

Suposem que Xy sigui computable. Considerem ara la funcié f que hem definit al
teorema anterior. Aleshores podem dissenyar una T™M M que computi f utilitzant la
maquina que computa Xy.

M :entrada x
y = X (2);
siy=0
llavors escriure 1
altrament
mentre cert fer
fi mentre

fi si.

Es clar que M computa exactament la funcié f. També és clar que és ben definida,
perque hem suposat que Xy és computable. D’aquesta manera, obtenim que f també és
computable. Aquesta contradiccio invalida la suposicié que Xy sigui computable. O

Ara ja estem en condicions de demostrar que Xyur 1 Apgrr tampoc no séon computables.

COROLLARI 3.3 Les funcions caracteristiques de HALT 1 PERT no sén computables.

DEMOSTRACIO La funcié caracteristica de K es pot veure com un cas particular de la funcié
caracteristica de HALT, ja que, per a tot @, € K si i només si (x, 1) € HALT. Per tant, si
la funcié caracteristica de HALT fos computable, aleshores la de K també ho seria.

Per demostrar que Xpgrr no és computable fem també un raonament a ’absurd. Su-
posem que Xpgrr fos computable. Definim la funcié f com f((z,y)) = (2',y), en que M,
s’obté a partir de M, afegint a les transicions de parada una transicié a ’estat acceptador.
No és dificil veure que aquesta funcié és computable i total.

Per la definicié de M,/ tenim que y € L(M,/) <= M,(y) .

Aleshores podem expressar la funcié caracteristica de HALT com a composicié de la
funcié caracteristica de PERT i la funcid f: per a tot x,y, Xuar({x,y)) = Xepre(f({x,1))).
Com que les dues funcions sén computables, aleshores Xy, ¢ seria computable, 1 d’aquesta
manera s’obté una contradiccio. Per tant, Xpgrr no és computable. O

Acabem aquesta seccié posant un exemple d'una funcié computable no total que no es
pot prolongar a cap funcié computable total.

EXEMPLE 3.5 Definim la funcié segiient:

fla) = t si M, amb entrada z s’atura en t passos,
|indefinida  si M, (z)7.
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Recordem que a la secci6 2.3 hem demostrat que la funcié T(M, w), que calcula el nombre de
passos que efectua una maquina M amb entrada w, és computable. Considerem la TM segiient:

entrada z
y =T (Mg, z);

escriure y.

Es clar que aquesta TM computa exactament la funcié f que acabem de definir. També és
clar que és ben definida, perque les funcions T i M sén computables. Aixi doncs, f també és
computable.

Observem que el domini de definicié de f és Domf = {z | M,(2) |} = K. ;Existeix alguna
prolongacié total de f que sigui computable? Vegem que no. Sigui g una prolongacié total de
f. Si g fos computable, existiria una T™M N que computaria g. Aquesta maquina seria d’aturada
segura, perque ¢ és una funcié total. Amb ’ajut de N podriem construir una altra maquina N’
que computaria Xy, la funcié caracteristica del conjunt K. En efecte, la descripcié de N’ seria:

N’ :entrada x
simular N amb entrada z;
t:= N(z);
¢ := configuracié-inicial (M, z);
mentre (t > 0) A (c no és terminal per a M) fer
¢ := configuracié-seguient (M, ¢);
ti=t—-1
fi mentre;
si (t=0) A (c és terminal per a M,)
llavors escriure 1
altrament escriure 0

fi si.

Es clar que N’ és d’aturada segura, perque N també ho és. També és clar que N’ computa
Xy, ja que podem afirmar que My(z) | si i només si M, amb entrada z s’atura en exactament
g(z) passos. En efecte, si M, (z) | llavors z € Domf. Com que ¢ una prolongacié de f, aleshores
f(z) = g(z). I per la definicié de f tenim que M, amb entrada z s’atura en ¢(z) passos. En
canvi, si My (z) 1 llavors M, amb entrada « no s’atura en g(z) passos. En conseqiiéncia, la condicié
avaluada per N’ és precisament M, (z)|. Per aixo, fyr = X.

Com que al teorema 3.2 hem demostrat que Xk no és computable, la maquina N’ no pot
existir. Per tant, la maquina NV tampoc. Aixi doncs, cap prolongacié total ¢ no és computable.

3.2 Decidibilitat de llenguatges

En aquesta seccio tractarem els problemes decidibles 1 en veurem alguns exemples. A
continuacié demostrarem l’existencia de problemes indecidibles 1 també en presentarem
alguns exemples.
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Recordem que un llenguatge s’anomena decidible quan existeix una maquina de Turing
d’aturada segura que el reconeix. Representem per REC la classe dels llenguatges decidibles
fent us de la notacio classica.

Vegem alguns exemples de llenguatges decidibles.

EXEMPLE 3.6 Al capitol 1 hem dissenyat dues T™M d’aturada segura que reconeixen els llenguatges
{0m170™ | n > 0} i {0"1™ | n > 0}. Aix{ doncs, aquests dos llengnatges sén decidibles.

Exgrcicrt 3.3 Demostreu que tot llenguatge finit és decidible.

Exgercict 3.4 Demostreu que els llenguatges segiients sén decidibles:

PARELLS = {z | 2 és parell}
SENARS = {2 | © és senar}
PRIMES = {2 | z és primer}
COMPOSITES = {2 | « és compost}
FA-PERT = {(M,y) | M és un automat finit i y € L(M)}

ExeMpLE 3.7 Els llenguatges segiients sén decidibles:

T-HALT = {{z,y,t) | M, amb entrada y s’atura en ¢ passos o menys}

S-HALT = {(2,y, s) | M, amb entrada y s’atura i utilitza s celles com a molt}

En el cas de T-HALT, podem construir una T™M que, amb entrada (z,y,t), simuli ¢ passos, com a
maxim, de M, amb entrada y. Pel que fa a sS-HALT, podem construir una TM M que, amb entrada
(z,y,s), en el cas pitjor ha de simular M, amb entrada y durant tants passos com configuracions
diferents es poden formar, considerant el nombre d’estats de M, i el nombre s de celles que es
poden utilitzar com a maxim. Si després d’aquest nombre de passos no s’han utilitzat les s celles,
aleshores M, amb entrada y segur que no utilitzara més celles, ja que ha repetit configuracié, ha
entrat en un bucle. En aquest cas, I'entrada no pertany a s-HALT. Si abans d’exhaurir aquest
nombre de passos M, s’atura o bé utilitza més de s celles, aleshores M para la simulacié. En el
primer cas M acceptaria 'entrada, mentre que en el segon M rebutjaria.

Una ™ d’aturada segura que reconeix un llenguatge L s’atura davant d'una entrada
qualsevol 1 “decideix” si aquesta entrada pertany o no a L. En aquest sentit, introduim la
definicié segtient.

DEFINICIO Diem que un problema decisional és decidible quan el llenguatge associat al
problema és decidible. En cas contrari diem que el problema és indecidible.

Aixi doncs, la classe de problemes decidibles representa els problemes que es poden
resoldre algorismicament.

Considerem ara aquells problemes tals que el llenguatge associat és reconegut per una
T™M (que pot no ser d’aturada segura).
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Recordem que un llenguatge L s’anomena enumerable recursivament quan existeix una
maquina de Turing que el reconeix. Representem per RE la classe dels llenguatges enume-
rables recursivament. Usem e.r. com a abreviacié de ‘enumerable recursivament’.

La classe de problemes associada als llenguatges e.r. conté els problemes que abans hem
denominat parcialment decidibles. En principi, podem garantir que existeix un algorisme
que, almenys per a les entrades que satisfan la propietat que defineix el problema, s’atura.
Tot seguit veurem alguns exemples de llenguatges e.r.

EXEMPLE 3.8 K = {z | My(z) |} és e.r. Per demostrar-ho considerem la T™M que definim a
continuacio:

M :entrada z
simular M, amb entrada z;
acceptar.

Per la construccié de M tenim que, donat un x, M(z) | quan M,(z) ] i, en aquest cas, M
accepta x. En canvi, si M, (z)1, aleshores M(z)1. Per tant, L(M) = K.

ExeEMPLE 3.9 HALT = {{2,y) | My(y) |} és enumerable recursivament. Per demostrar-ho consi-
derem la TM segiient:

M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada y;
acceptar.

Per la construccié de M tenim que, donat un parell {(z,y) qualsevol, M accepta z si i només
si My (y)J. Per tant, L(M) = HALT.

ExeMPLE 3.10 PERT = {{z,y) | y € L(M;)} és enumerable recursivament. Per demostrar-ho
considerem la TM segiient:

M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada y;
si M, accepta y
llavors acceptar
altrament rebutjar

fi si.

Per la construccié de M tenim que, donat un parell (z,y) qualsevol, M amb entrada (z,y)
s’atura si i només si M, amb entrada y s’atura. Si M, accepta z llavors M accepta (z,y). Si M,
no accepta y, llavors M no accepta (z,y). Per tant, L(M) = PERT.

Els llenguatges e.r. també es poden caracteritzar de la manera segiient:
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TEOREMA 3.4 (Teorema de la projeccié) Un lenguatge A és enumerable recursivament
si 1 només si existeix un llenguatge decidible B que permet expressar A en la forma

A={z |3y (z,y) € B}.

DEMOSTRACIO Primer, vegem que la condicié és necessaria. Sigui A un llenguatge e.r. i
sigui M una TM que el reconeix. Un mot = qualsevol pertany a A si i només si M amb
entrada x s’atura i accepta. Formalment tenim

A ={x | M accepta =}
= {z | dy M accepta = en y passos}.

Definim el llenguatge B = {(x,y) | M accepta x en y passos}. No és dificil veure que
B és decidible. Podem construir una maquina que reconeix B de la manera segiient:

N :entrada (z,y)
¢ := configuracié-inicial (M, z);
mentre (y > 0) A ( ¢ no és terminal per a M) fer
¢ := configuracié-segient (M, ¢);
y=y-1
fi mentre;
si (y =0) A ( ¢ és acceptadora per a M)
llavors acceptar

altrament rebutjar
fi si.

N amb entrada (x,y) simula pas a pas M amb entrada x, calculant la configuracié
corresponent a cada pas. Quan ja ha simulat y passos, comprova si la configuracio és
acceptadora. Si és aixi aleshores accepta; si no, rebutja. Per tant, NV és d’aturada segura i
accepta si i només si (xr,y) € B.

Un cop definit B, observem que podem expressar A com

A=A{z| 3y (x,y) € B}.

Demostrem tot seguit que la condicié és suficient. Sigui A un llenguatge que es pot
expressar com A = {z | Jy(x,y) € B}, en que B és un llenguatge decidible. Sigui N
una TM d’aturada segura que reconeix B. Podem construir una TM que reconegui A, que
consisteix a fer una cerca del mot y adequat. Es tracta de donar a y tots els possibles valors
seguint l'ordre lexicografic per longituds i, per cada un, simular N amb entrada (x, y). Com
que N és d’aturada segura, totes les simulacions convergeixen. El procés es deté si hi ha
algun parell (x,y) que és acceptat per N. Altrament, continua indefinidament.

M :entrada x
y 1= A; trobat := fals;



3.2 Decidibilitat de llenguatges 59

mentre —trobat fer
simular N amb entrada (z, y);
si N accepta (z,y)
llavors trobat := cert
altrament y := segiient(y)
fi si
fi mentre;
acceptar.

La funcié seguent(y), que ha estat definida a 'exemple 1.3, computa el mot successor
de y en 'ordre lexicografic per longituds.

Aleshores M amb entrada x s’atura i accepta només quan existeix y tal que (x,y) € B.
Amb aixo tenim que A = L(M) i, per tant, A és e.r. O

ExempPLE 3.11 El llenguatge L = {a | Dom(p,) # @} és enumerable recursivament. Per
demostrar-ho apliquem el teorema de la projeccié. Observem que podem expressar L com

L={z]3yM(y)}

= {z | Jy,t M, amb entrada y s’atura en ¢ passos}

Ara definim el llenguatge B = {{(z,(y,t)) | M, amb entrada y s’atura en ¢ passos}. Per
demostrar que B és decidible construim la T™ segiient:

N :entrada (z,(y,t))
¢ := configuracié-inicial (M, y);
mentre (t > 0) A ( ¢ no és terminal per a M) fer
¢ := configuracié-segiient (M, ¢);
ti=t—-1
fi mentre;
si (t =0) A ( ¢ és terminal per a M,)
llavors acceptar
altrament rebutjar

fi si.

N amb entrada (z,(y,t)) simula pas a pas la maquina M, amb entrada y, computant la
configuracié corresponent a cada pas. Si després de simular t passos la configuracié actual és
terminal, aleshores accepta. Si no, rebutja. Aixi doncs, N és una T™™M d’aturada segura i N
accepta (z, (y,t)) si i només si (x,(y,t)) € B.

Amb Pajut d’aquest llenguatge B, podem expressar L com

L ={z|3u (x,u) € B},

on u representa el parell (y,t) anterior. Aixi doncs, aplicant el teorema de la projeccid, tenim
que L és e.r.
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Per les definicions de les classes REC 1 RE, REC és una subclasse de RE; veurem tanmateix
que aquesta inclusio és estricta. Noteu que als exemples de llenguatges decidibles no hem
inclos cap dels llenguatges segtients: K, HALT, PERT. Aquests poden ser reconeguts per una
TM, pero demostrarem que no poden ser-ho per cap TM d’aturada segura. Remarquem
la diferencia entre HALT d’una banda, i T-HALT, S-HALT (definits a l’exemple 3.7) de
I’altra. Els dos 1ltims son llenguatges decidibles ja que podem dissenyar una T™M de parada
segura per a cadascun d’aquests llenguatges. La propietat comuna a tots dos és que només
cal fer una simulacié “controlada” per poder determinar si una entrada pertany o no al
llenguatge en qliestié. En canvi, per determinar si (x,y) pertany a HALT, no disposem de
cap informacio que, d’entrada, ens permeti fitar el nombre de passos de la simulacié de M,
amb entrada y, ni tampoc el nombre de celles que es poden utilitzar.

Els primers exemples de llenguatges indecidibles els obtenim utilitzant una caracterit-
zacid dels decidibles en termes de funcions computables. Més endavant, quan examinem
les propietats de tancament de les classes RE 1 REC, veurem exemples de llenguatges no e.r.

Recordem que a cada llenguatge L li podem associar la seva funcié caracteristica X7,. Si
considerem un llenguatge decidible L, no és dificil veure que podem modificar la maquina
de parada segura que el reconeix per obtenir una T™M que computa X7. Només cal afegir
les transicions necessaries per escriure un 1 a la cinta de sortida quan la T™M original arribi
a 'estat acceptador i per escriure un 0 quan arribi a un estat de parada no acceptador. I
en el sentit invers, és a dir, si suposem que X7, és una funcié computable, aleshores es pot
modificar la TM que computa la funcié per tal d’obtenir la maquina que reconeix L. Només
cal garantir que un cop ha escrit 1 a la cinta de sortida i arriba a un estat de parada, aquest
ultim ha de ser 'estat acceptador. Si ha escrit un 0, aleshores 'estat de parada no pot ser
Iestat acceptador. Amb aquestes indicacions és facil demostrar la proposicio segiient, els
detalls de la qual els deixem al lector.

ProOPOSICIO 3.5 Un llenguatge L és decidible si i només si la seva funcié caracteristica,
Xy, és computable.

Aquesta caracteritzaci6 dels llenguatges decidibles, juntament amb els resultats obtin-
guts a la seccié anterior, permeten obtenir els primers exemples de llenguatges no decidibles
0, el que és el mateix, els primers exemples de problemes indecidibles.

COROLLARI 3.6 Els llenguatges K, HALT 1 PERT no son decidibles.

Aquests llenguatges sén enumerables recursivament; per tant, podem dir que la inclusié
de REC a RE és estricta.

COROLLARI 3.7 REC & RE.

3.3 Propietats de tancament

Diem que una classe de llenguatges és tancada respecte d'una operacié quan el resultat
d’aplicar aquesta operacio a llenguatges de la classe considerada és també un llenguatge
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de la mateixa classe. En aquesta seccié estudiarem algunes de les propietats de tancament
de les classes presentades en aquest capitol, respecte d’operacions sobre llenguatges.

3.3.1 Reunid 1 interseccio

TEOREMA 3.8 Les classes RE 1 REC sén tancades respecte de la reunié i la interseccio.

DEMOSTRACIO Primer demostrarem que la classe REC és tancada respecte de la reunid.
REC esta definida com el conjunt de llenguatges reconeguts per T™M de parada segura.

Siguin A 1 B dos llenguatges reconeguts, respectivament, per les maquines M4 1 Mp,
ambdues de parada segura. Per demostrar que AU B també és un llenguatge decidible
dissenyem una TM M que consisteix basicament en la simulacio de M4 1 Mp.

M :entrada z
simular M4 amb entrada x;
si M4 accepta «
llavors acceptar
altrament
simular Mp amb entrada z;
si Mp accepta «
llavors acceptar
altrament rebutjar

fi si
fi si.

Com que M4 1 Mp son d’aturada segura, aleshores M també és d’aturada segura. M
accepta x siinoméssix € Ao ax € Bi, per tant, M reconeix AU B. Obtenim d’aquesta
manera que, si A, B € REC, aleshores AU B € REC.

Considerem la classe RE. Els llenguatges d’aquesta classe també sén reconeguts per
TM, pero RE es diferencia de les tres classes anteriors pel fet que la maquina no ha de ser
for¢osament d’aturada segura. En aquest cas, la demostracié que RE és tancada respecte
de la reunié també és constructiva, pero la TM que hem dissenyat abans no és valida en
aquest cas, ja que la maquina M4 no és d’aturada segura. Notem que, en cas que = € A i
x € B, pot passar que la maquina M4 no s’aturi i, per tant, M tampoc no s’aturaria, cosa
que no volem. Per aquest motiu la construccié de M pren com a base una simulacié “pas
a pas” de M4 1de Mpg. Siuna de les dues s’atura 1 accepta, aleshores M s’atura 1 accepta,
altrament M o no s’atura o s’atura i rebutja.

La TM considerada és la segiient:

M :entrada z
c4 := configuracié-inicial (M4, );
cp := configuracié-inicial (Mg, z);
trobat := (c4 és acceptadora per a M) V (cp és acceptadora per a Mp);
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mentre —trobat fer
s1 —(c4 és terminal) llavors ¢y := configuracié-segiient (M4, c4) fi si;
si —(cp és terminal) llavors cp := configuracié-segiient (Mp, cp) fi si;
trobat := (c4 és acceptadora per a My) V (cp és acceptadora per a Mp)
fi mentre;
acceptar.

Per la seva construccié tenim que L(M) = AU B i, per tant, AU B € RE.

La demostracié que REC 1 RE sén tancades respecte de la interseccio és molt similar a
la de la reunio; només canvia 'operacié booleana de la disjuncié per la conjuncié en els
llocs que cal. O

3.3.2 Complementacio

Es facil veure que el complementari d'un llenguatge decidit per una T™M determinista d’a-
turada segura M pot ser decidit per una TM M’, que s’obté en modificar M de la manera
segiient: se substitueix 'estat acceptador per un d’aturada no acceptador i s’afegeix als
estats d’aturada no acceptadors una transicié a un nou estat acceptador. El determinisme
de la T™M garanteix la inversié del comportament acceptador quan es processa qualsevol
entrada. Aixi doncs, obtenim el resultat segiient.

TEOREMA 3.9 La classe REC és tancada respecte de la complementacio.

En canvi, la classe RE no és tancada respecte de la complementacié. El teorema segiient,

que es coneix com a teorema del complementari, ens permet demostrar aquesta propietat
de la classe RE.

TEOREMA 3.10 (Teorema del complementari) L i L sén e.r. si i només si L és decidible.

DEMOSTRACIO Si L és decidible aleshores L també ho és, en conseqiiencia, tant L com L
pertanyen a RE.
Suposem ara que tant L com L sén e.r. Siguin My i M; dues T™ tals que L(My) = L

i L(M;) = L. Per demostrar que L és decidible dissenyem un algorisme en qué se simulen

les dues TM Mj, i M; “pas a pas”. Si considerem un mot z, tenim que o x € L o z € L.
Per tant, si simulem M}, amb entrada x i M; amb entrada z, segur que una de les dues
s’atura i (només una) accepta.

Considerem la TM seguient:

M :entrada z
c1, = configuracié-inicial (M, z);
c; = configuracié-inicial (M7, z);

trobat := (cy, és acceptadora per a My) V (c]: és acceptadora per a M]:);

mentre —trobat fer
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s1 (¢, és terminal) llavors ¢y, := configuracié-seguent (My,, cr,) fi si;

si =(c; és terminal ) llavors

c; = configuracié-segiient (M7, c;) fi si;

trobat := (cr, és acceptadora per a M)V (c; és acceptadora per a My)
fi mentre;
si ¢, és acceptadora per a My,
llavors acceptar
altrament rebutjar

fi si.
Aquesta T™M decideix L i, per tant, L € REC. O
Com a conseqiiencia immediata, obtenim els primers exemples de llenguatges no e.r.
COROLLARI 3.11 K, HALT i PERT no son enumerables recursivament.

DEMOSTRACIO Si K (HALT o PERT) fos e.r., pel teorema del complementari K (HALT o
PERT) seria decidible. O

Aixi doncs, el complementari d’un llenguatge e.r. pot no ser e.r.
COROLLARI 3.12 La classe RE no és tancada respecte de la complementacio.

Donada una classe de llenguatges qualsevol C, denotem per co-C la classe dels llenguat-
ges L tals que L € C. Amb aquesta notacié tenim que una classe C és tancada respecte de
complementacié si 1 només si C = co-C.

Aixi doncs, tenim que:

REC = co-REC

I pel corollari 3.12,

RE # co-RE
REC = RE N co-RE.

3.4 Problemes

3.1 Sigui f una funcié computable i injectiva. Es f~! computable?

3.2 Counsidereu les funcions segiients:

L f(x):{l sidn >0 M,(z)l

indefinida, altrament.

5 f(w):{x siVn >0 M, (z)l

indefinida, altrament.
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3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

1 sidn >0 Mg(n)l
3 f) =11 "

indefinida, altrament.

x siVn >0 Mg(n)l
=1 "

indefinida, altrament.

a) Sén computables?
b) Sén totals?
¢) Quins sén els seus abasts?

Demostreu que les funcions definides a continuacié sén computables i es poden prolongar
a funcions computables i totals.

1 f(a) = {1 si My (2))

indefinida, altrament.

t si M, amb entrada x s’atura en t passos

2. g(<$,t>) = {

indefinida, altrament.

Demostreu que les funcions definides a continuacié sén computables perd no tenen cap
prolongacié computable total.

indefinida, altrament.

fla) = {c,ox(w) +1 siMg(z)l

o) = {c,ox(w) si My (2))

idefinida, altrament.

Sigui f: N — N una funcié computable i decreixent al seu domini. Demostreu que Imf és
decidible. Demostreu que, de fet, per a tot conjunt A, f(A) és decidible. Segueix sent cert
aquest resultat si f no és computable?

Sigui f una funcié computable i creixent al seu domini. Sigui A un llenguatge decidible.
Demostreu que, si f és total, llavors f(A) és decidible.

Demostreu que per a tot conjunt A # @ es compleix:

1. A és enumerable recursivament si i només si és 'abast d’alguna funcié computable.

2. A és enumerable recursivament si i només si és ’abast d’alguna funcié total compu-
table.

3. A és enumerable recursivament si i només si és el domini d’alguna funcié computable.

Sigui R = {z | Dom(¢,;) € REC}. Digueu si les afirmacions segiients sén certes o no i per
que:

a) R CK.
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3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

b) RNk =a.

Definim la funcié f: N — N com

i) :{ nOMi(n) s My(n)d A Ma(n)d A .. A Ma(n)d

indefinida,  altrament.

iel conjunt A ={(n,m)| f(n) =m}. Demostreu les afirmacions segiients:

a) f és computable.
b) Domf és finit.
c) A és decidible.
Demostreu que tot llenguatge decidible (enumerable recursivament) infinit es pot descom-

pondre com a reunié de dos llenguatges decidibles (enumerables recursivament) infinits i
disjunts.

Siguin A, B dos conjunts tals que AAB = (AU B) — (AN B) és decidible. Digueu si les
afirmacions segiients sén certes o no i per que:

a) Si A ése.r., llavors B és e.r.

b) Si A és decidible, llavors B és decidible.

Sigui A un llenguatge e.r. Demostreu que B = | Dom ¢, també és e.r.

r€A

Sigui A un llenguatge e.r. Demostreu que B = {z | Jy (z,y) € A} també és e.r.

Demostreu que les classes REC i RE s6n tancades respecte de la concatenacié i de 'estrella
de Kleene.
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En aquest capitol formalitzarem el concepte intuitiu que un llenguatge és com a molt
tan “dificil” computacionalment com un altre. Aquest concepte ens permetra establir un
preordre entre llenguatges. També ens proporcionara una eina per demostrar propietats ne-
gatives de llenguatges, com per exemple la indecidibilititat 1, fins 1 tot, la no-enumerabilitat
recursiva. En aquest sentit, la demostraciéo que un llenguatge indecidible és com a molt
tan dificil com un cert llenguatge L implicara, com veurem, que L també és indecidible.
Veurem com identificar, en algunes de les classes estudiades fins ara, els llenguatges
que sén maximals, segons aquest preordre. Per exemple, demostrarem que K és un element
maximal de RE 1 CIRCUIT-SAT és un element maximal de NP. Veurem que la dificultat
d’aquests problemes maximals esta relacionada amb la de tota la classe; qualsevol resultat
positiu relatiu a aquests problemes maximals afecta a la classe sencera. En aquest sentit,
demostrarem que si existis un algorisme que decidis CIRCUIT-SAT en temps polinomic,

aleshores també existiria un algorisme de temps polinomic per a cadascun dels llenguatges
dins de NP.

4.1 Reduccions

Intuitivament, diem que un problema A es redueix a un problema B si podem transformar
de manera efectiva les entrades de A en entrades de B. D’aquesta manera, si es disposa d’un
algorisme que resol el problema B, es pot construir un algorisme que resol A. Nosaltres
ens limitem a l’estudi de reduccions entre problemes decisionals 1, per tant, parlem de
reduccions entre llenguatges.

Si, per exemple, considerem els llenguatges K 1 HALT, no és dificil veure que podem
transformar (reduir) les entrades del problema K en entrades del problema HALT. Donada
una entrada x qualsevol, ¥ € K si i només si (x,x) € HALT, com ja hem vist al capitol
??7. Aquesta transformacié es pot formalitzar mitjancant la funcié f(x) = (x,x), que és
total 1 computable. Amb aixo tenim que si existis un algorisme que decidis HALT, aleshores
també existiria un algorisme que decidiria K. Aquest algorisme amb entrada x computaria
la funcié f amb entrada x i després simularial’algorisme per a HALT sobre f(x). Pero aquest
algorisme no pot existir perque K és indecidible. Aleshores, HALT és també indecidible com
K.

Aquest tipus de funcions que transformen de manera efectiva entrades d’un problema
A a entrades d’un altre problema B es coneix amb el nom de funcions de reduccié. Tot
seguit donem la definici6 formal d’aquests conceptes.
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DEFINICIO Donats dos llenguatges A i B sobre un alfabet ¥, diem que A es redueix (o
és reductible) a B, 1 ho representem per A <,, B, quan existeix una funcié f : ¥* — ¥~
total 1 computable tal que, per a tot w € X*,

we A= f(w) € B.

La funcioé f s’anomena funcié de reduccio.

El subindex ‘m’ que apareix en el signe de la relacié prové de 'angles ‘many-one’, que
en el context de funcions indica que elements diferents del domini poden tenir la mateixa
imatge, és a dir, que no requerim que la funcié f considerada sigui injectiva. També es pot
donar que alguns elements del conjunt d’arribada no tinguin cap antiimatge.

Per la definicié de reduccié tenim que

A<y B<—= A<, B.

DEFINICIO Donats dos llenguatges A i B sobre un alfabet ¥, diem que A i B sén recur-
sivament equivalents quan A <, B1 B <, A.

Seguint amb l'exemple, podem dir que f(x) = (x,x) és una funcié de reduccié de K a
HALT 1, per tant, K <,, HALT.
Tot seguit veiem que podem reduir HALT a PERT.

EXEMPLE 4.1 HALT <y, PERT.

Donada una entrada (z,y) de HALT, construim una entrada {a’,y) de PERT de manera que
(x,y) € HALT siinoméssi {2’ y) € PERT. A partir de M, = (Q, ¥, I', §, qo, ¢r), definim la maquina
M, = (Q', X, I,0, qo, ge) de manera que

1. Afegim un nou estat que anomenem ¢p, Q" = Q U {gw }, 1 que és el nou estat acceptador.
2. L’estat inicial de M,/ és el mateix ¢q.

3. La funcié de transicié és la de M, afegint les transicions
8'(q,a) = (¢e,a,n) per a cada ¢ € Qi a € I tal que (¢,a) ¢ Domé.

Recordem que M, s’atura si assoleix una configuracié en que no hi ha transicié definida.
D’aquesta manera, tenim que M, (y) <= M, amb entrada y accedeix a l'estat ¢ < y €
L(My).

Definint f({z,y)) = (2’,y) tenim que f és una funcié computable i total i redueix HALT a
PERT.

Com que la reduccié és una relacio entre llenguatges lligada al concepte de dificultat,
és d’esperar que aquesta relacié sigui transitiva: si A és com a molt tan dificil com B 1 B
és com a molt tan dificil com C, aleshores A ha de ser com a molt tan dificil com C.

PROPOSICIO 4.1 La relacié <,, és reflexiva i transitiva (defineix un preordre).
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DEMOSTRACIO Per veure que <,, és reflexiva només cal considerar la funcié identitat.
Aquesta redueix qualsevol llenguatge A a ell mateix i1 és computable en temps polinomic.

Considerem la transitivitat de <,,. Siguin A, B 1 C tres llenguatges tals que A <,,, B
1 B <,y C. Volem demostrar que A <,;, C. Siguin f 1 ¢ funcions totals i computables que
redueixen A a B i B a C, respectivament. Aleshores, per a tot @, @ € A < f(x) € B
iz € B <= g(r) € C. Pertant, v € A < f(z) € B < ¢g(f(z)) € C. Com que la
composicié de funcions computables i totals és una funcié computable i total (proposicié 7?7
i teorema ?7), tenim que go f és computable i total. Amb tot aixo podem deduir que go f
redueix A a C. O

ExErcici 4.1 Demostreu que I'equivaléncia recursiva és, efectivament, una relacié d’equivalencia.

4.2 Propietats de les reduccions

Si analitzem la dificultat dels problemes relacionats per una reduccié, A <, B, velem
que lexistencia d'un algorisme que decideixi B garanteix 'existencia d’un algorisme que
decideixi A. Aquesta propietat vé expressada formalment en el teorema segiient.

TEOREMA 4.2 Siguin A 1 B dos llenguatges.
1. S1i A<, BiB € REC, aleshores A € REC.
2. Si A<y BiB € RE, aleshores A € RE.

DEMOSTRACIO

APARTAT 1. Sigui B € REC 1 sigui M una TM de parada segura que decideix B. Com que
A < B, aleshores existeix una TM N, també d’aturada segura, que computa la funcié de
reduccié f de A a B. Per construir la T™M que decideix A utilitzem la propietat que, per a
qualsevol x, ¥ € A siinoméssi f(x) € B. Considerem, doncs, la TM seglient:

M' :entrada x
simular N amb entrada z;
y = N(z);
simular M amb entrada y;
si M accepta y
llavors acceptar
altrament rebutjar

fi si.

Per construccié, la maquina M’ és d’aturada segura. Per a qualsevol entrada z, M’
reconeix x siinomés si f(x) € B, que és equivalent a © € A. Amb tot aixo tenim que M’
és una TM que decideix A 1, per tant, A € REC.
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APARTAT 2. Sigui B € RE. Aleshores existeix una TM M que reconeix B que pot no ser
d’aturada segura. Sigui N la TM que computa la funcié de reduccié f de A a B. Podem
construir una T™M M’ tal com ho hem fet a l'apartat 1. Ara M’ pot no aturar-se per a
entrades = tals que f(x) € B, és a dir, # ¢ A. Pero per a x tals que € A, M’ para i
accepta. Amb tot aixo tenim que M’ reconeix A i, per tant, A € RE.

O

El teorema anterior ens proporciona una eina fonamental per a la demostracié de re-
sultats negatius com la indecidibilitat i la no-enumerabilitat recursiva de llenguatges. El
teorema ens diu que si considerem dos llenguatges qualssevol A 1 B, aleshores:

1. St A<, B1 A¢REC, aleshores B ¢ REC.

2. St A<, BiA¢RE, aleshores B ¢ RE.

En la proposicio segiient veurem que un llenguatge decidible A sempre es pot reduir a
qualsevol llenguatge B diferent del @ 1 de Y*. Podem definir una funcié que amb entrada
x o0 bé retorna un element de B si € A, o bé un element que no pertanyi a B en cas
contrari. Com que A és decidible, podem utilitzar la T™M que el decideix per determinar si
un element x pertany a A o no.

PROPOSICIO 4.3 Siguin A i B dos llenguatges. Si A € RECi B # @& i B # Y*, aleshores
A<, B.

DEMOSTRACIO
Si A € REC, aleshores existeix una TM que decideix A. Sigui My, aquesta maquina. Com
que B # @1 B # Y* aleshores existeixen dos elements x¢ 1 z; tals que 29 € Bixy € B.
_Jxg sizeA
o) = { six ¢ A

€1

Definim ara la funcié

La funcié f és total i per a qualsevol x satisfa @ € A si i només si f(z) € B. Com
que M4 és una T™M de parada segura, podem construir una TM que anomenem M, que
simuli M4 sobre la mateixa entrada i que retorni xg o 1 depenent de si M4 accepta o no,
respectivament.

M :entrada z
simular M4 amb entrada x;
si M4 accepta «
llavors escriure zg
altrament escriure z;

fi si.

Es facil veure que M computa f. Amb tot aixo tenim que f és una funcié de reduccio

de A a B.
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a

Amb 'ajut d’aquesta propietat és facil demostrar que la reduccié no satisfa la propietat
simetrica ni ’antisimetrica.

ExErcicl 4.2 Demostreu que les relacié <, no és simetrica ni antisimetrica.

ExEercict 4.3 Demostreu que les relacié <, no és total. (La definicié de relacié total es pot
trobar a I'apendix ??.) [Indicacié. Podeu considerar els llenguatges K i K.]

4.3 Reduccions i indecidibilitat

En aquesta seccid veiem primer alguns exemples de reduccions no trivials que ens permeten
demostrar la indecidibilitat d’alguns llenguatges. Les transformacions en aquests casos no
consisteixen en petites manipulacions de les entrades, com era el cas de la reduccio de K
a HALT o a l'inrevés. Moltes vegades s’ha de transformar un numero de Godel @ en un
altre numero de Godel y, de manera que aquesta transformacié depen de propietats de la
computacié de M, sobre determinades entrades. En aquests casos, veiem que ens és molt
util I’aplicacié del teorema s-m-n, que enunciem 1 demostrem a la subseccié que segueix.

En segon lloc, introduim una tecnica derivada de les reduccions per demostrar que
determinats tipus de llenguatges son o no sén decidibles. Aquesta tecnica s’aplica a llen-
guatges d’un tipus particular, pero de gran utilitat, que s’anomenen conjunts d’indexs. Si
és aixi, podem aplicar el teorema de Rice, que proporciona la condici6 necessaria i suficient
que ha de satisfer un conjunt d’indexs recursiu.

4.3.1 Teorema s-m-n

Considerem TM que computen funcions de més d’una variable d’entrada. Si assignem un
valor constant a algun dels arguments d’entrada, és natural pensar que la funcié que en
resulta també és computable. En un programa escrit en un llenguatge de programacié
qualsevol només caldria substituir la referencia a la variable d’entrada pel valor constant
corresponent. Donats el programa i els valors dels arguments que es volen fixar, podem
obtenir de manera efectiva el programa que computa la mateixa funcié havent fixat aquests
valors. Tot seguit veiem com realitzar aquesta transformacio en el model de la TM.

Considerem primer aquelles funcions que es defineixen a partir d'una altra funcié a la
qual s’assignen uns valors constants a algunes variables d’entrada.

DEFINICIO  Sigui f una funcié de m + n variables d’entrada, amb m,n > 1. Per a cada
m-tuple (z1,... ,2,) € N, podem definir la funcié segiient amb n variables d’entrada:

f(<x17 <. 7$m+n>) s1 <$1, ... ,xm+n> € Domf

fxl,...,xm(xm_l_h . 7xm-|—n) — ) i
indefinida, altrament.
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EXEMPLE 4.2 Considerem la funcié suma d’enters definida per f({z,y)) = = 4+ y. Si substituim
x per una constant ¢, obtenim una funcié d’una sola variable, que podem anomenar f€i que es
defineix com f°(y) = ¢ + y. D’aquesta manera, considerant diferents constants ¢, obtenim una
familia de funcions {f}.cn.

La segona definicio fa referencia a TM que computen funcions amb més d'un argument
d’entrada. Considerem una T™M M qualsevol que té com a entrada un tuple de m + n
elements per m,n > 1. Igual que abans, podem fixar els valors dels primers m elements
d’entrada 1, en aquest cas, construir una TM per cada m-tuple.

DEFINICIO  Sigui M una TM que té com a entrada un tuple de m + n elements, amb

m,n > 1. Per a cada m-tuple (xy,...,2,) € N™ podem construir la TM seglient:
M#roTmoentrada (Tpq1y - - Tign)
simular M amb entrada (@1, ..., Zm, Tmtl, .- Tmtn);
escriure M ({(T1,...,Zm, Tmt1s- -+ Tmtn))-

EXEMPLE 4.3 Si M és una T™M que computa la funcié suma de dos enters, aleshores per a cada
valor ¢ podem construir una TM M€¢ que computa f°:

MF€ :entrada y
simular M amb entrada {c, y);
2= M({c,9));

escriure 2.

De les dues definicions anteriors es dedueix immediatament la proposicié segiient.

PRrROPOSICIO 4.4 Sigui f una funcié de m + n variables, amb m,n > 1. Si M és una T™M
que computa f, és a dir, si f = fr, aleshores tenim que, per a tot (xy,... ,x,) € N™,

L] gees O _
f e — szlymﬂfm

EXEMPLE 4.4 Seguim amb l'exemple de la suma d’enters. Observeu que la construccié de
cadascuna de les TM M€ consisteix en una transformacié de la T™M que computa la funcié suma,
i que depen de la constant c¢. Per cada valor de ¢ tenim una TM sintacticament diferent. No és
dificil veure que la funcié que obté el nimero de Godel de la maquina M€ a partir del valor ¢ és
una funcié computable. L’algorisme que la computa és el segiient (hem canviat el simbol ¢ pel
tradicional simbol z per referir-nos a la variable d’aquesta funcié):

entrada x

M?* := “entrada vy
simular M amb entrada (z,y);
2 = M((e, 5));
escriure z7;

t := godel (M*);

escriure t.
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Cal remarcar que 'algorisme no executa el programa escrit entre cometes sind que el construeix
a partir de la descripcié de la maquina M i de . Un cop especificada la TM M¥*, el calcul del
seu numero de Godel és efectiu, és a dir, la funcié godel és computable, com ja s’ha explicat a la
seccid 77.

Anomenem s aquesta funcié, és a dir, s(z) = godel(M?). Remarquem que s depén de M en
el sentit que a cada T™M M li correspon una funcié s especifica. Remarquem, finalment, que la
funcié s és computable i total.

Podem resumir la relacié entre les funcions que hem definit partint de ’exemple de la suma
d’enters, aixi:

ety = f{z,y) =fu((z,9)) = f*(v) = fure (Y) = Pgsdeia=) (Y) = Ps(a) (Y)

La possibilitat de transformar de manera efectiva una T™M qualsevol que computa una
funcié de més d’'una variable d’entrada en una altra TM que computa la mateixa funcié,
pero havent fixat el valor d’algunes de les seves variables, s’enuncia al teorema que es coneix
amb el nom de teorema s-m-n o teorema de la parametritzacio.

TEOREMA 4.5 (Teorema s-m-n) Sigui M una TM que computa una funcié f de m +n
variables d’entrada, amb m.,n > 1. Aleshores {f”“""’xm}(%m’xm)eNm és una familia de
funcions computables, 1 existeix una funcié computable 1 total s, propia de cada M, tal
que, per a tot m-tuple (xy,... ,2,) € N, es verifica

fxl seee s Tm — S«Qs(<$1 eee ,xm>)

o, formulat altrament,

Mxl geee s T — M,s((l’l yee

STm))*

DEMOSTRACIO Considerem la familia de T™ {M”“""’xm}(th’xm)eNm. Per la proposicié

anterior sabem que, per a tot (xy,...,&,) € N fo®n = fyo  n i, per tant, la
familia {f”“""’xm}(th’xm)eNm és una familia de funcions computables. Construim la T™M
seguent:
N :entrada (z1,..., %)
M&Pr®m = “entrada (Tpmq1, .-+ Tmtn)i
simular M amb entrada (@1, ..., Zm, Tmit1, .-+ Totn);
escriure M ({(z1,..., Zm, Tmtls- - Tmtn)) s

z = godel (M1 %m);

escriure 2.

Anomenem s la funcié computada per N. Per la construccié de N, tenim que s és una
funcié total i que, per a cada m-tuple (1, ..., 2,) € N7, s({x1,... ,2,)) ésigual al nimero
de Godel de la maquina M®%m. Per tant, s satisfa que, per a tot (xq1,... ,2,) € N,

fxl [RRRRTLz — Ps({a1,e xm))-
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Aquest resultat permet transformar una maquina M que computa una funcié de m+n
variables d’entrada en una altra maquina M* %" que computa la mateixa funcié quan
s’ha fixat el valor de m de les seves variables (m parametres). Aquesta transformacié és
efectiva, és a dir, existeix una funcié computable s que, donats els valors dels m parametres
T1,...,Tm,ens retorna la descripcié (nimero de Godel) de M*1*m. D’aqui ve el nom de
teorema s-m-n amb que es coneix.

EXEMPLE 4.5 En el model de T™M que hem introduit, es considera que un mot és acceptat per
una maquina M quan M amb entrada z assoleix D'estat final, que és de parada. Imaginem ara
que volem transformar cada maquina M en una maquina M’, de manera que si M para i accepta,
aleshores M’ para i retorna 1. Si M para i no accepta, aleshores M’ para i retorna un 0. I
finalment, si M no para, aleshores M’ tampoc. Aquesta transformacio es pot realitzar de manera
efectiva, és a dir, existeix una funcié computable i total s tal que, per a qualsevol descripcié =
d’una TM, s(z) ens retorna la descripcié d’una T™M equivalent a M, en tant que acceptadora de
llenguatges, pero amb la propietat que acabem de descriure. Per demostrar-ho construim primer
la TM M segiient:

M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada y;
si M, accepta y
llavors escriure 1
altrament escriure 0

fi si.

Per la seva construccié tenim que M amb entrada (z,y) simula M, amb entrada y i, en cas
que My (y) ], aleshores retorna 1 o 0 segons si M, accepta o rebutja, respectivament. Si fixem el
valor del primer element d’entrada, aleshores per cada z tenim una T™M M?¥* que es comporta com
esperem:

1 si M, accepta y
M*(y)=140 si M (y) ) 1 M, no accepta y
indefinida i My(y) 1.

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funcio s computable i total tal que M* = M,
i, per tant, s amb entrada x retorna la descripcié de la TM esperada. Observeu que, si M, és
un T™ de parada segura, aleshores M,y computa la funcié caracteristica del llenguatge acceptat
per M.

Ara ja estem en condicions de veure 'aplicabilitat del teorema s-m-n per construir
reduccions entre problemes en que es requereix la transformacio de descripcions de TM.

EXEMPLE 4.6 K <m {2 | ¢ ésla funcié identitat}.

En aquest cas, volem transformar una T™M, que s’atura quan llegeix com a entrada el seu propi
niumero de Goédel, en una maquina que computa la funcié identitat.

Considerem la maquina segiient:
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M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada z;
escriure y.

Per la construccié de M tenim que, si @ € K, aleshores, per a tot y, M ({z,y)) = y i, per tant,
M?(y) = y. En canvi, si @ ¢ K, aleshores, per a tot y, M ({x,y)) 11, per tant, M*(y)?.

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funcié computable i total s que amb entrada x
retorna el nimero de Godel de M*, formalment, My,) = M*. Per tant, si « € K tenim que,
per a tot y, My,)(y) = y i amb aixd s(z) € {2 | ¢, ésla funci6 identitat}. En canvi, si @ ¢ K,
aleshores, per a qualsevol y, M) (y) 1 i, per tant, s(z) € {z | ¢, és la funcié identitat}.

Per tant, s redueix K a {z | ¢, és la funci6 identitat}.

EXEMPLE 4.7 K <m {2 | ¢ ésla funcié identitat}.

En aquest cas, volem transformar una TM, que no s’atura quan llegeix com a entrada el seu
propi nimero de Godel, en una maquina que computa la funcié identitat.

Considerem la maquina segiient:

M :entrada (z,y)
¢ := configuracié-inicial (M, z);
ti=y;
mentre (t > 0) A (¢ no és terminal per a M,) fer
¢ := configuracié-seguient (M, ¢);
ti=t—-1
fi mentre;
si ¢ és terminal per a M,
llavors escriure (y + 1)
altrament escriure y

fi si.

Per la construccié de M tenim que, si # € K, aleshores, per a tot y, M ({z,y)) = y i, per tant,
per a tot y, M*(y) = y. En canvi, si « ¢ K, aleshores existeix y tal que T(M,, z) = y, de manera
que M({z,y)) =y + 11, per tant, M*(y) =y + 1.

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funcié computable i total s que amb entrada x
retorna el nimero de Godel de M™, és a dir, My,) = M™. Per tant, si « € K, aleshores, per a tot
Ys My(z)(y) = y i amb aixo s(z) € {2 | ¢, ésla funcié identitat}. Si z ¢ K, aleshores existeix y
tal que M,y (y) = y + 11, per tant, s(z) & {z | ¢, és la funcié identitat}.

Aleshores, s redueix K a {2 | ¢, és la funcié identitat}.

EXEMPLE 4.8 HALT < K.

En aquest cas, volem transformar una entrada del tipus {(z,y), en qué z és el nimero de
Godel d'una T™ i y una entrada, en t, un nimero de Godel d’una altra TM, de manera que
M, (y) l<= M,(t) ]. Per aix0, construim la maquina de Turing segiient:
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M :entrada (z,y, z)
simular M, amb entrada y;
escriure z.

Si considerem M™Y, aleshores, per a tot z, M*Y(z) <= M, (y)|. Pel teorema s-m-n, existeix
una funcié computable i total s que a cada parell {z,y) li associa el nimero de Gédel de M™Y.
Aleshores, si (v,y) € HALT tenim que, per a tot z, M®¥(z)) | i, per tant, My ) (2) . En
particular, Mz 9)(s({z,¥))) |, i amb aixo s((z,y)) € K. En canvi, si (z,y) ¢ HALT, aleshores,
per a tot z, M™Y(z) 1 i, per tant, My, (2) 1. En particular, My ) (s({z,y))) T i amb aixo
tenim que s({z,y)) € K.

De tot aixo es dedueix que s redueix HALT a K. Com que hem vist al principi d’aquest capitol
que K es redueix a HALT, podem concloure que els dos problemes sén recursivament equivalents.

4.3.2 Conjunts d’indexs. Teorema de Rice

Les reduccions a partir de llenguatges no recursius constitueixen una eina fonamental per
demostrar la no-recursivitat de llenguatges. Tot seguit veurem que, per a un determinat
tipus de llenguatges anomenats conjunts d’indexs, disposem d’una altra eina derivada de
les reduccions, pero que, per aplicar-la, no ens cal construir cap reduccié.

Els conjunts d’indexs sén subconjunts de N (o de ¥*) de la forma {x € N | P(¢,)}. La
propietat P, que determina la pertinenca d’un element x al conjunt, fa referencia a la funcié
computada per la maquina M,. Dit d’una altra manera, els elements sén descripcions
(sintactiques) de TM pero la seva pertinenca depen de propietats relatives a la funcié
computada per la TM donada (propietats que en podriem dir semantiques) i no del seu
index o numero de Godel. Per exemple, si considerem els dos conjunts segtients,

A = {2 € N| M, consta de 10 estats} i
B = {x € N| ¢, és computable per Mg},

és clar que la propietat que defineix quins elements pertanyen A depen directament de
I'estructura sintactica de M,. En canvi, la pertinenca a B depen de la funcié computada
per M,. Veurem que B és un conjunt d’indexs mentre que A no ho és.

Per tal de definir formalment els conjunts d’indexs, considerem primer la definicio
seguent:

DEFINICIO Donada una funcié f, definim la familia d’indexs de f, que es representa per
Ind(f), com el conjunt de naturals = tals que ¢, = f. Es a dir,

Ind(f) = {z | f = »a}.

Dit d'una altra manera, la familia d’indexs d’una funcié f esta formada per totes les
descripcions de les TM que computen la funcié f. Si considerem la funcié computada
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per una TM M., aleshores la seva familia d’indexs conté totes les descripcions de les T™M
equivalents en tant que computadores de funcions. Formalment, ¢, = ¢, <= y € Ind(¢,)

ExErcict 4.4 Per que la familia d’indexs d’una funcié o bé és infinita o bé és buida?

DEFINICIO  Sigui A C N. Diem que A és un conjunt d’indexs quan Vx € A Ind(p,) C A.

Si un conjunt d’'indexs A conté la descripciéo d'una TM, aleshores també conté totes
les descripcions de T™M equivalents. Podem caracteritzar aquesta propietat de la manera
seguent:

A és un conjunt d’indexs <= Va,y (t € A A ¢, =, = y € A)

Exercict 4.5 Demostreu que el complementari d’un conjunt d’indexs és també un conjunt
d’indexs.

EXEMPLE 4.9 A= {2 € N| M, té 10 estats} no és un conjunt d’indexs.

Sigui x € A i, per tant, M, té 10 estats. Es clar que podem afegir a M, tants estats com
vulguem sense canviar per aixo el resultat de la seva computacié. Per exemple, hi podem afegir
un nou estat que no és accessible des del seu estat inicial. Sigui M, aquesta nova maquina.
Aleshores, ¢, = ¢, 1, en canvi, y ¢ A.

ExEMPLE 4.10 B = {z € N| ¢, = @100} és un conjunt d’indexs.
Sigui * € B i, per tant, ¢, = ¢i00. Per a qualsevol y tal que ¢, = ¢, tenim també que
@y = P100- Aleshores, B és un conjunt d’indexs. Fixeu-vos que B = Ind(p100).

ExXEMPLE 4.11 C = {a € N| ¢, és la funci6 identitat} és un conjunt d’indexs.

Sigui # € C' i, per tant, ¢, és la funcié identitat. Per a qualsevol y tal que ¢, = ¢,
tenim també que ¢, és la funcié identitat. Aleshores, C' és un conjunt d’indexs. Fixeu-vos que
C =Ind(f), en que f(z) =z per a tot z.

ExXEMPLE 4.12 D = {z € N | ¢, és total} és un conjunt d’indexs. Sigui € D i, per tant, ¢,
és una funcio total. Per a qualsevol y tal que ¢, = ¢, tenim també que Domy, = Domy, i,
per tant, ¢, és una funcié total. Aleshores, D és un conjunt d’indexs. Fixeu-vos que D conté la
familia d’indexs de la funcié identitat, de la funcié f(z) = 1 per a tot x, d’entre moltes d’altres
families.

EXEMPLE 4.13 K no és un conjunt d’indexs.

Intuitivament es veu que la propietat que defineix el llenguatge no depen només de la funcié
que computa la maquina M, sind que també depen de la descripcié sintactica d’aquesta. Si podem
construir una TM que només pari amb entrada la seva propia descripcid, aleshores qualsevol
altra descripcié d’una TM equivalent no forma part de K. Formalment, si existeix zg tal que
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Dom(g,,) = {zo}, aleshores, per a qualsevol y # z¢ tal que ¢, = ¢, tenim que y ¢ K, i, per
tant, K no és un conjunt d’indexs. Per demostrar 'existencia de zg podriem utilitzar el teorema
de recursié (que queda fora de ’abast del nostre curs). El lector que hi estigui interessat pot
consultar [21, 35].

Ara ja estem en condicions d’enunciar 1 demostrar el teorema que ens proporciona la
condicié necessaria 1 suficient que caracteritza els conjunts d’indexs recursius.

TEOREMA 4.6 (Teorema de Rice) Sigui A un conjunt d’indexs. A és recursiu si i només

siA=0 o0 A=N.

DEMOSTRACIO Si A = & o A = N, aleshores és clar que A és recursiu.

Suposem que A # @1 A # N. Sigui ¢ € N el niimero de Godel d’una TM que no s’atura
per a cap entrada, és a dir, Dom(p.) = @.

Tot seguit fem un tractament per casos segons si ¢ pertany o no a A.

CAs 1: ce A,
En aquest cas, veiem que podem reduir K a A. Per a aixo, considerem un element b ¢ A
(recordem que A # N) i definim la TM segiient:

M :entrada (z,y)
simular M, amb entrada z;
simular My amb entrada y;
escriure My (y).

Per la construccié de M tenim que si @ € K aleshores, per a tot y, M*(y) <= My(y) ],
ien cas que My(y)| aleshores M*(y) = My(y). Si @ ¢ K aleshores, per a tot y, M*(y)T.

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funcié s computable 1 total tal que M* =
My(z). Amb aixo tenim que si x € K aleshores, ¢y, = 5. Si 2 € K, aleshores per a tot
Y, My (y) T 1, per tant, o) = @

Com que A és un conjunt d’indexs, ¢ € A1 b ¢ A, aleshores si * € K tenim que
s(x) ¢ A. Isia €K, llavors s(x) € A.

D’aquesta manera, obtenim que s redueix K a A i, per tant, A no és recursiu (ni
enumerable recursivament).

CAS 2: ¢ ¢ A.
En aquest cas, només cal observar que A compleix les condicions del cas 1: ¢ € A1 A # N.
Per tant, K es redueix a A, d’aquesta manera s’obté que A no és recursiu. O

De la reducci6 construida al primer cas de la demostracié anterior es dedueix el resultat
seguent:

COROLLARI 4.7 Sigui A un conjunt d’indexs no recursiu. Si existeix + € A tal que
Dom(p,) = @, aleshores A no és enumerable recursivament.
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EXEMPLE 4.14 B = {2 € N | ¢, = @100} és un conjunt d’indexs no recursiu. Per la definicié
de B tenim que 100 € B i, per tant, B # &. D’altra banda, si B = N llavors totes les funcions
computables coincidirien amb ¢1gg, 1 aix0 és clarament fals.

A continuacié, apliquem el teorema de Rice als conjunts d’indexs dels exemples anteri-
ors.

EXEMPLE 4.15 C = {2 | ¢, és la funcié identitat} és un conjunt d’indexs no recursiu.

Com que la funcié identitat és una funcié computable, existeix z tal que M, computa la funcié
identitat i satisfa z € C.

D’altra banda, si considerem la funcié successor, és a dir, f(z) = z + 1, que és computable,
tenim que qualsevol nimero de Gédel y d’'una T™M que la computi satisfa y ¢ C'.

Aleshores, com que C' és un conjunt d’indexs diferent de @ i de N, tenim que C' no és recursiu.

EXEMPLE 4.16 D = {2 | ¢, és total} és un conjunt d’indexs no recursiu.

Com que la funcié identitat és una funcié total computable, existeix z tal que M, computa
la funcié identitat i satisfa z € D.

D’altra banda, si considerem la funcié buida, que és computable, com hem vist a la seccié 77,
tenim que qualsevol nimero de Gédel y d’'una T™M que la computi satista y € D.

Aleshores, com que D és un conjunt d’indexs diferent de @ i de N, tenim que D no és recursiu.

Exgrcicr 4.6 Considerem ara el conjunt de T™M com a reconeixedores de llenguatges. Recordem
que a la seccié 77 hem representat per L, el llenguatge reconegut per M,. Donat un llenguatge
L, definim la familia d’indexs de L com

Ind(L)={2 | L =L,}.

Sigui A C N. Diem que A és un conjunt d’indexs de llenguatges quan, per tot « € A Ind(L,) C A.
Demostreu el teorema de Rice per a aquests conjunts d’indexs, és a dir, demostreu que un conjunt
A d’indexs de llenguatges és recursiu si i noméssi A =g o A=N.

4.4 Llenguatges e.r. complets

DEFINICIO Diem que una classe de llenguatges C és tancada respecte d'una reduccié <,
quan per a tot llenguatge A, si A < Bi B € C, aleshores A € C.

Observeu que amb aquesta definicié podem presentar el teorema 4.2 en la forma segiient:

TEOREMA 4.8 Les classes REC 1 RE son tancades respecte de <,,.

Si C és una classe de llenguatges tancada respecte d’una reduccié < (que és reflexiva
i transitiva), com que < preordena els elements de C, és natural pensar en l'existencia
d’elements maximals d’aquesta classe, els elements “més dificils” de C.
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DEFINICIO  Sigui C una familia de llenguatges i sigui < una reduccid.

Diem que un llenguatge L és C-dificil respecte de la reduccié < quan, per a tot L' € C,
es compleix que L' < L. Diem que un llenguatge L és C-complet respecte de la reduccid
< quan L és C-dificil respecte d’aquesta reduccio 1 L € C.

Utilitzem les abreviacions ‘RE-complet’ 1 ‘RE-dificil” per designar RE-complet 1 RE-dificil
respecte de <.

PROPOSICIO 4.9 Si un llenguatge L' és RE-dificil i L' <,, L, aleshores L és RE-dificil.

DEMOSTRACIO Si L' és RE-dificil, aleshores tot L” € RE satisfa L” <, L. Com que
L' <, L, aplicant la propietat transitiva de les reduccions tenim que tot llenguatge L” € RE
satisfa L” < L i, per tant, L és RE-dificil respecte de <. O
Notem que els llenguatges RE-complets son recursivament equivalents.
Els llenguatges complets per a una classe C representen el conjunt de llenguatges ma-
ximals de C segons la relacié de reduccié. En aquest sentit, qualsevol propietat relativa a
un llenguatge complet de C podem dir que “afecta” tots els llenguatges de C.

PROPOSICIO 4.10 Siguin C i C' dues classes de llenguatges i sigui C' tancada respecte
d’una reduccié <. Si L és C-dificil respecte de la reduccié i L € C', aleshores C C C'.

DEMOSTRACIO
Com que L és C-dificil, aleshores tot llenguatge L' € C satisfa L' < L. Si L € (', com
que C' és tancada respecte de < tenim que VL', L' € C = L' € C' i, per tant, C C (. O

Vist aquest resultat, podem dir que els problemes complets copsen la dificultat de la
classe. La classificacié de problemes complets per a determinades classes, és una tecnica
molt utilitzada per obtenir resultats negatius. Del fet que REC & RE deduim, utilizant la
proposicio anterior, el resultat segtient:

COROLLARI 4.11 Si L és un llenguatge RE-complet aleshores L ¢ REC.

Tot seguit demostrem que problemes ja ben coneguts pel lector sén RE-complets. El
nostre objectiu principal és aprendre a distingir els problemes decidibles dels indecidibles.

TEOREMA 4.12 K és RE-complet.

DEMOSTRACIO A l'exemple 3.8 hem demostrat que K € RE. Ara cal demostrar que K és
RE-dificil. Sigui L un llenguatge tal que L € RE. Sigui M la TM que reconeix L.

Volem transformar una entrada = de M en un niumero de Godel y d'una T™M, de manera
que M accepta @ <= M,(y)|. Amb aquest fi, construim la maquina de Turing segiient:

N :entrada (z, z)
simular M amb entrada z;
si M accepta «
llavors escriure z
altrament



4.5 Problemes &1

mentre cert fer
fi mentre

fi si.

Per la construccié de N tenim que si @ € L(M), aleshores per a tot z, N({(z,z2)) = z i,
per tant, N¥(z) = z. I'si @ ¢ L(M), és a dir, tant si M(x)] i M no accepta com si M(z)T,
es té que, per a tot z, N((x,2))7T i, per tant, N%(z)1.

Aplicant el teorema s-m-n sabem que existeix una funcié computable 1 total s tal que,
per a tot x, N¥ = M. Aleshores, si x € L(M) tenim que, per a tot z, My,)(2) ] 1 en
particular M,y(s(x))]. Per tant, s(z) € K. I'si 2 & L(M) aleshores per a tot z, Myy(2) 71
i en particular M, (s(z))T. Per tant s(x) € K.

Amb tot aixo, tenim que s és una funcié que redueix L a K. O

COROLLARI 4.13 Els problemes HALT 1 PERT sén RE-complets.

DEMOSTRACIO A la seccié 3.2 hem vist que HALT, PERT € RE. Com que K és RE-dificil i
acabem de veure a la seccié 4.1 que K <, HALT <, PERT, resulta que HALT 1 PERT també
son RE-dificils. O

4.5 Problemes

4.1 Classifiqueu com a recursius, enumerables recursivament o cap de les dues coses els proble-
mes segiients:

{z13y,2 ¢uly) =2}

{2 |3y waly) =y}

{z | pale) =2}

{213y Ma(y) L AMy(y) L A M(y) =My(y))}

{z | Dom(yp,) és recursiu}

{z | Dom(p,) no és recursiu}

{z | Im(ps) és recursiu}

{z | Im(¢4) no és recursiu}

© 00 =~ O Ot = W N

{z | Dom(p,) ése.r.}

—
]

. {z |2 <666 A Dom(p,) és recursiu}
.z |2 >666 A Dom(yp,) éser.}

_ =
[N

. {2 | existeix una extensié computable total de ¢, }

—
o

Az |Vy > 2 ¢, és constant}
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14. {2 |Jy > = ¢, és constant}
15. {2 | ps és injectiva}

16. {z | ¢z no és injectiva}

17. {2 | ¢ és exhaustiva}

18. {z | ¢z no és exhaustiva}

19. {z | ps és bijectiva}

20. {x | ¢, no és bijectiva}

21. {x | L(M,) és finit}

22. {z | L(M;) és infinit}

23. {2 |y Dom(y,;) C Dom(yp,)}
24. {x | Dom(¢,) C{2n|n > 0}}
25. {x | Dom(¢,) N{2" | n > 0} # T}
26. {(z,y) | Dom(g,) = Dom(iy)}
27. {{2,) | Dom(py) = {22 | = € Im(g,) 1}
28. {z | Dom(¢,) = N}

29. {z | Dom(¢,) = @}

30. {z | Dom(¢,) # @}

31. {z | Dom(¢,) és infinit}

32. {z | Im(g,) = N}

33. {z | Im(g,) = 2

34 {z | Im(g,) £ 2

35. {x | Im(g,) és infinit}

4.2 Considerem la funcié f definida per:

flo :{1 si dy <400 ¢, = ¢y

indefinida, altrament.

Demostreu les afirmacions segiients:
a) Domf no és finit.
b) Domf no és recursiu, perqué K <, Domf o K <, Domf.
4.3 Demostreu les afirmacions segiients:

a) A={z|VYy ¢z(y) € {0,1}} no és recursiu ni enumerable recursivament.

b) B=A{z |y ¢s(y) € {0,1} A (pz(y) =1= My(y)l)} no és recursiu ni enumerable
recursivament.

c) C={2 |y p.(y) €{0,1} A (pu(y) =1<= My(y)l)} és recursiu.
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4.4 Demostreu les propietats segiients:
a) K no es pot reduir a K.
b) K<mKXK i K<n K XK.

¢) KX K 1o és e.r. i el seu complementari tampoc no ho és.






5 Alguns problemes indecidibles

En aquest capitol estudiem la indecidibilitat d’alguns problemes classics de la teoria de
la calculabilitat. Si ens atenim a l'ordre cronologic, el primer que va apareixer va ser el
problema dels mots, formulat per Axel Thue 'any 1914 i resolt per Emile Post el 1947.
També veiem el problema de la correspondéncia formulat pel mateix E. Post el 1946.
Molt relacionat amb el primer tenim el problema de la pertinenca en gramatiques de
tipus 0, estudiat per Noam Chomsky el 1959. Finalment, els problemes sobre gramatiques
incontextuals es formulen el 1961.

Comencem amb el problema dels mots de Thue i, a continuacio, demostem ’equivalencia
entre aquest problema i el de la pertinenca en gramatiques de tipus 0, que és immediata. El
problema de la correspondencia de Post ens servira d’eina per demostrar la indecidibilitat
d’alguns problemes associats a gramatiques incontextuals.

5.1 EIl problema dels mots de Thue

Vint anys abans que Kurt Godel establis els seus primers resultats sobre problemes in-
decidibles, el matematic noruec Axel Thue intula la indecidibilitat d’alguns problemes de
formulacié molt senzilla, com ara el que presentem a continuacio.

En el context d’aquesta seccid, entenem per regla de reescriptura un parell ordenat
(u,v) de mots sobre algun alfabet ¥ de referencia. Diem que passem d’un mot w; a un
altre wy, tots dos de L, per aplicacio d’aquesta regla quan existeixin un prefix a 1 un sufix
( comuns a w; 1 wy tals que wy = auf 1 wy = av. Ho representem de la forma w; — w,.

Mots (WP)

Donats una llista finita R de regles de reescriptura (un conjunt finit de parells
de mots (u;,v;)) i dos mots u i v, determinar si és possible passar de u a v
utilitzant les regles de reescriptura (un seguit de substitucions d’algun submot
u; pel seu corresponent v;).

ExeEMPLE 5.1 Considerem dues entrades del problema dels mots formades per un mateix conjunt
de regles; en el primer cas, no hi ha possibilitat de passar del mot inicial al mot final; en el segon
cas, la possibilitat existeix.
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regles | a = aa bb—b aaaaaa — bbbb
mots inici b final a

solucio | no n’hi ha

regles | a = aa bb—b aaaaaa — bbbb
mots inici aba  final ba
solucio | aba — aaba — aaaba — aaaaba — aaaaaba — aaaaaaba

— bbbbba — bbbba — bbba — bba — ba

Per tal de demostrar la indecidibilitat del problema dels mots, fem una reducci6 a partir
del problema de la pertinenca en maquines de Turing. Recordem que PERT = {(M, z) |

x € L(M)}.
TEOREMA 5.1 PERT <,,, WP

DEMOSTRACIO Sigui (M, z) una entrada de PERT en que v € ¥* 1 M = (Q, X, I, 6, qo, qr ).
Sabem que x € L(M) sii B gor F= a3, per a alguns o, 3 € I'*, és a dir, hi ha una
computacié valida que comenca a ’estat inicial i que acaba a l'estat acceptador.

A partir de M i x, construim una entrada de WP sobre l'alfabet format per la reunio
de I', 1 un simbol # que no pertany a I

Regles de reescriptura:

per a tot ¢,p € @), tals que g # ¢y 1 per a tot a,b,c € I'

(qa,bp)  sid(q,a) = (p,b,d)
(cqa,pcb) sid(g,a) = (p,b,e)
(q#,bp#)  si d(q,b) = (p,b,d)
(cq#, pcb#) si 6(q,b) = (p,b,e)

per a tot a € I

(aqu QF)
(qFav QF)

Mot inicial: u =p gor#t Mot final: v = ¢p#

Els mots que anem obtenint a cada aplicacio d’'una de les regles de reescriptura descriuen
configuracions de la TM M, comencant per la configuracio inicial. Aixo és exactament aixi
fins que eventualment s’arriba a una configuracié que inclou l'estat acceptador. A partir
d’aquell moment, el procés de reescriptura permet, mitjancant les dues ultimes regles,
eshorrar tots els simbols que acompanyen gg. Es clar que, en aquestes condicions, si
hi ha una sequencia de passos que permet a M passar de la configuracié inicial a una
d’acceptadora, llavors és possible obtenir el mot final a partir de 'inicial mitjancant les
regles de reescriptura definides. Reciprocament, si el procés de reescriptura permet arribar
al mot gp#, forcosament s’ha d’haver passat per un mot que descriu una configuracié que
conté ¢y 1 que correspon, doncs, a un procés acceptador de M. O

ExXEMPLE 5.2 Considerem la T™M descrita a la figura 5.1 i ens proposem construir U'entrada del
WP associat.
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Fig. 5.1: Graf de transicions d’una T™

Per a cada mot z € ¥*, I'entrada del wp que correspon a 'entrada (M, z) de PERT, obtinguda
a partir de la construccid del teorema anterior, és la segiient:

700 — Oqo Pl — 1q @l —1q
0g1b — q20b | 1g1b — q21b | bgrb — ¢2bb | P g1 — g2 B D
Oq1# — @0# | 11 # — @1# | b1 # — @b# | P # > ¢ »#
02 = q2 g2 — 2 bgy — 2 > g2 — ¢
20— ¢ 2l = ¢ Bb— ¢ QP»—
‘ ‘uzbqox# ‘v:qz# ‘ ‘

En el cas del mot 011, els processos de calcul i reescriptura son els que es descriuen a conti-
nuacio:

Calcul » 011l —=»0gpll —p»0lg 1= »0llg —» 0lgs1
Reescriptura | B qo011# —p» 0gpl1# —» 01lg 1# —p 011g # —» 01lg 14 —
O l# =P g l#t — golit — ot

5.2 Gramatiques de tipus 0

Una gramatica de tipus 0 és una estructura de la forma G = (V, X, P, S), en que V és
un alfabet els simbols del qual s’anomenen variables; X és un altre alfabet els simbols del
qual s’anomenen terminals; S € V és una variable, anomenada inicial; 1 P és un subconjunt
finit de parells de (V U ¥)* x (V U X)*, anomenats produccions i que representem en la
forma o — 3, amb o, 8 € (VU X)*L

Diem que entre dos mots u,v € (V U X)* hi ha una derivacié directa quan podem
expressar u 1 v en la forma u = yad i v = /39, de manera que o — [3 sigui una produccié
de la gramatica. Analogament amb el cas de les gramatiques incontextuals, representem
per u = v la derivaci6 directa entre u 1 v. També analogament amb aquell cas, diem que v

'De vegades, es defineixen les produccions de les gramatiques de tipus 0 amb la condicié addicional que
el primer component contingui almenys una varible, és a dir, que o € (V U X)" — X", Es facil demostrar
que les dues definicions sén equivalents, en el sentit que qualsevol llenguatge generat per una gramatica
d’una de les dues formes pot ser-ho també per una de les de ’altra forma.
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deriva de u, i ho representem per u = v, quan és possible passar de u a v per una seqiiencia
finita (eventualment buida) de derivacions directes.

Diem que un mot w € X* és generat per G quan existeix alguna derivacié de la forma
S = w. El conjunt de mots generats per una gramatica G 'anomenem llenguatge generat
per G i el representem per L(G). Un llenguatge s’anomena de tipus 0 quan existeix una
gramatica de tipus 0 que el genera.

Anomenem problema de la pertinenca en gramatiques de tipus 0 el segiient:

Pertinenca en gramatiques de tipus 0 (GO-PERT)
Donat un parell (G,w), format per una gramatica G de tipus 0 i un mot w,
determinar si w € L(G), és a dir, si w és generat per G.

Es clar que es tracta d’un cas particular del problema dels mots estudiat anteriorment. En
efecte, només cal considerar les produccions de la gramatica com a regles de reescriptura (en
un alfabet que inclogui variables i terminals) i prendre com a parell de mots inicial i final el
parell (S, w). Pero, amb vista a demostrar la indecidibilitat del problema de la pertinenga
en gramatiques, el que necessitem és la reduccié reciproca. Vegem-la a continuacié.

TEOREMA 5.2 El problema de la pertinenca en gramatiques de tipus 0 és indecidible.

DEMOSTRACIO Es tracta de partir d’una entrada del problema dels mots i construir a
partir d’ella una entrada del de la pertinenga en gramatiques. Sigui (R, u,v) Uentrada del
problema dels mots, en que R representa un conjunt finit de regles de reescriptura sobre
un cert alfabet Y. i en que u 1 v de X* s6n els mots inicial i final. Sigui S un simbol que no
pertany a X' i considerem la gramatica G = ({S}, ¥, P, S), on el conjunt P de produccions
conté totes les regles de R 1, a més, la producci6 addicional S — u. En aquestes condicions,
considerem el problema de pertinenca v € L(G). Es immediat constatar que aquesta relacié
és certa si 1 només si podem obtenir v a partir de u per aplicacio de les regles de R. O

De fet, aquest resultat s’hauria pogut obtenir com a consequencia immediata de la
caracteritzacio seguent: els llenguatges de tipus 0 son exactament els llenguatges enume-
rables recursivament. Es a dir, un llenguatge pot ser generat per una gramatica de tipus
0 si 1 solament si hi ha alguna T™M que el reconeix. Aquest fet, la demostracio del qual no
és molt dificil, el deixem com a exercici.

Exgrcict 5.1 Demostreu que els llenguatges de tipus 0 sén exactament els llenguatges enume-
rables recursivament.

[Esbds de demostracié. En un dels sentits, el de construir una T™ a partir d’una gramatica de
tipus 0, es tracta de definir una NTM amb dues cintes, que conserva el mot d’entrada en una de les
cintes 1 que al comencament escriu el simbol inicial .S a la segona cinta. La maquina pot efectuar
indeterministament substitucions d’un submot a la segona cinta d’acord amb les produccions de
la gramatica. Si es produeix una coincidencia entre les dues cintes, la maquina accepta. La
construccié reciproca d’una gramatica que correspongui a una TM donada segueix les mateixes
idees donades a la seccié precedent, que consisteixen a associar una produccié a cada transicié
de la T™M. Convé que les variables de la gramatica constin de dos components. Inicialment és
possible generar qualsevol mot de la forma gqo[ay, ai][as, as]...[a,, a,]. A continuacid, sobre el
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segon component es va reproduint el procés de transicions fins a arribar, eventualment, a 'estat
acceptador. En aquest punt es procedeix a esborrar tot el que no sigui el mot guardat als primers
components. |

5.3 El problema de la correspondencia de Post

Aquest problema és especialment interessant per dues raons. Primer, perque constitu-
eix un exemple de problema indecidible d’extrema sezillesa. No es requereix cap preparacio
matematica per abordar-lo 1 pot ser utilitzat per illustrar el significat del que son els pro-
blemes indecidibles a qualsevol persona no experta en logica. En segon lloc, perque permet,
per via de reduccions, demostrar facilment la indecidibilitat de molts altres problemes.

Correspondencia de Post (PCP)

Donades dues llistes d’igual longitud A = (21,... ,2,) 1 B = (y1,... ,yn), de
mots sobre un cert alfabet Y, determinar si hi ha una sequiencia finita no buida
d’enters compresos entre 1 i n, (iy,...,4,), amb r > 1 tal que ;- -2, =
Yiy = Yip-

Donem a continuacié un parell d’exemples d’entrades del PCP, la primera admet solucio
1 la segona no.

ExeMpPLE 5.3 Considerem 'entrada segiient d’un pPCP:

A B
1] 01 |o011
2| 10 | 010
31 001 | 01
41011 | 10

Es tracta d’una entrada que té solucié. En efecte, la seqiiencia d’eleccions (1,2,2,1,3,4,3) déna
en ambdues llistes el mot 011010010011011001.

EXEMPLE 5.4 Considerem ara aquesta altra entrada:

A B
1| 101 | 0100
2| 100 10
310110 | 01
411010 | 10

Aquesta entrada no té cap solucid. En efecte, els components de la llista A dels parells 1, 31 4
tenen un 1 de més que els components respectius de la llista B. Com que el parell 2 no compensa
aquest efecte, no poden ser utilitzats. I és clar que amb el parell 2, tot sol, no fem res.
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Observem que la concatenacié de solucions és solucid. Per tant, si una entrada té
solucio, en té infinites. El primer dels dos exemples precedents posa de manifest que
el PCP és un problema que pertany a la classe RE, ja que el procés de verificacié d’una
solucio és computable. En altres paraules, podem dissenyar una NTM que reconeix el
conjunt d’entrades del PCP que tenen solucié. Es tracta de considerar una maquina amb
tres cintes, una que conté les dues llistes que conformen l'entrada donada i dues cintes
més de treball. De manera indeterminista, la maquina efectua una sequencia d’eleccions
adequada. Utilitzem les dues cintes de treball per anar escrivint en cada una d’elles el mot
que correspon a cada una de les llistes definides a ’entrada donada. Finalment, comprovem
que les dues cintes contenen el mateix mot.

En canvi, per al segon exemple hem utilitzat una demostracié ad hoc. Es clar que altres
exemples requeriran demostracions de tipus diferent. Aixo és caracteristic dels problemes
indecidibles. Demostrem a continuacié que el PCP ho és.

La demostracié es basa en una reduccié a partir del problema dels mots de Thue. Pero,
en comptes de fer directament la reduccié WP <, PCP, fem la demostracié en dos passos,
introduint previament un problema auxiliar, que ens simplificara les coses.

Correspondeéncia de Post modificada (MPCP)

Donades dues llistes d’igual longitud A = (x1,...,2,) 1 B = (y1,... ,yn) de
mots sobre un cert alfabet X', determinar si hi ha una seqiiencia finita d’enters
compresos entre 1 i n, (iy,...,1,), eventualment buida, tal que 2, ---2;, =

Yl - Yi, -

Observem que 'inica diferencia amb el problema de Post original és el requeriment que
la seqiiencia ha de comengar per un parell determinat (el primer de la llista).

Prorosicid 5.3 wWp <,,, MPCP

DEMOSTRACIO Sigui (R, u,v) una entrada del problema dels mots, en qué el conjunt de
regles de reescriptura és de la forma R = {(u1,v1),..., (U, v,)} sobre un cert alfabet ¥,
1en que u i v de XY* sén els mots inicial i final. Sigui # un simbol que no pertany a Y.
Construim, com a entrada del MPCP, el parell (A, B) de llistes segiient.

A B
# #u#t
U; v; | per a tot (u;,v;) € R
a a | peratotaecl

# #
#o#t #

L’ordre és irrellevant excepte per al parell de mots en la primera posicié. La idea conductora
d’aquesta construccid és formar un mot de la forma #a #xo# . .. #x,,#, en que cada submot
x;41 s’obtingui del seu predecessor z; per aplicacié d’alguna regla de reescriptura. A meés,
tindrem #; = u 1 x,, = v. Durant tot el procés de construccié, tret de 1iltim pas,
I’elaboracié d’aquest mot a partir de la llista B va un pas avancat respecte del de la llista
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A. Els parells de la forma (a, a), per a tot a de X, serveixen per completar els submots x;
un cop feta la reescriptura. Quan el mot construit amb la llista B arriba eventualment a
la forma ... #v, s'utilitza I"iltim parell per completar el mot sencer.

Les idees expressades al paragraf precedent demostren que si ’entrada del WP té solucid,
també la té la del MPCP. Reciprocament, si les llistes (A, B) considerades admeten alguna
solucio, com que aquesta forcosament ha de comencar pel primer parell, s’introdueix en
la construccié que es fa amb mots de B un simbol # de més respecte de la que es fa amb
mots de A. Aixi doncs, for¢osament cal introduir en algun moment el parell (#v#, #), que
és 1inic que permet reequilibrar el nombre d’aquests simbols. Pero aixo implica que és
possible obtenir v a partir de u en el WP donat. O

ProrosIci® 5.4 MPCP <,, PCP

DEMOSTRACIO Sigui (A, B) una entrada del MPCP, en que A = (21,...,2,) 1 B =
(y1,--. ,yn) son llistes de mots sobre un alfabet Y. Suposem que aquests mots sén de
la forma x; = a1 -+ aig; 1 yi = by - by, per a tot 1 tal que 1 <7 < n. Siguin $ 1 # dos
simbols que no pertanyen a Y. Com a entrada del PCP construim un nou parell de llistes
(C,D) en que C = (vg,... ,p41) 1 D = (wo,...,wpy1). Les noves llistes son:

C D
Vg = #Clll# ce #alkl# Wo = #bll# ce #blrl
peral<i<n|v=an# - #ag# w; = #b#- - - #b;,,
$ #$

Es clar que si @124, ... 2, = Y1¥i, - - Yi, s una solucié de (A, B), tenim que
Vs, ... 0, $ = wowy, .. w; #S,

ja que la segona sequencia s’obté de la primera intercalant el simbol # entre cada dos
simbols de X, afegint-hi # al comencament 1 #$ al final. T aixo constitueix una solucié de

(C, D).

Reciprocament, tota solucié minimal de (C, D) ha de ser de la forma
Vs, ... 0, $ = wowy, .. w; #S,

perque només la linia d’index 0 conté dos mots que comencen amb el mateix simbol i només
I"iltima linia conté dos mots que acaben amb el mateix simbol. Aleshores, és immediat
veure que (A, B) admet la solucid xy2;, ... 2, = 1Y, - - - Yi, - O

Com a conseqiiencia de les dues proposicions anteriors podem enunciar el teorema
seguent.

TEOREMA 5.5 El problema de la correspondéncia de Post és indecidible.
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5.4 Problemes sobre gramatiques incontextuals

Considerem les families de llenguatges més importants que s’estudien en teoria de llen-
guatges: finits, regulars, incontextuals ienumerables recursivament.  De les primeres se’n
déna una descripcié a Uapendix ??7. Per a cada una d’elles, els llenguatges que la integren
poden ser descrits mitjancant descriptors finits especifics de la familia considerada: llistes
de mots per als llenguatges finits; automats finits, gramatiques regulars o expressions
regulars per als llenguatges regulars; gramatiques incontextuals o automats amb pila per
als llenguatges incontextuals; maquines de Turing per als enumerables recursivament. En
aquesta progressio, cada familia de llenguatges conté ’anterior. A mesura que creix ’am-
plitud de la familia, augmenta el nombre de problemes que son indecidibles per a la familia
considerada. En el cas dels llenguatges regulars, els més senzills que s’estudien en teoria de
llenguatges formals, la majoria dels problemes interessantsson decidibles. A 'altre extrem,
el dels llenguatges RE, hem vist, en estudiar el teorema de Rice, que qualsevol propietat
semantica que no sigui trivial és indecidible.

En el cas dels llenguatges incontextuals (als quals ens referirem sovint com a CFL,
igual que farem servir els noms CFG 1 PDA per referir-nos als seus descriptors, gramatiques o
automats, respectivament), coneixem algorismes que permeten resoldre’n alguns problemes
basics. Recordem-los a continuacio.

Buidor en incontextuals (CFG-EMPTINESS)
Donada una CFG, determinar si genera el conjunt buit.

Es tracta de saber si un CFL considerat conté o no algun mot, cosa que equival a dir,
donada una CFG que generi el llenguatge, si el simbol inicial de la gramatica és fecund o
no. Els textos que tracten de models basics de computacié (per exemple [9]) solen incloure
algun algorisme per resoldre aquest problema que apareix en els processos de normalitzacid
de gramatiques.

Finitud en incontextuals (CFG-FINITENESS)
Donada una CFG, determinar si genera un conjunt finit.

Es tracta de saber si un CFL considerat és finit o infinit, cosa que equival a decidir
si un graf determinat esta o no exempt de cicles. Es parteix d'una gramatica depurada
que generi el llenguatge (tota gramatica pot ser depurada efectivament, és a dir, es dis-
posa d’algorismes per eliminar les produccions nulles, les produccions unaries 1 els simbols
initils) i associar a aquesta gramatica un graf dirigit que té per vertexs les variables de la
gramatica 1 que té un arc entre dos vertexs si hi ha algua produccié en que apareguin, a
costat 1 costat, les variables associades a aquests dos vertexs.

Pertinenca en incontextuals (CFG-PERT)
Donats una CFG 1 un mot, determinar si el mot és generat per la gramatica.

Es facil construir algorismes elementals (pero de cost exponencial) que parteixen d’una
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gramatica depurada 1 consideren totes les possibles derivacions que no ultrapassen la lon-
gitud del mot. Pero també hi ha algorismes més eficients que resolen aquest problema
(lalgorisme anomenat CYK té complexitat O(n?); pot trobar-se a [20]).

Tanmateix, hi ha una colla de propietats que son indecidibles en la familia dels CFL.
Dediquem aquesta seccio a presentar-ne algunes i a demostrar la seva indecidibilitat. Estu-
diem, en primer lloc, un grup de propietats que, tot i ser indecidibles en el cas general dels
CFL, si que son decidibles si ens restringim a la subfamilia dels llenguatges incontextuals
que son deterministes (per als quals usem com a descriptors els seus reconeixedors, els
automats amb pila deterministes o DPDA). Ens referim a aquests llenguatges com a DCFL.

5.4.1 Problemes decidibles en DCFL

Comencem presentant quatre problemes que tenen la particularitat de ser recursivament
equivalents, és a dir, poden ser reduits I'un a 'altre sigui quin sigui el parell considerat.
Veurem, més endavant, que tots ells son decidibles sobre DCFL 1 indecidibles sobre CFL en
general. Es a dir, sén decidibles si els descriptors que utilitzem per definir els CFL sén DPDA,
pero son indecidibles si utilitzem CFG o PDA generals. Donem a continuacié la definicié
d’aquests problemes suposant, per tal de concretar-ne 'entrada, que la descripcié dels
CFL es fa mitjancant CFG 1 que la definicié dels llenguatges regulars es fa mitjancant DFA
(automats finits deterministes). Es clar, tanmateix, que podem considerar indistintament
una CFG o un PDA per tal de descriure un CFL, perque disposem de metodes per construir
qualsevol d’aquests dos descriptors a partir de 'altre.

Igualtat amb ¥* (EQTOT)
Donada una CFG que genera un llenguatge incontextual L 1 un alfabet X,
determinar si L = X*.

Igualtat amb regular (EQREG)
Donada una CFG que genera un llenguatge incontextual L 1 un DFA que reconeix
un llenguatge regular R, determinar si L = R.

Inclusié d’un regular (INREG)
Donada una CFG que genera un llenguatge incontextual L 1 un DFA que reconeix
un llenguatge regular R, determinar si R C L.

Inclusié de ¥* (INTOT)
Donada una CFG que genera un llenguatge incontextual L 1 un alfabet X,
determinar si X C L.

ProrosICIO 5.6 Els quatre problemes EQTOT, EQREG, INREG 1 INTOT sén recursivament
equivalents.
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DEMOSTRACIO Fem successivament la reduccié de cada problema al segiient i de 1iltim
al primer.

a) EQTOT <, EQREG.
Sigui (G, X)) lentrada d’EQTOT. N’hi ha prou de construir un DFA M que reconegui
X* 1 prendre com a entrada d’EQREG el parell (G, M).

b) EQREG <y, INREG.

Sigui (G, M) l'entrada I’EQREG, en que G és una CFG i M és un DFA. Sigui L = L(G)
i R =L(M). Tenim un algorisme per saber si L C R. En efecte, es tracta de trobar el
complementari de R (per via d’automats finits deterministes), fer la interseccié de R amb
L (per via d’automat finit i automat amb pila) i determinar si aquesta intersecci6 és buida
(per via de gramatica que genera L N R). Es clar que L C R <= LNR =@. Podem
construir ara l'entrada (G', M) d'INREG que correspon a (G, M) de la manera seglient:
si L C R, llavors fem G’ := G 1 M’ := M; altrament fem G’ i M’ tals que L(G') = @ i
L(M') = {a}*. Tenim en qualsevol cas que L = R < L(M') C L(G").

¢) INREG <, INTOT.

Sigui (G, M) lentrada d’INREG. Sigui L = L(G) i R = L(M). Podem construir
Pentrada (G’, ¥) I’INTOT que correspon a (G, M) de la manera segiient: siguin ¥y, i ¥p
els alfabets sobre els quals estan definits L i R, respectivament (aquests alfabets formen
part dels descriptors respectius). Construim G tal que L(G') = LUR ifem ¥ := ¥; U Xp.
Aquestes construccions son efectives, com és immediat de verificar. I és clar que R C L <—

o C L(GY).

d) INTOT <, EQTOT.

Sigui (G, ¥) 'entrada d'INTOT. Prenem com a entrada d’EQTOT el parell (G', Y), en
que G’ és tal que L(G') = L(G)N E*. Podem fer la construcié de G’ tant indirectament, per
via de PDA, com directament, per via de CFG. Es obvi que X* C L(G) <= L(G") = ¥*.0

TEOREMA 5.7 Els quatre problemes EQTOT, EQREG, INREG 1 INTOT sén decidibles per a
DCFL.

DEMOSTRACIO N’hi ha prou de demostrar que qualsevol dels quatre problemes és decidible.
Elegim INTOT. Sigui (M, Y) una entrada d’'INTOT, en la qual M és un DPDA que reconeix
un cert llenguatge L. Sigui Yp, l'alfabet sobre el qual esta definit L 1 que és un component
estructural del DPDA. Es clar que V* C L <= Y*"— L = &. Pero cal anar amb compte de
calcular ¥* — L correctament. Hem de fer la interseccio de X* amb el complementari de
L respecte de (¥ U X'p)*. Aixi doncs, es tracta de modificar primer el DPDA ampliant-ne
I’alfabet 1, a continuacid, aplicar la construccié de 'automat complementari definida en
el model dels DPDA. Finalment, cal fer la interseccié amb Y*. Una manera de saber si
I’automat que en resulta reconeix el llenguatge buit és construir una gramatica equivalent
1 aplicar-hi 1’algorisme de la buidor. O

Hi ha d’altres problemes que també sén decidibles per a DCFL 1 indecidibles en el cas
general de CFL. N’és un el problema de la regularitat: donat un PDA, saber si el llenguatge
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que reconeix és regular. Un altre és el problema de la igualtat: donats dos PDA, saber si son
equivalents, és a dir, si defineixen un mateix llenguatge. La demostracio de la decidibilitat
del primer en el cas de DCFL és deguda a Stearns [38], mentre que la del segon és deguda
a Sénizergues [37]. Es tracta, en els dos casos, de demostracions forca complicades que
queden fora de ’abast d’aquest text.

5.4.2 Problemes indecidibles en CFL

En aquesta subseccié utilitzem el problema de la correspondencia de Post per demos-
trar la indecidibilitat d’alguns problemes sobre gramatiques 1 llenguatges incontextuals.
Basicament ens centrarem en els problemes segiients i1 en algunes variants dels mateixos.

Ambiguitat de gramatiques (CFG-AMBIGUITY)
Donada una CFG, determinar si és ambigua.

Equivaléncia entre CFG (CFG-EQUIV)
Donades dues CFG, determinar si generen el mateix llenguatge.

Inclusié entre DCFL (DCFL-INCLUSION)
Donats dos automats amb pila deterministes, determinar si el llenguatge reco-
negut per un d’ells esta inclos en el reconegut per laltre.

Inclusié entre CFL (CFL-INCLUSION)
Donades dues CFG, determinar si el llenguatge generat per una d’elles esta
inclos en el generat per l'altra.

Comencem associant a cada entrada del PCP una terna de gramatiques que ens serviran
de base per efectuar les reduccions adequades als problemes considerats.

Considerem dues llistes d’igual longitud, A = (x1,...,2,) 1 B = (Y1,... ,Yn), de
mots sobre un cert alfabet Yy. Considerem un alfabet Y, format per n simbols auxili-
ars {ay,...a,}, cap dels quals no pertany a Xy. Fem ¥ = ¥y U ¥,,. Associem a cada una
d’aquestes llistes A 1 B les gramatiques G4 1 Gp definides de la manera segient:

o Ga=({Xa}, X, Ps,Xy)
e Gp={Xs}, Y, Pp,X5)

on P4 1 Pg contenen, respectivament i1 per a tot ¢, 1 <1 < n, les produccions seguients:
o Pa: Xy — ;X ya; | va;

o Pg: Xp — y,'XBCli | Yia;
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Considerem, a més, la gramatica segtient, que correspon a la reunié dels llenguatges gene-
rats per G4 1 Gg:

Gap = ({5 X4, X}, X, P,95)
on P esta format per totes les produccions de P4 1 Pg i, a més, les dues produccions
S — Xy | Xg.

Representem per L4 1 Lp els llenguatges generats per G4 1 G, respectivament. Obser-
vem que tant L4 com Lp sén llenguatges deterministes (no aixi L4 U Lp, generat per G4 5,
que no té per que ser-ho). Aquest fet sera utilitzat més endavant per posar de manifest
que alguns dels problemes estudiats sén indecidibles també per a DCFL.

Amb les notacions que acabem d’introduir, podem establir la proposici6 segiient:

PROPOSICIO 5.8 Els enunciats segiients sén equivalents:
1. El parell de llistes (A, B) admet solucié com a entrada del PCP.
2. LyNLp #@.
3. La gramatica G4 p és ambigua.

DEMOSTRACIO Fem un procés de demostracié circular.

a) 1l = 2.
Suposem que (A, B) admet, com a solucid, la seqliencia (i1,...,7,). Aixo vol dir que
Ty X, = Yiy v Y. Ara bé, el mot x;, - @y,a,, - - a;, és generat per G4, mentre que el

mot vy, -+ Yi @, -+ a;, ho és per Gg. Les té a; -+~ x; a;, - aiy = Yiy -+ Yi, @i, -+ Qi -

b) 2 = 3.

Siguiw € LyNLg. Tenim X4 = wiXpg = w, la primera derivaci6 en G4 1 la segona en
Gp. Pero aleshores tenim en G4 g dues derivacions diferents de w, que sén S = X4 = w
15=Xp :*> w.
¢)3=1

Com que les gramatiques G4 1 G sén inambigiies, 'inica possibilitat que algun mot w
tingui dues derivacions diferents en G4 p és que aquestes dues derivacions tinguin la forma
S=X,=>wil = Xg=w Aixd comporta que w és de la forma

W= @y X, Wy = Yy Y,
i d’aqui resulta que r = s i que (i1,...,%) = (J1,-..,Js), COsa que constitueix una solucié
del parell de llistes (A, B) del pcp. O

La proposicié anterior ens posa en condicions de fer les primeres demostracions de
problemes indecidibles sobre CFL.

TEOREMA 5.9 EI problema Ambiguitat de gramatiques és indecidible.
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DEMOSTRACIO La construccié de la gramatica G4 p a partir del parell de llistes (A4, B),
acompanyada de I’equivalencia entre els enunciats 11 3 de la proposicié anterior, constitueix
una reducci6 del PCP al problema CFG-AMBIGUITY. O

TEOREMA 5.10 Els quatre problemes EQTOT, EQREG, INREG 1 INTOT enunciats a la sub-
secci6 precedent sén indecidibles per a CFL generals.

DEMOSTRACIO Com que els llenguatges Ly i Ly sén DCFL, els seus complementaris L 4 i
Lp també ho sén. Considerem L = L4 U Lg. Es tracta d'un CFL ja que és reunié de dos
CFL, tot 1 que no té per que ser determinista com ells. Remarquem que podem construir
de manera efectiva una gramatica que generi L. Ara bé, és evident que

LaNLg=0 <— L[=2X".

Si el problema EQTOT (el de la igualtat entre un cert llenguatge L i un cert ¥* donats)
fos decidible, podriem decidir si Ly N Lg = @ 1, per tant, en virtut de ’equivalencia entre
els enunciats 1 1 2 de la proposicié anterior, podriem decidir també si el parell de llistes
(A, B) és solucié del PCP. Aixo demostra que EQTOT és indecidible per a CFL generals.
L’equivalencia recursiva d’EQTOT amb EQREG, INREG 1 INTOT demostra que tots ells son
indecidibles en aquest cas. O

Remarquem que en la demostracio precedent hem fet el pas del problema Ly NLg = @
al seu complementari Ly N Lp # @. Tots dos problemes sén indecidibles, pero mentre que
el segon és enumerable recursivament, el primer no ho és.

COROLLARI 5.11 EI problema Equivaléncia de CFG és indecidible.

DEMOSTRACIO Si aquest problema fos decidible, també ho seria el EQREG (igualtat entre
un CFL i un llenguatge regular), que n’és un cas particular. O

TEOREMA 5.12 EI problema de la inclusié entre DCFL és indecidible. Es a dir, donats dos
DCFL, L 1 Ly, és indecidible saber si L1 C L.

DEMOSTRACIO Com que els llenguatges L i Lp sén DCFL, els seus complementaris també
ho sén. Ara bé, és immediat que

LiNLyg=0@ < L,CLg.

Per tant, si la inclusié entre DCFL fos decidible, aplicant-ho al cas de L4 i Ly resoldriem

lentrada (A, B) del PCP. O

COROLLARI 5.13 EI problema Inclusié entre CFL és indecidible.

La proposicié 5.8 ens ha permes deduir la indecidibilitat d'uns quants problemes refe-
rents a DCFL 1 a CFL. Dediquem la resta d’aquesta subseccié al problema de la interseccié
de llenguatges. Sabem que la interseccio de dos CFL, fins 1 tot si sén deterministes, pot no
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ser CFL. La qiiesti6 és si podem saber quan aquesta intereseccié és CFL (o DCFL) i quan no
ho és. Els problemes segiients, que tractarem a continuacid, estan estretament relacionats
amb aquest plantejament.

Interseccié determinista de DCFL (DCFL-INTERSECTION-DCFL)
Donats dos automats amb pila deterministes, determinar si la interseccié dels
llenguatges que reconeixen és també un DCFL.

Reunié determinista de DCFL (DCFL-UNION)
Donats dos automats amb pila deterministes, determinar si la reunié dels llen-
guatges que reconeixen és també un DCFL.

Interseccié incontextual de DCFL (DCFL-INTERSECTION-CFL)
Donats dos automats amb pila deterministes, determinar si la interseccié dels
llenguatges que reconeixen és un CFL.

Interseccié incontextual de CFL (CFL-INTERSECTION)
Donades dues CFG, determinar si la interseccio dels llenguatges que generen
també és un CFL.

Complementacié incontextual (CFL-COMPLEMENT)
Donada una CFG, determinar si el complementari del llenguatge que genera
també és un CFL.

Demostrarem que tots aquests problemes séon també indecidibles, pero per a aixo ne-
cessitem reprendre els instruments que hem definit en la proposicié 5.8 i afegir-ne de nous.
Considerem de nou el parell de llistes A = (21,... ,2,)1 B = (y1,...,yn) sobre lalfabet
Yo introduides al comencament d’aquesta subseccid, com també els alfabets X, 1 X' 1 les
gramatiques G4 = ({Xa}, ¥, P4, X4) 1 G = ({XB}, ¥, Pg, Xp) que s’hi defineixen. Sigui

# un simbol nou que no pertany a Y. Considerem els llenguatges segtients:
o L) = {wtw® |we T;Yr}
o Ly ={wtoR |wely N veLg}

Cal remarcar que tant L; com Ly sén DCFL. Aixo comporta que també sén DCFL els seus
complementaris, Ly 1 Ly. En consequencia, el llenguatge L = Ly U Ly = Ly N Ly és un CFL.

PROPOSICIO 5.14 Els enunciats segiients sén equivalents:
1. El parell de llistes (A, B) admet solucié com a entrada del PCP.

2. LiN Ly no és CFL.
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3. Ly N Ly no és DCFL.
4. LiNLy, # 2.

DEMOSTRACIO Fem, com sempre, un procés de demostracié circular.

a) 1l = 2.

Suposem que (A, B) admet, com a solucid, la seqiiencia (i1,...,%¢,). Aixi doncs,
Ty Ty, = Yiy Y. Femu =x;, oo 12 = a, - a;,. Tenim que uz#tzRuR € Ly N L,.
Pero el fet que u sigui un mot solucié comporta que per a qualsevol nombre n > 1, el mot
u" també és solucié. Per la mateixa rad, resulta u"z"#(zR)"(uR)" € L; N Ly. Per tant,
podem escriure la igualtat

(Ly N Ly) Nz #(2R)* () = {um2"# ()" ()" | n > 1),

Es facil veure (pel lema de bombament) que aquest llenguatge no és CFL. Per tant, L1 N Ly
tampoc no pot ser-ho.

b) 2 = 3.

Aquesta implicaci6 és immediata, ja que tot DCFL és CFL.

¢) 3=4.
Aquesta implicacié també és immediata, ja que el llenguatge buit és DCFL.

d)4=1.

De la definicié de Ly 1 Ly es despren que un mot que pertanyi als dos llenguatges ha
de ser de la forma w#wR, amb w € L4 N Lp. Es a dir, Ly N Ly = {w#w®R |w € Ly N Lp}.
Aixi dones, L1 N Ly # @ <= LisN Lp # @. I ja sabem per la proposicié 5.8 que aixo
equival al fet que el parell (A, B) tingui solucio. O

Les proposicions 5.8 1 5.14 tenen una estructura semblant. Totes dues estableixen que
la intersecci6 de dos llenguatges, construits a partir d’unes llistes A1 B en correspondencia,
és no buida si 1 només si la correspondencia té solucié. Pero els llenguatges Ly 1 Lp de la
proposicié 5.8 son massa senzills 1 no permeten assegurar que la seva interseccid sigui no
incontextual (en cas de ser no buida) com passa amb els Ly i Ly de la proposicié 5.14.

TEOREMA 5.15 Es indecidible determinar si la interseccié de dos DCFL és un DCFL.

DEMOSTRACIO Com que els llenguatges Ly i Ly de la proposicié 5.14 sén DCFL, si fos
decidible determinar si la interseccié de dos DCFL és DCFL, en virtut de l'equivalencia
entre els enunciats 1 1 3, també ho seria el PCP. O

COROLLARI 5.16 Es indecidible determinar si la reunié de dos DCFL és un DCFL.

DEMOSTRACIO Si aquesta reunié fos decidible, podriem saber si la interseccié de dos DCFL,
L'i L", és DCFL determinant si ho és la reunié de L’ i L” O

TEOREMA 5.17 Es indecidible determinar si la interseccié de dos DCFL és un CFL.
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DEMOSTRACIO La demostracié és analoga a la del teorema 5.15, perd ara en virtud de
I’equivalencia entre els enunciats 1 1 2 de la proposicié 5.14. O

COROLLARI 5.18 Es indecidible determinar si la interseccié de dos CFL és un CFL.

DEMOSTRACIO Si la interseccié de dos CFL fos decidible, també ho seria la de dos DCFL,
que n’és un cas particular. O

TEOREMA 5.19 Es indecidible determinar si el complementari d’un CFL és un CFL.

DEMOSTRACIO Ja hem remarcat, en definir els llenguatges L; i Lo, que el llenguatge
L = L, UL, és incontextual. Com que el seu complementari és L = L; N Ly, la construccié
de L a partir del parell (A, B) ens ddna, en virtud de l'equivalencia entre els enunciats 1 i
2 de la proposicié 5.14, una reduccié del PCP a CFL-COMPLEMENT. O

5.5 Problemes

5.1 Trobeu una reduccié directa del problema de la correspondencia de Post al problema dels
mots de Thue.

[Indicacié. Podeu seguir una idea semblant a la construccié de les dues gramatiques de la

seccid 5.4.2.]

5.2 Trobeu una reduccié directa del problema de la correspondeéncia de Post (pcp) al Problema
modificat de la correspondencia de Post (MPCP).

5.3 Demostreu que el PCP és decidible quan esta definit sobre un alfabet uniliteral.

5.4 Demostreu que els llenguatges WP, GO-PERT i PCP, tots els quals sabem que corresponen a
problemes indecidibles, s6n RE-complets.

5.5 Demostreu que els llenguatges EQTOT, EQREG, INREG i INTOT, tots els quals sabem que
corresponen a problemes indecidibles quan es defineixen sobre llenguatges incontextuals,
sén co-RE-complets.

5.6 Demostreu que els problemes segiients sén indecidibles.
1. Donats una CFG G i un nombre natural k, determinar si G genera tots els mots de
longitud més gran o igual que k.

2. Donades dues CrG, G1 i G3, determinar si els llenguatges que generen s6n comple-
mentaris.

3. Donades dues crG, G 1 G4, determinar si el llenguatge generat per la primera esta
inclos en el generat per la segona.

4. Donades dues crG, Gy 1 G3, sobre un cert alfabet ¥, determinar si la reunié dels
llenguatges que generen és X*.

Demostreu que tots aquests problemes sén decidibles per a llenguatges regulars.
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5.7 Un autonat amb pila bidireccional (2DPDA) és un automat amb pila al qual li és permes
de moure el capcal a dreta i esquerra, sense permetre-li escriure sobre la cinta d’entrada
(vegeu [9] per a més detalls).

Demostreu que els problemes EQTOT, EQREG, INREG 1 INTOT sén indecidibles per a llen-
guatges reconeguts per 2DPDA. Deduiu-ne que també s6n indecidibles els pronblemes de la
buidor, la inclusié i la igualtat entre llenguatges d’aquesta classe.

[Indicacié: Comenceu demostrant que la familia de Is llenguatges reconeguts per 2DPDA
és una algebra de Boole (amb les operacions de reunid, interseccié i complementacid).
Verifiqueu que els llenguatges L4 i Ly de la proposicié 5.8 pertanyen a aquesta familia.]
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