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Cap��tol 1 Llenguatges formals

1.1 Introducci�o

A � de donar sentit als conceptes que introduirem a continuaci�o, comen�carem considerant

un exemple de grafs hamiltonians.

1

Sigui G = hV;Ei un graf format per un conjunt �nit

V de v�ertexs i un conjunt E d'arestes. Sabem que un cam�� �es una seq�u�encia d'arestes

diferents en qu�e el segon v�ertex de cadascuna (a excepci�o del de l'�ultima) coincideix amb el

primer v�ertex de l'aresta seg�uent, i en qu�e tots els v�ertexs que hi intervenen s�on diferents

(a excepci�o, eventualment, del primer i l'�ultim). Recordem tamb�e que un cicle �es un cam��

en qu�e el primer i l'�ultim v�ertex s�on el mateix. Anomenem cicle hamiltoni�a aquell que

passa per tots els v�ertexs del graf sense passar dues vegades per cap d'ells. Diem �nalment

que un graf �es hamiltoni�a quan cont�e algun cicle hamiltoni�a. A la �gura 1.1 veiem dos

exemples de grafs, un de hamiltoni�a i un que no ho �es.

2G

G 1

1 4

2 5

3

4

6

1 2

3

5

Fig. 1.1 Un graf G

1

hamiltoni�a i un graf G

2

no hamiltoni�a

Considerem un programa que prengui com a entrada un graf �nit i calculi si �es

hamiltoni�a o no. Qualsevol que sigui aquest programa, haur�a de partir d'una codi�-

caci�o preestablerta per als grafs �nits. Considerem, per exemple, la codi�caci�o consistent

a enumerar arbitr�ariament els v�ertexs i a escriure els conjunts de v�ertexs i arestes com

fem a continuaci�o per als grafs de la �gura 1.1:

G

1

: hh1; 2; 3; 4; 5i h(1 ; 2)(1 ; 4)(2 ; 3)(2 ; 5)(3 ; 5)(4 ; 5)ii

G

2

: hh1; 2; 3; 4; 5; 6i h(1 ; 2)(1 ; 4)(1 ; 6)(2 ; 3)(2 ; 5)(3 ; 5)(4 ; 6)ii:

1

Podeu trobar una exposici�o detallada del tema dels grafs hamiltonians a la secci�o 7.2 de [CFS94]
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Observem que les codi�cacions de grafs grans s�on, l�ogicament, m�es llargues que les

de grafs petits, per�o que el nombre de s��mbols utilitzats, quinze en total, �es independent

d'aquesta llarg�aria. Aquest conjunt de s��mbols �es

f h ; i ; ( ; ) ; ; ; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 g

i s'anomena alfabet de la codi�caci�o. Qualsevol seq�u�encia constru��da amb aquests s��mbols

s'anomena un mot sobre aquest alfabet. Sols una petita part d'aquests mots t�e sentit com

a codi�caci�o d'algun graf. I tan sols una part molt petita (tanmateix in�nita) correspon a

grafs hamiltonians. El conjunt de tots els mots que s�on codi�cacions de grafs hamiltonians

s'anomena el llenguatge dels grafs hamiltonians. El que fa formalment el programa que

estem considerant �es determinar si un mot donat pertany o no a aquest llenguatge.

Aquesta manera de formalitzar els problemes de c�alcul |i m�es en particular, els

problemes decisionals| �es el punt de partida de la teoria de llenguatges formals. N'estu-

diarem a continuaci�o els conceptes b�asics.

1.2 Alfabets i mots

Un alfabet �es un conjunt �nit no buit, els elements del qual s'anomenen s��mbols. Exemples

d'alfabets comuns s�on l'alfabet llat�� de 26 s��mbols fA, : : : ,Zg, l'alfabet decimal f0, : : : ,9g,

l'alfabet binari f0,1g i l'alfabet ASCII de 256 s��mbols. Utilitzem habitualment la lletra

grega � per referir-nos a un alfabet qualsevol. Donat un alfabet, un mot �es una seq�u�encia

�nita de s��mbols juxtaposats d'aquest alfabet. La longitud d'un mot �es el nombre de

s��mbols que el componen. Anomenem mot buit el mot de longitud zero. El representem

per �. Representem per jwj la longitud d'un mot w. Cal distingir aquesta notaci�o de la que

representa la cardinalitat o nombre d'elements d'un conjunt �nit. Nosaltres representem

per jjCjj la cardinalitat d'un conjunt C.

Anomenem submot (o tamb�e factor) d'un mot donat qualsevol subcadena de s��mbols

consecutius d'aquest mot. Pre�xos i su�xos s�on casos particulars de submots, quan

aquests es troben al principi o al �nal del mot. El terme in�x �es sin�onim de submot. Un

factor s'anomena propi quan no �es ni � ni el mot considerat.

Exemple 1.1 El mot aba t�e el conjunt de factors seg�uent,

f�; a; b; ab; ba; abag,

els pre�xos seg�uents

f�; a; ab; abag

i els su�xos seg�uents

f�; a; ba; abag:

Si w i v s�on dos mots qualssevol sobre un cert alfabet �, representem per jwj

v

el

nombre d'ocurr�encies de v com a submot de w, tenint en compte que poden haver-hi

ocurr�encies superposades. Formalment, aquest nombre es pot expressar aix��:

jwj

v

= jjfx j 9y xvy = wgjj:
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Exemple 1.2 Si representem per w el mot aababa tenim:

jwj = 6 jwj

a

= 4 jwj

b

= 2 jwj

aba

= 2 jwj

bba

= 0:

En general, si considerem les ocurr�encies de la forma jwj

a

, on w i a s�on, respectivament,

un mot i un s��mbol qualssevol d'un cert alfabet �, tenim jwj =

P

a2�

jwj

a

.

Representem per �

�

el conjunt in�nit de tots els mots possibles sobre un cert alfabet

�. Sovint ens caldr�a explorar els mots d'alguns subconjunts de �

�

. Necessitarem partir

d'algun ordre entre aquests mots que ens permeti fer l'exploraci�o sistem�aticament. L'or-

dre usual dels diccionaris (l'anomenat ordre lexicogr�a�c) t�e l'inconvenient que no �es un

ordre ben fonamentat, i no permet aplicar el m�etode d'inducci�o de manera segura sobre

subconjunts in�nits de mots. En efecte, la successi�o de mots seg�uent, per exemple, �es

estrictament decreixent i in�nita,

b > ab > aab > : : : > a

n

b > : : :

L'ordre que considerarem sobre �

�

parteix de l'ordre donat sobre �, classi�ca els mots

de �

�

per la seva longitud i ordena lexicogr�a�cament els mots d'una mateixa longitud.

Aix��, per a � = fa ; bg, i considerant a < b, obtenim l'ordenaci�o seg�uent:

� < a < b < aa < ab < ba < bb < aaa < : : :

1.3 Operacions amb mots

Concatenaci�o

En el conjunt de mots sobre un alfabet � qualsevol considerem l'operaci�o que fa cor-

respondre a cada parell de mots el mot format per la juxtaposici�o del primer i el segon.

L'anomenem concatenaci�o i la podem expressar formalment aix��

�

�

��

�

�! �

�

(w

1

; w

2

) 7�! w

1

�w

2

;

on el punt que simbolitza l'operador se sol ometre quan no �es necessari fer �emfasi en l'ope-

raci�o. Aix��, per exemple, si w

1

=abb i w

2

=ba, tenim w

1

w

2

=abbba.

�

Es immediat veri�car

que es tracta d'una operaci�o associativa i que t�e per element neutre �. Aix�� doncs, dota �

�

d'estructura de monoide.

2

Observi's que es tracta d'un tipus molt particular de monoide,

ja que tots els seus elements s�on simpli�cables. Recordem que, en �algebra, un element x

d'un monoide M s'anomena simpli�cable quan satisf�a les dues condicions seg�uents:

8y; z 2 M

�

x � y = x � z =) y = z

y � x = z � x =) y = z:

2

En �algebra, s'anomenamonoide una estructura formada per un conjunt i una operaci�o interna que �es associativa i t�e

element neutre. (Podeu consultar la secci�o 9.4 de la refer�encia [CFS94].)
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�

Es a dir, si l'element x apareix en una equaci�o multiplicant, per l'esquerra o per la dreta,

dos termes, podem simpli�car l'equaci�o esborrant-ne l'element x i reduint-la a la igualtat

entre els termes considerats. Tamb�e des d'aquest punt de vista algebraic, �es interessant

remarcar que l'aplicaci�o que fa correspondre a cada mot la seva longitud �es un mor�sme

3

d'aquest monoide h�

�

; �i en el monoide additiu dels naturals hN;+i, ja que satisf�a les dues

condicions de mor�sme

8x; y 2 �

�

jx � yj = jxj+ jyj i j�j = 0:

Utilitzem la notaci�o exponencial per representar la concatenaci�o repetida d'un mot

amb si mateix. Aix��, per a qualsevol mot w fem

w

0

= � i 8i > 0 w

i+1

= w

i

w:

Revessament

Anomenem revessat d'un mot w el mot format pels mateixos s��mbols de w escrits a

l'inrev�es. Representem per w

R

el revessat de w. Formalment,

�

R

= � ; (a

1

a

2

:::a

n

)

R

= a

n

:::a

2

a

1

:

Per a tot mot w, es t�e (w

R

)

R

= w. Un pal��ndrom �es un mot que �es igual al seu revessat.

Una de�nici�o recursiva de pal��ndrom �es la seg�uent:

1. � �es un pal��ndrom.

2. Tots els mots formats per un sol s��mbol s�on pal��ndroms.

3. Si w �es un pal��ndrom, aleshores per a tot s��mbol a el mot awa tamb�e �es un

pal��ndrom.

4. No hi ha altres pal��ndroms que els obtinguts per les regles anteriors.

1.4 Llenguatges. Concatenaci�o

Un llenguatge �es qualsevol conjunt (�nit o in�nit) de mots sobre un alfabet determinat.

Aix��, sobre l'alfabet � = fa; b; cg podem considerar el llenguatge format per tots els mots

que tenen el mateix nombre de a's, b's i c's. Formalment,

L = fw j jwj

a

= jwj

b

= jwj

c

g = f�; abc; acb; bac; bca; cab; cba; : : :g:

Altres exemples de llenguatges (diferents entre si!) s�on ? i f�g. El conjunt �

�

de tots els

mots sobre un alfabet � tamb�e constitueix un llenguatge. En el cas d'un alfabet d'un sol

s��mbol, anomenat aleshores uniliteral, � = fag, utilitzem la notaci�o a

�

per referir-nos al

llenguatge fag

�

.

Sempre que es t�e de�nida una operaci�o entre elements d'un conjunt, pot procedir-se

a estendre-la com a operaci�o entre subconjunts. D'aquesta extensi�o se'n diu can�onica.

3

Donats dos monoides qualssevol, hM

1

; �i i hM

2

; �i, amb elements neutres e

1

i e

2

, respectivament, una aplicaci�o

h:M

1

�! M

2

s'anomenamor�sme quan satisf�a les condicions: 8x; y 2M

1

h(x � y) = h(x) � h(y) i h(e

1

) = e

2

.
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En el cas de la concatenaci�o, passem d'una operaci�o entre mots a una operaci�o entre

llenguatges. La concatenaci�o de dos llenguatges �es el llenguatge format per tots els mots

obtinguts concatenant un mot del primer llenguatge amb un del segon. Formalment,

8L

1

; L

2

L

1

� L

2

= fx � y j x2L

1

^ y2L

2

g:

Si considerem llenguatges de�nits sobre un mateix alfabet �, la concatenaci�o de llen-

guatges, que tamb�e �es associativa, converteix

4

P (�

�

) en un monoide que t�e per element

neutre el llenguatge f�g.

Exemple 1.3 Siguin L

1

= fa; ab; baag i L

2

= fab; bag. Es t�e

L

1

L

2

= faab; aba; abab; abba; baaab; baabag:

Exemple 1.4 Sobre l'alfabet � = fa ; bg, siguin: L

1

el conjunt de mots que tenen

exactament tantes a's com b's; L

2

el conjunt de mots que tenen almenys tantes a's com

b's; i L

3

el conjunt de mots que tenen almenys tantes b's com a's. Tenim

L

1

L

1

= L

1

L

2

L

2

= L

2

L

3

L

3

= L

3

L

1

L

2

= L

2

L

1

= L

2

L

1

L

3

= L

3

L

1

= L

3

L

2

L

3

= L

3

L

2

= �

�

:

En molts casos �es possible identi�car la concatenaci�o de dos llenguatges amb el seu

producte cartesi�a. Podem observar aquest fenomen en el primer dels exemples anteriors,

en qu�e cada mot de L

1

L

2

admet una �unica descomposici�o en un pre�x de L

1

i un su�x

de L

2

. Una condici�o su�cient perqu�e aix�o passi �es que els dos llenguatges considerats

estiguin de�nits sobre alfabets disjunts. En canvi, no �es ni necessari ni su�cient que els

dos llenguatges siguin m�utuament disjunts. Aix��, per exemple, tenim

fa; abg � fb; abg = fab; aab; abb; ababg;

en canvi,

fa; abg � fb; bbg = fab; abb; abbbg:

A difer�encia del que passa amb el monoide h�

�

; �i format pels mots sobre un cert

alfabet �, en el qual tots els elements s�on simpli�cables, el monoide format pels llenguat-

ges, hP (�

�

) ; �i, no gaudeix d'aquesta propietat. Ni tant sols existeix simpli�cabilitat

quan nom�es exigim aquesta propietat per un dels costats. Diem que un llenguatge L �es

simpli�cable per la dreta quan satisf�a la condici�o

8L

1

; L

2

L

1

� L = L

2

� L =) L

1

= L

2

:

(Sim�etricament, la condici�o de ser simpli�cable per l'esquerra s'escriu amb L concatenant

per l'esquerra.) Vegem, a continuaci�o, un exemple d'aquesta no-simpli�cabilitat.

Exemple 1.5 Podem trobar exemples de llenguatges no simpli�cables �ns i tot res-

tringint-nos al cas de llenguatges �nits, com posa de manifest l'equaci�o seg�uent:

4

Representem per P (C) el conjunt de parts d'un conjunt C, �es a dir, el conjunt format per tots els subconjunts de C.
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f�; a; a

2

g � f�; ag = f�; a

2

g � f�; ag:

�

Es f�acil demostrar que una condici�o su�cient perqu�e un llenguatge L sigui simpli�cable

per la dreta �es que contingui algun mot que no sigui su�x de cap altre mot de L ni tingui

cap altre mot de L com a su�x. Deixem com a exercici demostrar que el llenguatge

fa; b; ab; bag �es simpli�cable (a dreta i a esquerra) tot i no satisfer aquesta condici�o.

Si w �es un mot de �

�

, escriurem generalment wL en lloc de fwgL, i Lw en lloc de

Lfwg. Les igualtats seg�uents es dedueixen directament de la de�nici�o de concatenaci�o:

L � ? = ? � L = ?;

L � � = � � L = L:

An�alogament a com fem per a la concatenaci�o de mots, tamb�e aqu�� utilitzem la notaci�o

exponencial per representar la concatenaci�o repetida d'un llenguatge amb si mateix. Aix��,

per a un llenguatge L fem

L

0

= f�g i 8i > 0 L

i+1

= L

i

L:

1.5 Altres operacions amb llenguatges

Els llenguatges, en tant que conjunts, admeten les operacions pr�opies dels conjunts: reu-

ni�o, intersecci�o, complementaci�o, difer�encia, etc. Les operacions que de�nim a continuaci�o

s�on, tanmateix, espec���ques dels llenguatges com a conjunts de mots.

Tancament de Kleene

Anomenem tancament de Kleene (o tamb�e estrella de Kleene) d'un llenguatge L, i el

representem per L

�

, el llenguatge seg�uent

L

�

=

[

n>0

L

n

:

Es tracta del monoide generat per L, �es a dir, del llenguatge format per � i totes les

concatenacions possibles de mots de L.

�

Es, doncs, el m��nim monoide que cont�e L.

La notaci�o utilitzada per al tancament de Kleene �es coherent amb el fet d'haver

representat per �

�

el conjunt de tots els mots sobre un alfabet �. En efecte, �

�

�es

el tancament de Kleene de �, considerat aqu�� com un llenguatge els mots del qual (de

longitud 1) s�on els s��mbols de l'alfabet. En aquest cas, es t�e

(�)

�

=

[

n>0

�

n

=

[

n>0

fw2�

�

j jwj = ng = �

�

:

Tamb�e resulta �util introduir la noci�o de tancament positiu de Kleene d'un llenguatge

L, representat per L

+

, que �es

L

+

=

[

n>0

L

n

:
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Si a �es un s��mbol d'un alfabet �, escriurem generalment a

�

i a

+

en lloc de fag

�

i

fag

+

, respectivament.

Les propietats seg�uents, que se satisfan per a tot llenguatge L i que s�on totes elles de

demostraci�o immediata a partir de les de�nicions anteriors, es deixen com a exercici.

L

�

= f�g [ L

+

L

+

= L

�

, � 2 L , � 2 L

+

L

�

L = LL

�

= L

+

L

�

= L

�

L

+

= L

+

L

�

L

�

= L

�

per�o L

+

L

+

= L

2

L

�

(L

�

)

�

= (L

+

)

�

= (L

�

)

+

= L

�

(L

+

)

+

= L

+

?

�

= f�g; ?

+

= ?

Exemple 1.6 La igualtat seg�uent permet caracteritzar el conjunt de mots d'un alfabet

de dos s��mbols. Es tracta de

fa ; bg

�

= (a

�

b)

�

a

�

:

Nom�es cal demostrar la inclusi�o d'esquerra a dreta, ja que la de sentit contrari �es �obvia,

pel fet que fa ; bg

�

�es el conjunt de tots els mots sobre l'alfabet fa ; bg. Ara, tot mot de

fa ; bg

�

pot ser presentat agrupant cada b que hi interv�e amb les a's (zero o m�es) que la

precedeixen. Cada un d'aquests grups �es un mot del llenguatge a

�

b, i n'hi poden haver

zero o m�es. Per tant, tots els grups plegats formen un mot de (a

�

b)

�

. Cal afegir-hi les

a's que eventualment hi pugui haver al �nal del mot i que no vagin seguides de cap b,

que formen part de a

�

.

Un raonament an�aleg a l'anterior permetria demostrar que tamb�e les expressions

a

�

(ba

�

)

�

; b

�

(ab

�

)

�

i (b

�

a)

�

b

�

representen el conjunt fa ; bg

�

.

Revessament

De manera an�aloga a com hem est�es la concatenaci�o entre mots a una operaci�o entre

llenguatges, podem estendre als llenguatges l'operaci�o de revessament de�nida sobre mots.

Anomenem revessat d'un llenguatge L el llenguatge format pels revessats dels mots de L.

Representem per L

R

el revessat de L.

�

Es a dir,

L

R

= fw

R

j w 2 Lg:

1.6 Mor�smes i substitucions

5

Mor�smes

L'estudi dels llenguatges formals inclou l'an�alisi de les caracter��stiques estructurals d'a-

quests llenguatges. Des d'un punt de vista estructural, el llenguatge

L

1

= f(01)

n

1(10)

n

1 j n > 0g

5

El lector que no estigui familiaritzat amb la teoria de llenguatges formals pot saltar-se aquesta secci�o en una primera

lectura.
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�es similar al llenguatge L

0

1

= fa

n

ba

n

j n > 0g, mentre que el llenguatge

L

2

= f(01)

n

0(10)

n

0 j n > 0g

�es similar al llenguatge L

0

2

= faag

�

b. En els cap��tols que segueixen veurem que L

0

1

i L

0

2

pertanyen a categories estructurals diferents. Els conceptes que introduirem a continu-

aci�o tenen per objecte transformar llenguatges aparentment complicats en altres de m�es

senzills, tot conservant les caracter��stiques estructurals que els fan similars.

Definici

�

o. Considerem dos alfabets �

1

i �

2

. Anomenemmor�sme una aplicaci�o de la

forma

h:�

�

1

�! �

�

2

que satisf�a la condici�o

8x; y 2 �

�

1

h(x � y) = h(x) � h(y):

Observeu que es tracta d'un mor�sme de monoides, en el sentit algebraic del terme,

6

entre

�

�

1

i �

�

2

. Per tractar-se de monoides amb tots els elements simpli�cables, la condici�o

h(�) = � es dedueix de la condici�o anterior. Aquests mor�smes queden completament

de�nits especi�cant els seus valors �unicament sobre el conjunt �nit �

1

. En efecte, tot mot

w 2 �

�

1

que sigui diferent de � t�e la forma w = a

1

: : : a

n

, amb a

1

; : : : ; a

n

2 �

1

. Per tant,

resulta

h(w) = h(a

1

) � � � h(a

n

):

Exemple 1.7 Donats els alfabets �

1

= fa; b; c; dg i �

2

= f0 ; 1g, podem de�nir un

mor�sme a partir dels valors h(a) = 01, h(b) = 10, h(c) = 011 i h(d) = 110. La imatge

per aquest mor�sme del mot abbdd �es aleshores 011010110110. Aquesta imatge, per cert,

coincideix amb la del mot cacab.

Com �es habitual en la teoria de conjunts, podem considerar les dues extensions, directa

i inversa, d'aquesta aplicaci�o sobre mots als conjunts de llenguatges entesos com a parts

de �

�

1

i �

�

2

. Com a extensi�o directa tenim

h:P (�

�

1

) �! P (�

�

2

)

h(L) = fy 2 �

�

2

j 9x2L y = h(x)g;

i com a extensi�o inversa (anomenada sovint mor�sme invers),

h

�1

:P (�

�

2

) �! P (�

�

1

)

h

�1

(L) = fx 2 �

�

1

j h(x) 2 Lg:

�

Es f�acil comprovar que l'extensi�o directa mant�e el car�acter de mor�sme entre els monoides

P (�

�

1

) i P (�

�

2

).

�

Es a dir,

h(f�g) = f�g i h(L

1

� L

2

) = h(L

1

) � h(L

2

):

6

A la nota 3 hem donat la de�nici�o algebraica de mor�sme.
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En canvi, el mor�sme invers no �es, malgrat el seu nom, un mor�sme en el sentit algebraic

del terme.

�

Es a dir, pot ser h

�1

(f�g) 6= f�g o h

�1

(L

1

� L

2

) 6= h

�1

(L

1

) � h

�1

(L

2

). Ho

veurem m�es endavant, a l'exemple 1.10.

Exemple 1.8 Siguin �

1

= fa ; bg i �

2

= f0; 1g, i considerem els dos mor�smes de la

forma h

1

; h

2

:�

�

1

�! �

�

2

de�nits aix��:

�

h

1

(a) = 01

h

1

(b) = 11

�

h

2

(a) = 01

h

2

(b) = 00:

L'aplicaci�o del mor�sme invers h

�1

1

al llenguatge

L

1

= f(01)

n

1(10)

n

1 j n > 0g

d�ona com a resultat

h

�1

1

(L

1

) = L

0

1

= fa

n

ba

n

j n > 0g;

mentre que l'aplicaci�o del mor�sme directe h

2

al llenguatge L

0

2

= faag

�

b d�ona

h

2

(L

0

2

) = f0101g

�

00 = L

2

= f(01)

n

0(10)

n

0 j n > 0g :

Exemple 1.9 Sigui �

2

un alfabet qualsevol. Estem interessats en la transformaci�o

que, donat un llenguatge L � �

�

2

, es queda nom�es amb els mots que resulten d'esborrar

els s��mbols que estan en posicions parelles dels mots de longitud parella de L.

�

Es a dir,

que per a cada llenguatge L � �

�

2

volem obtenir un llenguatge L

0

tal que

L

0

= fa

1

a

3

: : : a

2n�1

j a

1

a

2

a

3

: : : a

2n�1

a

2n

2 Lg:

Per tal de concretar les idees, suposem que �

2

�es un alfabet de tres s��mbols, �

2

=

fa; b; cg. Constru��m un alfabet de 9 s��mbols (en general tindr�a jj�

2

jj

2

s��mbols), que

representem per �

1

= f1; 2; : : : ; 9g. De�nim ara els dos mor�smes de la taula 1.1.

Taula 1.1 Dos mor�smes h

1

i h

2

�

1

h

1

(�

1

) h

2

(�

1

)

1 aa a

2 ab a

3 ac a

4 ba b

5 bb b

6 bc b

7 ca c

8 cb c

9 cc c

�

Es f�acil constatar, per aplicaci�o directa de les transformacions indicades, que

L

0

= h

2

�

h

�1

1

(L)

�

.
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Propietats elementals dels mor�smes

Comencem fent un rep�as d'algunes propietats que tenen els mor�smes com a meres apli-

cacions de la forma h:�

�

1

�! �

�

2

. Les f�ormules de la columna de l'esquerra fan refer�encia

a llenguatges L � �

�

1

, mentre que les de la dreta es refereixen a llenguatges L � �

�

2

.

h(L) = ? () L = ?

L

1

� L

2

=) h(L

1

) � h(L

2

)

h(L

1

[ L

2

) = h(L

1

) [ h(L

2

)

h(L

1

\ L

2

) � h(L

1

) \ h(L

2

)

L � h

�1

(h(L))

h

�1

(?) = ?

L

1

� L

2

=) h

�1

(L

1

) � h

�1

(L

2

)

h

�1

(L

1

[ L

2

) = h

�1

(L

1

) [ h

�1

(L

2

)

h

�1

(L

1

\ L

2

) = h

�1

(L

1

) \ h

�1

(L

2

)

h

�

h

�1

(L)

�

� L

h

�1

�

L

�

= h

�1

(L):

A aquestes propietats afegim les que es deriven de la condici�o de mor�sme. Acabem de

veure que

h(L

1

� L

2

) = h(L

1

) � h(L

2

);

que s'est�en immediatament a qualsevol concatenaci�o �nita,

8n 2 N h(L

n

) = (h(L))

n

:

Destaquem, a m�es, la propietat seg�uent.

Proposici

�

o. h (L

�

) = (h(L))

�

.

Demostraci

�

o.

h (L

�

) = h

 

[

n>0

L

n

!

=

[

n>0

h (L

n

) =

[

n>0

(h(L))

n

= (h(L))

�

:

La primera igualtat i l'�ultima s'obtenen de la de�nici�o de l'operaci�o estrella. La segona

�es una propietat conjuntista. La tercera, �nalment, requereix que h sigui mor�sme. �

En canvi, l'aplicaci�o dels mor�smes inversos a la concatenaci�o o a l'estrella de llen-

guatges no d�ona lloc a igualtats. Sols obtenim inclusions en un dels sentits. Es tracta de

les seg�uents, que s�on f�acils de veri�car:

h

�1

(L

1

� L

2

) � h

�1

(L

1

) � h

�1

(L

2

)

h

�1

(L

�

) �

�

h

�1

(L)

�

�

:

L'exemple seg�uent il

.

lustra la inexist�encia de la inclusi�o contr�aria.

Exemple 1.10 Considerem el mor�sme de�nit per h(a) = 01 i h(b) = 10. Considerem

dos conjunts ben simples, el L

1

= f0g i el L

2

= f1g. Tenim

h

�1

(L

1

� L

2

) = h

�1

(f01g) = fag,

en canvi,

h

�1

(L

1

) = h

�1

(L

2

) = ?.

Semblantment, si considerem el conjunt L = f0; 1g, tenim que
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h

�1

(L

�

) = h

�1

(f0; 1g

�

) = fa ; bg

�

,

mentre que

�

h

�1

(L)

�

�

= ?

�

= f�g.

Substitucions

A l'exemple 1.6 hem vist com demostrar una igualtat senzilla entre llenguatges. Es trac-

tava de

(a

�

b)

�

a

�

= fa ; bg

�

:

Per�o si la igualtat considerada �es la seg�uent, que fa refer�encia a llenguatges L

1

i L

2

qualssevol,

(L

�

1

L

2

)

�

L

�

1

= (L

1

[ L

2

)

�

;

la demostraci�o esdev�e formalment molt m�es llarga. La utilitzaci�o de les substitucions, que

estudiem a continuaci�o, ens permetr�a reduir la segona igualtat a la primera.

Definici

�

o. Siguin �

1

i �

2

dos alfabets qualssevol. Una substituci�o �es una aplicaci�o de

la forma

�:�

�

1

�! P (�

�

2

) ;

que �es mor�sme de monoides.

�

Es a dir, que si x i y s�on mots de �

�

1

, i �(x), �(y) i �(xy)

s�on els llenguatges de �

�

2

corresponents a x, y i xy, respectivament, es t�e

�(�) = f�g

�(x) � �(y) = �(xy):

Remarquem que ara �(x), �(y) i �(xy) s�on llenguatges i no mots com en el cas dels

mor�smes. De nou tenim aqu�� que, pel fet de ser �

�

1

�nitament generat a partir de �

1

,

aquesta aplicaci�o queda completament de�nida donant els valors de � sobre el conjunt �nit

de s��mbols de �

1

.

�

Es a dir, si �

1

�es fa

1

; : : : ; a

n

g, una substituci�o � queda caracteritzada

per n llenguatges L

a

1

; : : : ; L

a

n

.

Exemple 1.11 Els arbres unari-binaris (tamb�e anomenats arbres de Motzkin, vegeu

la secci�o 5.14 de [SeF96]) s�on arbres ordenats, els nodes dels quals tenen arietat menor

o igual que dos. Com a exemple de substituci�o, considerem la que permet obtenir els

arbres unari-binaris a partir dels arbres binaris, mitjan�cant la substituci�o dels v�ertexs

d'aquests �ultims per cadenes un�aries de v�ertexs.

Cada arbre binari pot ser codi�cat amb un mot de l'alfabet f0 ; 2g, els s��mbols del

qual representen els nodes d'arietat zero i dos, respectivament. La codi�caci�o de l'arbre

s'obt�e escrivint consecutivament els s��mbols dels seus v�ertexs recorreguts en preordre. A

la �gura 1.2 donem un arbre binari i la seva codi�caci�o.

La substituci�o que permet intercalar cadenes un�aries en el lloc dels v�ertexs �es la

seg�uent:

�: f0 ; 2g

�

�! P (f0 ; 1 ; 2g

�

),

amb els valors

�(0) = L

0

= 1

�

0 i �(2) = L

2

= 1

�

2.
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0

2

2

02

0 0

a

b c

d g

e f

Fig. 1.2 L'arbre binari de codi�caci�o 2022000

En el cas de l'arbre de la �gura 1.2, el conjunt d'arbres unari-binaris que es poden

obtenir a partir d'ell �es el donat per l'expressi�o seg�uent:

�(2022000) = 1

�

21

�

01

�

21

�

21

�

01

�

01

�

0.

Un dels arbres d'aquest conjunt, obtingut a partir de substituir els v�ertexs b, d i g

per cadenes un�aries de longituds 1, 2 i 1, respectivament, s'ha dibuixat a la �gura 1.3.

0

2

0 0

0

2

21

11

1

Fig. 1.3 L'arbre unari-binari de codi�caci�o 21021120010

Les substitucions, que han estat de�nides sobre mots d'un cert alfabet �

1

, poden

estendre's als llenguatges escrits sobre aquest mateix alfabet de la manera seg�uent:

8L � �

�

1

�(L) =

[

x2L

�(x) = fy 2 �

�

2

j 9x2L y2�(x)g:

Remarquem que es tracta d'una extensi�o de tipus diferent a les vistes �ns aqu��. (La

condici�o s'escriu y 2 �(x), no y = �(x).) Tot i aix�o, tamb�e ara �es cert que aquesta

extensi�o �es un mor�sme del monoide P (�

�

1

) en el monoide P (�

�

2

). En efecte, per una

part tenim

�(f�g) = �(�) = f�g;
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i per una altra,

Proposici

�

o. �(L

1

� L

2

) = �(L

1

) � �(L

2

).

Demostraci

�

o. En efecte, 8y 2 �

�

2

y 2 �(L

1

� L

2

) () 9x2L

1

L

2

y2�(x)

() 9x

1

2L

1

9x

2

2L

2

y2�(x

1

� x

2

)

() 9x

1

2L

1

9x

2

2L

2

y2�(x

1

) � �(x

2

)

() 9x

1

2L

1

9x

2

2L

2

9y

1

2�(x

1

) 9y

2

2�(x

2

) y = y

1

y

2

() 9y

1

2�(L

1

) 9y

2

2�(L

2

) y = y

1

y

2

() y 2 �(L

1

) � �(L

2

);

on la tercera equival�encia es basa en el fet que � �es una substituci�o. �

Exemple 1.12 Podem reprendre la substituci�o de l'exemple 1.11 i estendre-la al llen-

guatge format per les codi�cacions de tots els arbres binaris. De la de�nici�o recursiva dels

arbres binaris (vegeu la secci�o 2.3 de [Knu68]) obtenim directament l'expressi�o seg�uent

del llenguatge associat:

L

B

= f0g [ fw 2 f0 ; 2g

�

j 9y;z2L

B

w = 2yzg :

En aplicar la substituci�o de�nida per

�(0) = 1

�

0 �(2) = 1

�

2

obtenim la seg�uent de�nici�o recursiva dels arbres de Motzkin:

L

M

= �(L

B

) = 1

�

0 [ fw 2 f0; 1; 2g

�

j 9x21

�

2 9y;z2L

M

w = xyzg ;

que �es equivalent a la seva de�nici�o com a arbres unari-binaris,

L

M

= f0g [ f1x j x 2 L

M

g [ f2yz j y ; z 2 L

M

g:

Altres propietats elementals de les substitucions

Les propietats seg�uents es demostren, de manera similar a la que acabem d'analitzar,

simplement amb l'aplicaci�o de les de�nicions donades.

Proposici

�

o. La substituci�o de la reuni�o o de l'estrella de llenguatges �es la reuni�o o

l'estrella de les substitucions dels llenguatges considerats.

Formalment,

�(L

1

[ L

2

) = �(L

1

) [ �(L

2

)

�(L

�

1

) = (�(L

1

))

�

:

Observem que els mor�smes poden assimilar-se a un cas particular de les substitucions.

Es tracta d'identi�car l'aplicaci�o h(x) = y amb l'aplicaci�o h(x) = fyg, �es a dir, considerar

el mot imatge com el conjunt redu��t a aquest mot. Feta aquesta assimilaci�o, les propietats

relatives a la imatge per mor�sme de la reuni�o, la concatenaci�o i l'estrella de llenguatges

s'haurien pogut deduir de les propietats de les substitucions que acabem d'establir.
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Exemple 1.13 Podem ara fer la demostraci�o de l'equaci�o amb qu�e hem introdu��t el

tema de les substitucions. Per tal de demostrar que per a tot L

1

i L

2

, es t�e

(L

�

1

L

2

)

�

L

�

1

= (L

1

[ L

2

)

�

;

nom�es cal considerar un alfabet de dos s��mbols � = fa ; bg i de�nir la substituci�o �(a) =

L

1

; �(b) = L

2

. D'aquesta manera, el primer membre �es la imatge del llenguatge (a

�

b)

�

a

�

,

mentre que el segon membre �es la imatge del llenguatge fa ; bg

�

. L'aplicaci�o de la igualtat

de l'exemple 1.6 clou la demostraci�o. En efecte,

(a

�

b)

�

a

�

= fa ; bg

�

=) �

�

(a

�

b)

�

a

�

�

= � (fa ; bg

�

)

=) (L

�

1

L

2

)

�

L

�

1

= (L

1

[ L

2

)

�

:

Conv�e advertir, tanmateix, que aquesta traducci�o entre identitats expressades amb

s��mbols i identitats referides a llenguatges nom�es est�a justi�cada quan les �uniques operaci-

ons que intervenen en les expressions s�on la reuni�o, la concatenaci�o i l'estrella. No podem

fer el mateix quan hi intervenen altres operacions com la intersecci�o, la complementaci�o

o el revessament. Aix��, per exemple, si a �es un s��mbol d'un alfabet i L �es un llenguatge

qualsevol, tenim que a = a

R

; en canvi, en general no �es cert que L = L

R

.

Exercicis

1.1 Demostreu que no existeix cap mot w2fa ; bg

�

tal que aw=wb.

1.2 Si w2fa ; bg

�

i abw=wab, demostreu que w=(ab)

n

per a algun nombre n > 0.

1.3 Es diu que un mot z �es arrel d'un mot w quan es t�e que w = z

n

per a algun nombre n > 0.

Demostreu que la concatenaci�o de dos mots �es commutativa si i sols si els dos mots tenen alguna

arrel en com�u. Expressat formalment,

xy = yx () 9z 9i; j > 0 x=z

i

^ y=z

j

.

1.4 Considereu la seg�uent de�nici�o recursiva del revessament de mots:

1. �

R

=� 2. (aw)

R

=w

R

a , on a2� i w2�

�

.

Utilitzeu la de�nici�o precedent per demostrar les propietats seg�uents:

1. 8x; y2�

�

(xy)

R

= y

R

x

R

.

2. 8L

1

; L

2

� �

�

(L

1

L

2

)

R

= L

R

2

L

R

1

.

1.5 Donats tres llenguatges qualssevol, A, B i C, es tracta d'estudiar la distributivitat, a dreta i a

esquerra, de la concatenaci�o respecte de la reuni�o i la intersecci�o.

1. Demostreu la distributivitat respecte de la reuni�o

(A [B)C = AC [BC

A(B [ C) = AB [AC:

2. Demostreu les inclusions

(A \B)C � AC \BC

A(B \ C) � AB \AC:

3. Trobeu contraexemples per a les inclusions rec��proques.
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1.6 Demostreu que una condici�o su�cient perqu�e un llenguatge L sigui simpli�cable per la dreta �es que

contingui algun mot que ni sigui su�x de cap altre mot de L, ni tingui cap altre mot de L com a

su�x. Escrita formalment, la condici�o �es:

9w2L 8x2L 8y 6=� x 6=yw ^ w 6=yx.

Per tal de constatar que es tracta d'una condici�o no necess�aria, demostreu que el llenguatge

fa; b; ab; bag, que no la satisf�a, �es simpli�cable.

1.7 Demostreu que les relacions seg�uents se satisfan per a tot parell de llenguatges L

1

i L

2

.

1. (L

1

[ L

2

)

�

= (L

�

1

L

�

2

)

�

.

2. L

1

(L

2

L

1

)

�

= (L

1

L

2

)

�

L

1

.

3. L

�

1

[ L

�

2

� (L

1

[ L

2

)

�

.

4. (L

1

\ L

2

)

�

� L

�

1

\ L

�

2

.

Trobeu contraexemples per a les inclusions rec��proques dels dos �ultims apartats.

1.8 Els enunciats d'aquest exercici fan refer�encia a la relaci�o entre un llenguatge qualsevol i el seu

quadrat. Demostreu primer que els seg�uents se satisfan per a tot llenguatge L.

1.

�

L

2

�

�

� (L

�

)

2

.

2. � 2 L =) L � L

2

.

3. L � L

2

() �2L _ L=?.

4. L

2

� L () L

+

= L.

5. �2L ^ L

2

� L () L

�

= L.

6. L = L

2

=) L=L

�

_L=?.

Trobeu ara contraexemples de llenguatges L que no satisfan els enunciats seg�uents.

7. (L

�

)

2

�

�

L

2

�

�

.

8. L

2

� L =) L � L

2

.

9. L � L

2

=) L

2

� L.

10. L

2

� L =) L

�

� L.

11. L � L

2

=) L

�

� L.

1.9 Demostreu que tot llenguatge L satisf�a la igualtat

�

L

�

R

= (L

R

).

1.10 Doneu contraexemples que posin de manifest la falsedat de cada un dels enunciats seg�uents:

1. LL

R

[ L

R

L = �

�

.

2. LL [LL = �

�

.

3. � =2 L )

�

LL

�

�

= L

�

.

4. � 2 L )

�

LL

R

�

�

= L

�

.

1.11

1. Trobeu un llenguatge L � fa ; bg

�

que contingui fa ; bg i que satisfaci l'equaci�o
L
= L �L[f�g .

2. Demostreu que, en canvi, no hi ha cap llenguatge L � fa ; bg

�

que contingui els mots a i b i

que satisfaci l'equaci�o L = L � L [ f�g .

3. Demostreu que cap llenguatge L no satisf�a l'equaci�o L = L � L [ f�g .

1.12 Demostreu que tot llenguatge L satisf�a la inclusi�o

�

(L)

�

�

� L . Trobeu un contraexemple per a la

inclusi�o rec��proca.

1.13 Demostreu que l'equival�encia seg�uent se satisf�a per a qualsevol llenguatge L.

(LL = L ^ L

+

= L) () (L�

�

= L ^ � =2 L):
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1.14 Sigui � = fa ; bg, sigui L  �

�

i sigui L

0

=

�

�

(L

�

)

C

�

�

�

C

(on L

C

representa el complementari de L).

Demostreu amb contraexemples (altres, per�o, que L=�

�

) que cap de les dues inclusions entre L i

L

0

no pot ser establerta amb car�acter general.

1.15 Donats dos mor�smes f :�

�

1

�! �

�

2

i g:�

�

1

�! �

�

2

, diem que s�on iguals si f(x) = g(x) per a tot

x de �

�

1

. Com demostrar��eu que dos mor�smes s�on iguals? Aquest �es un exemple de problema de

decisi�o. Existeix algun algorisme de decisi�o que resolgui aquest problema?

1.16 Sabem que tota substituci�o de la forma �:�

�

1

�! P (�

�

2

) s'est�en a una aplicaci�o de la forma

�:P (�

�

1

) �! P (�

�

2

) que tamb�e �es mor�sme de monoides. Demostreu, per�o, que no tot mor�sme

d'aquest tipus �es una substituci�o.

1.17 Sigui h:�

�

1

�! �

�

2

un mor�sme qualsevol.

1. Doneu contraexemples que posin de manifest que no pot establir-se amb car�acter general cap

de les dues inclusions entre h

�

L

�

i h(L), on L � �

�

1

.

2. Demostreu que els enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. h �es injectiu.

2. 8L � �

�

1

h

�

L

�

� h(L).

3. 8L � �

�

1

h

�1

(h(L)) = L.

4. 8L

1

; L

2

� �

�

1

h(L

1

\ L

2

) = h(L

1

) \ h(L

2

).

3. Demostreu que els enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. h �es exhaustiu.

2. 8L � �

�

1

h

�

L

�

� h(L).

3. 8L � �

�

2

h

�

h

�1

(L)

�

= L.

4. 8L � �

�

2

h

�1

(L) = ? =) L = ?:

1.18 Donat un monoide M qualsevol, s'anomenen factors primers de M , i el seu conjunt es representa

per primers(M ), els elements de M |tret de l'element neutre| que no poden descompondre's en

producte de dos factors que siguin tots dos diferents de l'element neutre (que representem en general

per � llevat que existeixi un s��mbol espec���c per al monoide considerat). Formalment tenim

primers(M ) = (M � f�g)� (M � f�g)

2

:

1. Sigui � un alfabet qualsevol i sigui x2�

+

un mot qualsevol. Demostreu que el conjunt

M = f�; x

3

; x

5

; x

6

g [ x

8

x

�

�es un monoide, i que primers(M ) = fx

3

; x

5

g.

2. Sigui M = (ba

�

)

�

. Demostreu que primers(M ) = ba

�

.

3. Sigui M = hR; �i el monoide multiplicatiu dels reals. Demostreu que primers(M ) = ?.

4. Sigui M = hN;+i el monoide additiu dels naturals. Demostreu que primers(M ) = f1g.

1.19 S'anomena monoide lliure aquell en qu�e tot element diferent del neutre admet una �unica descom-

posici�o en factors primers.

1. Demostreu que els monoides dels apartats 2 i 4 de l'exercici anterior s�on lliures, i que, en canvi,

els dels apartats 1 i 3 no ho s�on.

2. Demostreu que el monoide fab; ba; ag

�

no �es lliure.

1.20 Sigui � un alfabet. Una part C � �

�

s'anomena codi si C genera lliurement C

�

, �es a dir, si tot

mot de C

+

factoritza de manera �unica en mots de C.

1. Demostreu que ba

�

i faa; ba; baag s�on codis, per�o que, en canvi, fab; ba; ag no ho �es.

2. Demostreu que si C �es un codi, aleshores � =2 C, i que 8m;n m 6=n =) C

m

\ C

n

= ?.

3. Demostreu que un conjunt C �es un codi si i solament si C

�

�es lliure i primers(C

�

) = C.
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1.21 Sigui � un alfabet i sigui M � �

�

. Demostreu que M �es un monoide lliure si i solament si el seu

conjunt de factors primers �es un codi.

1.22 Donats dos llenguatges qualssevol, A i B, s'anomena residu dret

7

de B per A el llenguatge

A nB = fy j 8x 2 A xy 2 Bg.

Sim�etricament, s'anomena residu esquerre de B per A el llenguatge

B =A = fx j 8y 2 A xy 2 Bg.

Demostreu que els tres enunciats seg�uents se satisfan per a llenguatges A i B qualssevol i trobeu

contraexemples per a les dues inclusions rec��proques

1. (B =A)

R

= A

R

nB

R

.

2. A � (A nB) � B.

3. B � A n (A �B).

7

Trobareu una descripcio d'aquest concepte a [BeM97]
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Cap��tol 2 Gram�atiques incontextuals

2.1 Introducci�o

La de�nici�o de les gram�atiques formals com a sistemes generatius �es deguda a Noam

Chomsky, que les va introduir com a eines per modelitzar l'estructura gramatical de les

lleng�ues. Un dels models de�nits per Chomsky va ser el de les gram�atiques incontextuals,

anomenades en angl�es context-free grammars, a les quals ens referirem sovint per mitj�a

de les sigles cfg. El seu �us en inform�atica va ser motivat per la necessitat de construir

compiladors e�cients per a llenguatges de programaci�o, i en aquest �ambit la seva aparici�o

va lligada a la del llenguatge algol, fruit del treball de Backus i Naur.

�

Es freq�uent que els textos de gram�atica de cursos secundaris incloguin regles de rees-

criptura de la forma:

1

horaci�oi ! hsintagma nominali+ hsintagma verbali [+hsintagma adverbiali]

hsintagma nominali ! hnombrei+ hgrup nominali

hgrup nominali ! [hdeterminadori+] hnomi [+hcomplement nomi]

hcomplement nomi ! hadjectiui

�

�

hpart��cula subordinanti+

(hsintagma nominalijhoraci�o subordinadai)

hsintagma verbali ! hverbi [+hatributi] [+hcomplement verbali]

hverbi ! hmorfema verbali+ hlexema verbali

hcomplement verbali ! hsintagma nominali

�

�

hpart��cula subordinanti+

(hsintagma nominalijhoraci�o subordinadai)

�

�

hsintagma adverbiali

que, juntament amb d'altres, expressen la forma en qu�e �es possible generar o analitzar

enunciats d'un proc�es comunicatiu.

Tamb�e �es f�acil trobar en alguns manuals de llenguatges de programaci�o la de�nici�o

sint�actica d'aquests llenguatges en ebnf (forma estesa de Backus Naur). Aix��, a l'ap�en-

dix 1 de Wirth [Wir88], referent al llenguatge Modula-2 , apareixen entre d'altres les

especi�cacions seg�uents:

1

Extret del Cap. 21 de Badia, J. i Grifoll, J.: JONC. Llengua catalana. 1r. de BUP. Barcelona, Edicions 62, 1986.
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hdeclaraci�o constanti !hidentificadori\="hexpressi�o constanti

hidentificadori !hlletrai fhlletrai

�

�

hdigitig

hexpressi�o constanti !hexpressi�o constant simplei

[hrelaci�oihexpressi�o constant simplei]

hrelaci�oi !\="

�

�

\#"

�

�

\<>"

�

�

\>"

�

�

\<"

�

�

\>="

�

�

\<="

�

�

IN

hexpressi�o constant simplei ![\+"

�

�

\-"]hterme constanti

fhoperador additiuihterme constantig

hoperador additiui !\+"

�

�

\-"

�

�

OR;

etc�etera.

En els dos casos es tracta de de�nicions generatives que corresponen a exemples

concrets de gram�atiques incontextuals.

2.2 De�nici�o

Una gram�atica incontextual �es una estructura de la forma

G = hV;�; P; Si

els components de la qual es de�neixen a continuaci�o:

- V �es un alfabet, els s��mbols del qual s'anomenen variables.

- � �es un altre alfabet, disjunt de l'anterior, els s��mbols del qual s'anomenen ter-

minals.

- P �es el conjunt de produccions que de�nirem tot seguit.

- S2V s'anomena variable inicial o de sortida.

El conjunt de produccions �es un subconjunt �nit de parells de V �(V [�)

�

, que escriurem

de la forma A! �, on A2V i � 2 (V [�)

�

.

Se sol abreujar l'escriptura de les produccions agrupant en una mateixa l��nia totes les

que comparteixen la mateixa variable al costat esquerre, de manera que aquesta variable

s'escriu una �unica vegada, seguida de la etxa. A continuaci�o s'escriuen tots els mots de

(V [ �)

�

que apareixen a la dreta de les produccions considerades, separats entre si per

una barra vertical.

Exemple 2.1 Especi�caci�o d'una gram�atica G = hV;�; P; Si. El conjunt de variables

�es V = fS; T;X; Y; Zg. El conjunt de terminals �es

� = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9;+;�; (; )g.

Les produccions del conjunt P s�on

S ! X j X + S

X ! T j Y � Z

Y ! T j (X + S) :

Z ! Y j Y � Z

T ! 0 j 1 j 2 j 3 j 4 j 5 j 6 j 7 j 8 j 9
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Conveni de notaci�o

Per tal de facilitar la comprensi�o de les formulacions i d'agilitar-ne la descripci�o, ens

atindrem sempre que sigui possible als criteris de notaci�o seg�uents:

a) Utilitzarem maj�uscules llatines (A;B;C; : : :Z) per representar les variables.

b) Utilitzarem min�uscules llatines inicials (a; b; c; : : : ) per representar els terminals.

c) Utilitzarem min�uscules llatines �nals (: : :w; x; y; z) per representar els mots de

terminals.

d) Utilitzaremmin�uscules gregues (�; �; ; : : : ; !) per representar els mots sobre (V [

�)

�

, que anomenarem cadenes interm�edies.

Exemple 2.2 Quan ens atenim al conveni de notaci�o que acabem d'esmentar, i si

reservem el s��mbol S per a la variable de sortida, podem descriure una gram�atica sense

fer res m�es que especi�car-ne el conjunt de produccions. Aix��,

S ! aBS j bAS j �

A ! bAA j a

B ! aBB j b :

Derivaci�o

Diem que entre dues cadenes interm�edies �; � 2 (V [ �)

�

d'una gram�atica donada G =

hV;�; P; Si hi ha una derivaci�o directa, o que � deriva directament de �, quan podem

descompondre � i � en la forma � = A� i � = "�, on , � i " s�on tamb�e mots de

(V [ �)

�

, A �es una variable i A ! " �es una producci�o de P . Ho escriurem de la forma

� )

G

�.

Diem que una cadena interm�edia � deriva d'una altra � quan �es possible passar de �

a � per una seq�u�encia �nita (eventualment nul

.

la) de derivacions directes.

�

Es a dir, hi ha

un nombre n > 0 i hi ha n+ 1 cadenes interm�edies �

0

, �

1

, : : : �

n

tals que

� = �

0

)

G

�

1

)

G

�

2

)

G

� � � )

G

�

n

= �:

Ho escriurem de la forma �

�

)

G

�. Remarquem que, com a relacions bin�aries de�nides

sobre (V [ �)

�

, la derivaci�o �es el tancament reexiu i transitiu de la derivaci�o directa.

Utilitzarem la notaci�o �

n

)

G

� per representar el fet que la cadena � deriva de � a trav�es

exactament de n derivacions directes. Tamb�e representarem per �

+

)

G

� una derivaci�o

d'un o m�es passos. En tots els casos que acabem de de�nir, prescindirem del s��mbol que

representa la gram�atica quan no hi hagi possibilitat de confusi�o.

Llenguatge generat. Llenguatges incontextuals

Donada una gram�atica G = hV;�; P; Si, s'anomena llenguatge generat per aquesta gra-

m�atica, i es representa per L(G), el conjunt de mots per als quals existeix una derivaci�o
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que duu de la variable inicial al mot considerat. Formalment,

L(G) = fw 2 �

�

j S

�

) wg:

Exemple 2.3 La gram�atica G = hfSg; fa ; bg; fS ! aSb j �g; Si genera el llenguatge

L = fa

n

b

n

j n > 0g. Observeu la caracteritzaci�o recursiva dels mots d'aquest llenguatge

que es dedueix de la seva estructura gramatical. Es t�e, successivament,

w

0

= � w

1

= ab = aw

0

b w

2

= a

2

b

2

= aw

1

b : : : w

n

= a

n

b

n

= aw

n�1

b:

La derivaci�o que correspon al mot a

4

b

4

�es la seg�uent:

S ) aSb ) aaSbb ) aaaSbbb ) aaaaSbbbb ) aaaabbbb:

Exemple 2.4 La gram�atica de l'exemple 2.1 genera totes les expressions aritm�etiques

en qu�e nom�es intervenen sumes i productes de d��gits sense par�entesis redundants.

Exemple 2.5 La gram�atica de l'exemple 2.2 genera tots els mots sobre l'alfabet fa; bg

que tenen tantes a's com b's.

Representem per L

G

(�) (o simplement per L(�), quan la gram�atica G es considera

sobreentesa) el conjunt de mots terminals que poden ser derivats d'una cadena interm�edia

�. Formalment, L

G

(�) = fw 2 �

�

j �

�

)

G

wg. En particular, L

G

(S) = L(G).

Definici

�

o. Un llenguatge s'anomena incontextual quan existeix una cfg que el genera.

Usarem les sigles cfl com a abreviaci�o de `llenguatge incontextual'. Representarem per

CFL la fam��lia dels cfl.

Diem que dues gram�atiques s�on equivalents quan generen el mateix llenguatge. For-

malment, G

1

�es equivalent a G

2

si L(G

1

) = L(G

2

).

2.3 Arbre de derivaci�o. Ambig�uitat

Considerem una derivaci�o qualsevol de la forma A

�

) �, on A i � s�on, respectivament,

una variable i una cadena interm�edia; considerem la seq�u�encia de derivacions directes

que constitueixen la derivaci�o considerada.

�

Es molt �util representar aquesta derivaci�o

mitjan�cant un arbre, de la manera seg�uent:

1. L'arrel de l'arbre t�e per etiqueta la variable A.

2. Cada node intern de l'arbre correspon a alguna de les variables que s�on substi-

tu��des en el proc�es de derivaci�o. Aix��, si una derivaci�o directa consisteix a aplicar

la producci�o X ! �, les etiquetes dels �lls del node que correspon a aquesta

variable X, llegides d'esquerra a dreta, formen �.

3. El producte de l'arbre, �es a dir, el mot format per les seves fulles d'esquerra a

dreta, �es �.
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Exemple 2.6 La �gura 2.1 mostra l'arbre d'una derivaci�o del mot aabbbbaa correspo-

nent a la gram�atica de l'exemple 2.2. Es tracta de la derivaci�o

S ) aBS ) aaBBS ) aabBS ) aabbS ) aabbbAS

) aabbbbAAS ) aabbbbaAS ) aabbbbaaS ) aabbbbaa:

B

Ba A

Sa

Abb b

b S

a

A

a

λ

S

B

Fig. 2.1 Un arbre de derivaci�o

En general, la correspond�encia entre arbres de derivaci�o i derivacions no �es un��voca

en cap dels dos sentits. Una derivaci�o donada pot correspondre a m�es d'un arbre. I a un

mateix arbre de derivaci�o li solen correspondre una pluralitat de derivacions.

Exemple 2.7 Considerem la gram�atica

S ! AB

A ! Aa j �

B ! aB j � :

La derivaci�o

S ) AB ) AaB ) aB ) a

correspon als dos arbres de derivaci�o de la �gura 2.2.

A B

A

S S

A

a a B

B

λ λ

λλ

Fig. 2.2 Dos arbres amb una mateixa derivaci�o

Exemple 2.8 Les dues derivacions seg�uents tamb�e corresponen a l'arbre de l'exem-

ple 2.6.
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1) S ) aBS ) aaBBS ) aaBBbAs ) aabBbAS ) aabBbA

) aabbbA ) aabbbbAA ) aabbbbaA ) aabbbbaa

2) S ) aBS ) aBbAS ) aBbA ) aBbbAA ) aBbbAa

) aBbbaa ) aaBBbbaa ) aaBbbbaa ) aabbbbaa :

�

Es clar que les diferents derivacions que corresponen a un mateix arbre nom�es es

diferencien en l'ordre en qu�e es van escrivint les derivacions directes que les componen.

Des del punt de vista de la sintaxi gramatical, totes les derivacions que corresponen a un

mateix arbre s�on equivalents.

Definici

�

o. Diem que una gram�atica �es ambigua quan �es possible construir dos arbres de

derivaci�o diferents que corresponguin a un mateix mot. Altrament, diem que la gram�atica

�es inambigua.

Exemple 2.9 La gram�atica S ! aSbS j bSaS j � genera el mateix llenguatge que

la de l'exemple 2.2, �es a dir, els mots amb el mateix nombre de a's i b's. A difer�encia

d'aquella, per�o, es tracta d'una gram�atica ambigua, com posen de manifest els dos arbres

de derivaci�o de la �gura 2.3, que corresponen al mot abab.

Sb

a

a S

S b S

λ

λ

a S b

a S b S

S

S

λ λ

λ

S

λ

Fig. 2.3 Un exemple d'ambig�uitat

Exemple 2.10 La gram�atica seg�uent, equivalent a la de l'exemple 2.1, �es for�ca m�es

senzilla que aquella, per�o aquesta �es ambigua mentre que aquella no ho era.

S ! S + S j F � F j T

F ! (S + S) j F � F j T

T ! 0 j 1 j 2 j 3 j 4 j 5 j 6 j 7 j 8 j 9 :

Exemple 2.11 Hi ha nombrosos llenguatges de programaci�o que inclouen, entre les

seves instruccions de control, les dues seg�uents:

si C llavors S

1

si no S

2

i

si C llavors S,

on C representa una expressi�o l�ogica mentre que S

1

, S

2

i S representen instruccions

qualssevol. Suposem que l'especi�caci�o gramatical d'aquestes dues instruccions es limit�es

a incorporar les regles

hinstrucci�oi ! si hexpressi�oi llavors hinstrucci�oi si no hinstrucci�oi

hinstrucci�oi ! si hexpressi�oi llavors hinstrucci�oi



2 Gram�atiques incontextuals 35

on hinstrucci�oi i hexpressi�oi s�on les variables que generen, respectivament, els con-

junts d'instruccions i d'expressions l�ogiques ben formades del llenguatge considerat.

�

Es

clar que en aquestes condicions la seq�u�encia

si C

1

llavors si C

2

llavors S

1

si no S

2
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llavors

hinstrucci�oi

si hexpressi�oi llavorshinstrucci�oi

hinstrucci�oisi nohinstrucci�oi

S

2

C

2

S

1

C

1

si hexpressi�oi

C

1

hinstrucci�oi

si llavorshinstrucci�oi si no hinstrucci�oi

hinstrucci�oillavors

C

2

S

1

S

2

si hexpressi�oi

hexpressi�oi

Fig. 2.4 Ambig�uitat en instruccions de control

El criteri que s'adopta amb car�acter general en aquests casos �es el de considerar

que, en un proc�es d'esquerra a dreta, cada `si no' s'ha d'aparellar amb el `llavors' m�es

pr�oxim que el precedeixi i que no estigui encara aparellat. Aix�� doncs, nom�es la derivaci�o

que correspon al segon dels arbres dibuixats ha de ser considerada correcta. Una manera

senzilla d'impedir una generaci�o de la primera forma consisteix a introduir una segona

variable del tipus hinstrucci�oi entre cada `si no' i el seu `llavors', a la qual no li �es

perm�es de generar la seq�u�encia `si hexpressi�oi llavors hinstrucci�oi'. Es tracta, doncs,

de de�nir les regles

hinstrucci�o 0i ! si hexpressi�oi llavors hinstrucci�o 1i si no hinstrucci�o 0i

�

�

si hexpressi�oi llavors hinstrucci�o 0i

�

�

hinstrucci�o 2i

hinstrucci�o 1i ! si hexpressi�oi llavors hinstrucci�o 1i si no hinstrucci�o 1i

�

�

hinstrucci�o 2i;

on ara hinstrucci�o 2i �es una variable que genera la resta d'instruccions del llenguatge.

Una soluci�o equivalent, si b�e no pas id�entica, pot trobar-se a la secci�o 4.3 de [ASU86].

Per posar de manifest que una gram�atica donada �es ambigua, n'hi ha prou a mostrar,

d'acord amb la de�nici�o d'ambig�uitat, un sol cas d'exist�encia de dos arbres de derivaci�o
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diferents per a un mateix mot. En canvi, per poder a�rmar que una gram�atica �es inam-

bigua, cal demostrar que tot mot del llenguatge admet un �unic arbre de derivaci�o. A la

secci�o seg�uent ens ocuparem del problema de demostrar que una gram�atica genera un cert

llenguatge. Veurem que aquest proc�es demostratiu comporta una doble implicaci�o. D'una

banda, que tot mot generat per la gram�atica pertany al llenguatge; d'una altra banda, que

tot mot del llenguatge �es generat per la gram�atica. Demostrar la inambig�uitat consisteix

a imposar a aquesta segona implicaci�o la condici�o addicional d'unicitat de la generaci�o.

Al cap��tol seg�uent veurem una manera de caracteritzar les gram�atiques inambig�ues quan

aquestes gram�atiques han estat depurades de s��mbols in�utils.

Definici

�

o. Sempre que sigui possible, �es �util substituir una gram�atica ambigua per

una altra d'equivalent que no ho sigui. Ara b�e, no sempre �es possible fer aix�o. Diem que

un llenguatge �es inherentment ambigu, o simplement ambigu, quan totes les gram�atiques

que el generen s�on ambig�ues. Altrament diem que el llenguatge �es inambigu. Si b�e la

demostraci�o d'exist�encia de llenguatges inherentment ambigus es posposa �ns al cap��tol 7,

conv�e que el lector s�apiga des d'ara que tals llenguatges existeixen. Un exemple de

llenguatge inherentment ambigu �es

fa

i

b

j

c

k

j i= j _ j=kg:

Tant el problema de recon�eixer si una gram�atica �es ambigua com el de recon�eixer si un

llenguatge �es inherentment ambigu s�on problemes indecidibles.

2

2.4 Veri�caci�o de gram�atiques

Entenem per veri�caci�o d'una gram�atica la demostraci�o que aquesta gram�atica genera un

llenguatge donat. Solen haver-hi diferents maneres de fer-ho, per�o hi ha un plantejament

for�ca general lligat al car�acter recursiu de les gram�atiques. All�o que d�ona a les gram�atiques

aquest car�acter recursiu �es l'exist�encia de derivacions de la forma A

�

) �A�. Donada una

gram�atica de variables V = fX

1

;X

2

; : : : ;X

k

g i donat un llenguatge L, el plantejament

general consisteix a establir k enunciats conjunts de la forma

8w X

i

�

) w () w 2 L

i

on es disposa d'una de�nici�o de cada un dels llenguatges L

i

per a i = 1; 2; : : : ; k. Un

d'aquests llenguatges (el que correspon a la variable de sortida) ha de ser el llenguatge L

donat. La demostraci�o consisteix a associar a aquest conjunt d'enunciats una funci�o de

�ta (generalment la longitud de w), i procedir per inducci�o sobre aquesta funci�o num�erica.

La recursivitat del conjunt de produccions permet un bon funcionament del m�etode d'in-

ducci�o.

Cal advertir, tanmateix, que no pot existir cap m�etode absolutament general de veri-

�caci�o de gram�atiques. Fins i tot si suposem que la descripci�o dels llenguatges donats es fa

mitjan�cant unes regles est�andards d'especi�caci�o (cosa que seria indispensable per poder

aplicar qualsevol m�etode), el problema �es indecidible. La de�nici�o precisa del signi�cat

2

Sobre el signi�cat d'aquest terme, vegeu el comentari que apareix al segon par�agraf de la secci�o seg�uent.
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del terme `indecidible' escapa de l'abast d'aquest curs,

3

per�o conv�e diferenciar la mera

inexist�encia d'un m�etode (que podria ser deguda a la ignor�ancia) de la impossibilitat

d'aquesta exist�encia (cosa que implica un coneixement positiu). Tamb�e cal diferenciar el

coneixement de la soluci�o de problemes espec���cs del coneixement d'un m�etode general

de soluci�o. Que una categoria de problemes sigui indecidible no signi�ca que no es pugui

trobar una soluci�o a cada especi�caci�o del problema. Signi�ca que no �es possible fer-ho

seguint un m�etode general.

Exemple 2.12 Demostrarem que la gram�atica

S ! aBAS j aXS j bAAS j �

A! bAAA j a

B ! aXB j b

X ! aXX j aB

genera els mots sobre l'alfabet fa; bg que tenen exactament el doble nombre de a's que

de b's.

Demostraci

�

o. Considerem la funci�o f que associa a cada mot w de fa; bg

�

el valor

f(w) = 2 � jwj

b

� jwj

a

. Representarem per P(w) el conjunt de pre�xos de w diferents del

mateix w. Ens proposem demostrar conjuntament les equival�encies seg�uents:

8w

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

S

�

) w () f(w) = 0

A

�

) w () f(w) = �1 ^ 8x2P(w) f(x) > 0

B

�

) w () f(w) = 2 ^ 8x2P(w) f(x) 6 0

X

�

) w () f(w) = 1 ^ 8x2P(w) f(x) 6 0:

Farem aquesta demostraci�o per inducci�o sobre n = jwj.

Base. Quan n = 0, �es w = �. En tal cas, la primera equival�encia se satisf�a en ser certs els

seus dos membres, i les altres tres se satisfan tamb�e en ser falsos els seus dos membres.

Pas inductiu. Quan n > 0, es poden donar dos casos: o b�e w = au, o b�e w = bu, amb

u2fa; bg

�

i juj < n. Per a cada un d'aquests dos casos, estudiarem separadament cada

una de les quatre equival�encies, i per cada equival�encia estudiarem primer la implicaci�o

d'esquerra a dreta i despr�es la de dreta a esquerra.

Cas 1.1.1 S

�

) au =) f(au) = 0.

Si S

�

) au, considerant el primer pas d'aquesta derivaci�o, hi ha dues possibilitats:

(

9x; y; z u = xyz ^ B

�

) x ^ A

�

) y ^ S

�

) z

9x; y u = xy ^ X

�

) x ^ S

�

) y:

En el primer cas, per hip�otesi d'inducci�o (h.i. d'ara endavant) es t�e f(x) = 2, f(y) = �1

i f(z) = 0. En conseq�u�encia, f(au) = �1 + 2� 1 + 0 = 0: En el segon cas es t�e f(x) = 1 i

f(y) = 0. Per tant, f(au) = �1 + 1 + 0 = 0:

Cas 1.1.2 f(au) = 0 =) S

�

) au.

Considerem el menor pre�x v de u tal que f(v) = 1. Sigui u = vz. Es t�e f(z) = 0 i per

h.i. S

�

) z. Hi ha dues possibilitats: o b�e 8x2P(v) es t�e f(x) 6 0; o b�e v �es de la forma

v = xy amb f(x) = 2, f(y) = �1 i amb f(t) 6 0 per a tot t2P(x). En el primer cas, per

3

Podeu trobar-la al cap��tol 7 de [SACL01].
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h.i., X

�

) v, i es t�e S ) aXS

�

) au. En el segon cas �es for�c�os que 8s2P(y) f(s) > 0 i,

en conseq�u�encia, per h.i. B

�

) x i A

�

) y, d'on resulta que S ) aBAS

�

) au.

Cas 1.2 A

�

) au () f(au) = �1 ^ 8x2P(au) f(x) > 0.

Aquesta equival�encia no cal dividir-la en dues implicacions, ja que �es immediat constatar

que els dos membres equivalen a la condici�o u = �.

Cas 1.3.1 B

�

) au =) f(au) = 2 ^ 8x2P(au) f(x) 6 0.

B

�

) au ha de ser de la forma B ) aXB

�

) ayz, amb u = yz, ambX

�

) y i amb B

�

) z.

Per h.i. es t�e que f(y) = 1 ^ 8s 2 P(y) f(s) 6 0 i que f(z) = 2 ^ 8t 2 P(z) f(t) 6 0.

D'una banda, es t�e f(au) = f(ayz) = �1 + 1 + 2 = 2. D'altra banda, si x2P(au) hi ha

tres possibilitats:

8

<

:

x = � i aleshores f(x) = 0

x = as amb s2P(y) i aleshores f(x) = �1 + f(s)

x = ayt amb t2P(z) i aleshores f(x) = �1 + 1 + f(t)

i en tots els casos resulta f(x) 6 0.

Cas 1.3.2 f(au) = 2 ^ 8x2P(au) f(x) 6 0 =) B

�

) au.

Sigui v el menor pre�x de u tal que f(v) = 1. Aquest pre�x existeix i �es l'�unic que satisf�a

la condici�o de no tenir cap pre�x propi t amb f(t) > 0. Aix�� doncs, per h.i. X

�

) v.

Sigui u = vz. De les condicions sobre v resulta que f(z) = 2, i que si s2P(z), com que

avs 2 P(au), sabem que f(avs) 6 0, �es a dir, que f(s) 6 0. En conseq�u�encia, per h.i.

B

�

) z. Per tant, podem formar la derivaci�o B ) aXB

�

) avz.

Cas 1.4.1 X

�

) au =) f(au) = 1 ^ 8x2P(au) f(x) 6 0.

Si X

�

) au, considerant el primer pas d'aquesta derivaci�o, hi ha dues possibilitats:

(

9y; z u = yz ^ X

�

) y ^ X

�

) z

B

�

) u:

En el primer cas, per h.i. es t�e que f(y) = f(z) = 1, que 8s 2 P(y) f(s) 6 0 i que

8t2P(z) f(t) 6 0. En conseq�u�encia, f(ayz) = �1+1+1 = 1. D'altra banda, si x2P(au)

hi ha tres possibilitats:

8

<

:

x = � i aleshores f(x) = 0

x = as amb s2P(y) i aleshores f(x) = �1 + f(s)

x = ayt amb t2P(z) i aleshores f(x) = �1 + 1 + f(t)

i en tots els casos resulta f(x) 6 0.

En el segon cas, la h.i. d�ona f(u) = 2 i 8s2P(u) f(s) 6 0. Per tant, f(au) = 1. Quant

als pre�xos x2P(au), poden ser o b�e �, o b�e de la forma x = as per a algun s2P(u).

En tots els casos resulta f(x) 6 0.

Cas 1.4.2 f(au) = 1 ^ 8x2P(au) f(x) 6 0 =) X

�

) au.

Hi ha dues possibilitats. O b�e existeix un pre�x y de u amb f(y) = 1 (cas, per exemple,

de u = abaabab amb y = ab o y = abaab). O b�e no n'existeix cap (cas de u = aabab).

En el primer cas, considerem el m��nim pre�x y que satisf�a f(y) = 1. Aquest mot y

satisf�a, a m�es, la condici�o 8s 2 P(y) f(s) 6 0, i �es l'�unic pre�x de u que la satisf�a. Si

anomenem u = yz, resulta que z satisf�a les dues condicions f(z) = 1 i 8t2P(z) f(t) 6 0.

Ara, la h.i. permet establir que X

�

) y i que X

�

) z. Per tant, es t�e X ) aXX

�

) ayz.

En el segon cas, es t�e que 8s2P(u) f(s) 6 0 i com que f(u) = 2 resulta, per h.i., que

B

�

) u i, per tant, es t�e X ) aB

�

) au.
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Cas 2.1.1 S

�

) bu =) f(bu) = 0.

La derivaci�o S

�

) bu ha de ser de la forma S ) bAAS

�

) bxyz, amb u = xyz, amb

A

�

) x, amb A

�

) y i amb S

�

) z. Per h.i. tenim f(x) = f(y) = �1 i f(z) = 0. Per tant,

f(bu) = 2� 1� 1 + 0 = 0.

Cas 2.1.2 f(bu) = 0 =) S

�

) bu.

Partim de f(u) = �2. Com que la funci�o f nom�es pot decr�eixer d'unitat en unitat

quan considerem pre�xos creixents d'esquerra a dreta, podem dividir el mot u en tres

factors u = xyz, de manera que x i y siguin els m��nims factors inicials que tenen f(x) =

f(y) = �1. El resultat �es que aquesta �es l'�unica factoritzaci�o que satisf�a les condicions

8s2P(x) f(s) > 0 i 8t2P(y) f(t) > 0. Per h.i. tenim A

�

) x i A

�

) y. A m�es, com que

f(z) = 0, resulta S

�

) z. Concloem que S ) bAAS

�

) bxyz.

Cas 2.2.1 A

�

) bu =) f(bu) = �1 ^ 8v2P(bu) f(v) > 0.

La derivaci�o A

�

) bu ha de ser de la forma A ) bAAA

�

) bxyz, amb u = xyz, amb

A

�

) x, amb A

�

) y i amb A

�

) z. Per h.i. tenim f(x) = f(y) = f(z) = �1, i les condicions

relatives als pre�xos: 8r2P(x) f(r) > 0, 8s2P(y) f(s) > 0 i 8t2P(z) f(t) > 0. Aix��

doncs, per una part tenim f(bxyz) = 2� 1� 1� 1 = �1, i per una altra, si v2P(bu), els

casos possibles s�on

8

>

>

<

>

>

:

v = � i aleshores f(v) = 0

v = br amb r2P(x) i aleshores f(v) = 2 + f(r)

v = bxs amb s2P(y) i aleshores f(v) = 2� 1 + f(s)

v = bxyt amb t2P(z) i aleshores f(v) = 2� 1� 1 + f(t)

i en tots els casos resulta f(v) > 0.

Cas 2.2.2 f(bu) = �1 ^ 8v2P(bu) f(v) > 0 =) A

�

) bu.

Tenim ara que f(u) = �3. Per un raonament an�aleg al del cas 2.1.2, podem dividir el

mot u en tres factors u = xyz, de manera que x �es el m��nim pre�x de u amb f(x) = �1;

i que del su�x restant, y n'�es el m��nim pre�x amb f(y) = �1. En aquestes condicions,

podem assegurar que aquesta �es l'�unica descomposici�o de u en tres factors, x, y i z, que

satisfan les propietats f(x) = f(y) = f(z) = �1, 8r 2P(x) f(r) > 0, 8s2P(y) f(s) > 0

i 8t 2 P(z) f(t) > 0. La h.i. ens d�ona A

�

) x, A

�

) y i A

�

) z. Existeix, per tant la

derivaci�o A) bAAA

�

) bxyz.

Cas 2.3 B

�

) bu () f(bu) = 2 ^ 8x2 P(bu) f(x) 6 0.

An�alogament al cas 1.2, aquesta equival�encia no cal dividir-la en dues implicacions, ja

que �es immediat constatar que els dos membres equivalen a la condici�o u = �.

Cas 2.4 X

�

) bu () f(bu) = 1 ^ 8x2 P(bu) f(x) 6 0.

Tampoc en aquest cas no cal separar les dues implicacions, ja que no hi ha cap valor

de u que satisfaci cap dels dos membres. Aix�� doncs, els dos membres s�on falsos (i

l'equival�encia, per tant, �es certa).

Malgrat que el procediment seguit a l'exemple anterior �es for�ca general, hi ha casos en

qu�e es fa dif��cil aplicar el m�etode d'inducci�o si es pren com a funci�o de �ta la longitud dels

mots. En tals casos, l'elecci�o d'una funci�o de �ta diferent pot evitar que la demostraci�o

quedi encallada. Ho veurem amb l'exemple seg�uent.

Exemple 2.13 Es tracta de demostrar que la gram�atica
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S ! aSb j SS j �

genera el llenguatge de mots ben constru��ts sobre un parell de \par�entesis" simbolitzats

per a i b.

�

Es a dir, el llenguatge

L = fw 2 fa; bg

�

j jwj

a

= jwj

b

^ 8x; y w = xy ) jxj

a

> jxj

b

g:

Intent de demostraci

�

o. Considerem l'enunciat

8w S

�

) w () w 2 L

i intentem demostrar-lo per inducci�o sobre n = jwj.

Base. Quan n = 0, �es que w = � i, en tal cas, l'equival�encia se satisf�a en ser certs els

seus dos membres.

Pas inductiu. Quan n > 0, w ha de ser de la forma w = au o de la forma w = bu, amb

u2fa; bg

�

i juj < n. Intentarem procedir com en l'exemple precedent, separant els dos

casos i estudiant per a cada cas primer la implicaci�o d'esquerra a dreta i despr�es la de

dreta a esquerra.

Cas 1.1 S

�

) au =) (jauj

a

= jauj

b

^ 8x; y au=xy ) jxj

a

> jxj

b

).

Si S

�

) au, considerant el primer pas d'aquesta derivaci�o, hi ha dues possibilitats:

�

9v u = vb ^ S

�

) v

9v; z au = vz ^ S

�

) v ^ S

�

) z:

En el primer cas, per h.i. sabem que v 2 L, i d'aix�o resulta immediatament que

avb2L.

Per�o en el segon cas, entre les descomposicions possibles de au en dos factors v i z,

hi ha les dues extremes,

�

v = � ^ z = au

v = au ^ z = �

que ens retornen a la situaci�o anterior, sense que hi hagi un decreixement en la funci�o

de �ta. Aix�o ens impedeix de progressar de manera senzilla en el m�etode d'inducci�o.

En aquests casos, pot ser �util prendre una funci�o de �ta m�es adaptada a la gene-

rativitat de les gram�atiques que no pas la longitud dels mots generats. Fixem-nos que,

en l'exemple anterior, el problema ha aparegut en el decurs de demostrar la implicaci�o

d'esquerra a dreta. Com veurem a continuaci�o en la represa d'aquest exemple, no hi ha

cap problema en la demostraci�o de la implicaci�o rec��proca.

�

Es a dir, aquest segon tipus

d'implicacions el continuarem expressant de la forma

8n > 0 8w 2 �

n

w 2 L

i

=) X

i

�

) w

i farem inducci�o sobre n, la longitud del mot. En canvi, l'altre tipus d'implicacions �es

millor rescriure'l de la forma

8n > 0 8w 2 �

�

X

i

n

) w =) w 2 L

i

i fer inducci�o sobre el nombre de passos en la derivaci�o dels mots. Ho veurem a l'exemple

seg�uent.
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Exemple 2.14 Reprenem la gram�atica i el llenguatge L de l'exemple anterior, i fem

ara la demostraci�o de la implicaci�o d'esquerra a dreta per inducci�o sobre el nombre n de

passos de la derivaci�o

S

n

) w =) w 2 L:

En lloc de plantejar la inducci�o en termes de `base' i `pas inductiu', aqu�� �es m�es convenient

fer-ho seguint l'esquema alternatiu

8n P (n) () 8n

�

(8m<n P (m)) ) P (n)

�

;

�es a dir, la hip�otesi d'inducci�o consisteix a considerar que l'enunciat P (n) se satisf�a per a

tots els valors menors que el n considerat. A partir d'aix�o, s'ha de demostrar que tamb�e

se satisf�a per a n. En el nostre cas, la h.i. ser�a que S

m

) w =) w2L per a tot m < n.

Sigui S

n

) w. Com que w 6= S, cal que sigui n > 1. Per tant, la derivaci�o considerada

ha de ser d'una d'aquestes tres formes:

S

n

) w �es

8

<

:

S ) �

S ) SS

n�1

=) w

S ) aSb

n�1

=) w:

- En el primer cas, resulta w = �, que pertany a L.

- En el segon cas, w ha de ser de la forma w = uv amb S

m

1

=) w i S

m

2

=) w, on

m

1

; m

2

< n. Per h.i. tenim u; v 2 L, i d'aix�o f�acilment dedu��m que w2L.

- En el tercer cas, w ha de ser de la forma w = aub, amb S

n�1

=) u. Per h.i. tenim

u2L, i d'aix�o resulta w2L.

La implicaci�o rec��proca la farem per inducci�o sobre jwj. Sigui w 2 L. Si w = �,

tenim S ) w. Si w 6= �, sigui w = uv, on u �es el menor pre�x no buit de w que pertany

a L. Aquest pre�x existeix, ja que en el cas extrem �es el mateix w. Poden donar-se dos

casos:

- Si u 6= w, �es f�acil veure que v2L i, per h.i., S

�

) u i S

�

) v, d'on S ) SS

�

) uv.

- Si u = w, aleshores �es f�acil veure que w �es de la forma w = avb amb v2L. Per h.i.

tenim S

�

) v, i d'aix�o S ) aSb

�

) avb.

De tota manera, al cap��tol seg�uent veurem que la di�cultat d'aplicar inducci�o sobre

la longitud dels mots, di�cultat que l'exemple anterior posa de manifest, desapareix quan

la gram�atica est�a en forma depurada.

2.5 Operacions b�asiques amb gram�atiques

Considerarem a continuaci�o un seguit d'operacions b�asiques sobre llenguatges, les quals

tenen en com�u que conserven la incontextualitat, �es a dir, aplicades a llenguatges in-

contextuals donen com a resultat tamb�e llenguatges incontextuals. Les demostracions

seguiran processos constructius: es partir�a de les gram�atiques que generen els llenguatges

operands i s'obtindr�a la gram�atica que genera el llenguatge resultant.

Reuni�o de dos CFL

Siguin G

1

= hV

1

; �

1

; P

1

; S

1

i i G

2

= hV

2

; �

2

; P

2

; S

2

i dues gram�atiques que generen els
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llenguatges L

1

i L

2

, respectivament. Podem considerar, sense p�erdua de generalitat, que

els alfabets V

1

i V

2

s�on disjunts, ja que sempre podem obtenir una gram�atica equivalent a

una de donada modi�cant les seves variables (p. ex., canviant A per A

0

, B per B

0

, etc.).

Introdu��m una nova variable, S, que no pertanyi ni a V

1

ni a V

2

i considerem la gram�atica

G = hV;�; P; Si, on V = V

1

[V

2

[fSg, on � = �

1

[�

2

i on P est�a formada per totes les

produccions de P

1

i P

2

i, a m�es, les dues produccions S ! S

1

j S

2

. Aquesta gram�atica

genera el llenguatge L

1

[ L

2

. Ho demostrarem despr�es de veure'n un exemple.

Exemple 2.15 Considerem el llenguatge L = fa

i

b

j

j i 6= jg i volem construir una

gram�atica que el generi. Podem escriure L de la forma

L = fa

i

b

j

j i > j _ i < jg = fa

i

b

j

j i > jg [ fa

i

b

j

j i < jg;

on els llenguatges components tenen per gram�atiques fA ! aA j aAb j ag i fB !

Bb j aBb j bg. Ara, la gram�atica G = hfS; A; Bg; fa; bg; P; Si, on P est�a format per les

produccions

S ! A j B

A! aA j aAb j a

B ! Bb j aBb j b ;

genera el llenguatge L.

Proposici

�

o. L(G) = L

1

[ L

2

.

Demostraci

�

o. Per a cada mot w de L

1

existeix una derivaci�o S

1

�

) w en G

1

. Com que

totes les produccions de P

1

han estat incorporades a P , podem escriure amb produccions

de P la derivaci�o S ) S

1

�

) w; aix�� doncs, w2L. El mateix raonament s'aplica als mots

de L

2

, i concloem que L

1

[ L

2

� L(G).

Rec��procament, per a tot mot w de L(G) existeix una derivaci�o de la forma S

�

) w.

Per�o aquesta derivaci�o nom�es pot ser d'un dels dos tipus, S ) S

1

�

) w o S ) S

2

�

) w,

ja que nom�es hi ha dues produccions possibles per a S. Els mots que provenen de deriva-

cions del primer tipus for�cosament han de pert�anyer a L

1

, ja que tota la derivaci�o S

1

�

) w

es fa amb produccions de P

1

. An�alogament, les derivacions del segon tipus donen lloc a

mots de L

2

. En conclusi�o, L(G) � L

1

[ L

2

. �

Com a resultat de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de la reuni�o.

Concatenaci�o de dos CFL

Siguin, com abans, G

1

= hV

1

; �

1

; P

1

; S

1

i i G

2

= hV

2

; �

2

; P

2

; S

2

i dues gram�atiques que

generen els llenguatges L

1

i L

2

, respectivament, i tals que V

1

\ V

2

= ?. Considerem,

tamb�e com abans, una gram�atica G = hV;�; P; Si, on S =2 V

1

[ V

2

torna a ser una

variable nova, on V = V

1

[ V

2

[ fSg, on � = �

1

[ �

2

, per�o on ara P est�a formada per

totes les produccions de P

1

i P

2

, i per S!S

1

S

2

. Sigui L el llenguatge generat per G; es

t�e L = L

1

L

2

.
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Exemple 2.16 Ens proposem de construir una gram�atica per al llenguatge

L = fa

i

b

j

c

k

j i; j; k > 0 ^ j = i + kg:

Podem expressar L com a concatenaci�o de dos llenguatges. En efecte,

L = fa

i

b

i

b

k

c

k

j i; k > 0g = fa

i

b

i

j i > 0g � fb

k

c

k

j k > 0g;

on els llenguatges components s�on generats per les gram�atiques de produccions fX !

aXb j �g i fY ! bY c j �g. En conseq�u�encia el llenguatge L �es generat per la gram�atica

de produccions

S ! XY

X ! aXb j �

Y ! bY c j � :

Proposici

�

o. L(G) = L

1

� L

2

.

Demostraci

�

o. Sigui w 2 L

1

L

2

i siguin x 2 L

1

i y 2 L

2

tals que w = xy. Existeixen,

doncs, sengles derivacions S

1

�

) x i S

2

�

) y en les gram�atiques G

1

i G

2

, respectivament.

Com que P

1

; P

2

� P , podem construir a G la derivaci�o S ) S

1

S

2

�

) xy i resulta xy2L.

Rec��procament, tot mot w2L ha de tenir una derivaci�o de la forma S ) S

1

S

2

�

) w,

ja que �es for�cosa la utilitzaci�o de la producci�o S!S

1

S

2

. D'aix�o resulta necess�ariament

que w �es de la forma w = xy, amb S

1

�

) x i S

2

�

) y. Com que no �es possible que en

la derivaci�o de x intervinguin produccions de P

2

, perqu�e partim de S

1

, resulta x 2 L

1

.

An�alogament, tenim y2L

2

. Per tant w 2 L

1

L

2

. �

Com a resultat de la proposici�o anterior podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de la concate-

naci�o.

Tancament de Kleene i tancament positiu d'un CFL

Sigui G

1

= hV

1

; �; P

1

; S

1

i una gram�atica que genera el llenguatge L

1

. Considerem la

gram�atica G = hV;�; P; Si on S =2 V

1

�es una variable nova, on V = V

1

[ fSg i on P s'ha

obtingut afegint a P

1

les produccions fS ! S

1

S j �g. La gram�atica G genera L = L

�

1

.

Proposici

�

o. L(G) = L

�

1

.

Demostraci

�

o. Tot mot de L

�

1

o b�e �es �, o b�e �es de la forma w

1

: : :w

n

, amb w

1

, : : : ,

w

n

2 L

1

. En el primer cas, la producci�o S! � garanteix que � 2 L. En el segon cas,

existeixen a G

1

derivacions de la forma S

1

�

) w

i

per a tot i entre 1 i n. Per tant, podem

formar a G la derivaci�o S ) S

1

S ) : : : ) S

n

1

S ) S

n

1

�

) w

1

: : :w

n

i concloem que

w

1

: : : w

n

2 L.

Rec��procament, tota derivaci�o de G o b�e �es S ) �, o b�e es pot rescriure de manera

que tingui la forma S

n

) S

n

1

S ) S

n

1

�

) w, ja que S no apareix a cap altra producci�o. Per

tant, w �es de la forma w

1

: : :w

n

amb w

1

, : : : , w

n

2 L

1

i resulta w2L

n

1

� L

�

1

. �

Quant al tancament positiu, la gram�atica que correspon a L

+

1

nom�es es diferencia de

la que correspon a L

�

1

en la substituci�o de la producci�o S! � per la producci�o S! S

1

.

La demostraci�o �es an�aloga a l'anterior. En conseq�u�encia, obtenim el teorema seg�uent.
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Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de l'estrella de

Kleene i del tancament positiu.

Exemple 2.17 Sigui � un alfabet. Un subconjunt C � �

�

s'anomena codi si C

genera lliurement C

�

, �es a dir, si tot mot de C

+

factoritza de manera �unica en mots de

C. Un exemple molt elemental de codi sobre l'alfabet � = fa; bg �es el conjunt de mots

de la forma ba

n

per a n > 0, que admet la gram�atica S

0

! S

0

a j b. Aix�� doncs, les

gram�atiques que generen C

�

i C

+

s�on, respectivament,

C

�

:

�

S

1

! S

0

S

1

j �

S

0

! S

0

a j b

i C

+

:

�

S

2

! S

0

S

2

j S

0

S

0

! S

0

a j b :

Revessament d'un CFL

Sigui G

1

= hV;�; P

1

; Si una gram�atica que genera el llenguatge L

1

. Considerem la

gram�atica G = hV;�; P; Si on P = fX ! �

R

j (X ! �) 2 P

1

g, �es a dir, l'�unic canvi

consisteix a revessar els costats drets de totes les produccions de la gram�atica de partida.

Aquesta gram�atica genera L = L

R

1

. En efecte, per cada derivaci�o de G

1

podem escriure

una derivaci�o de G amb totes les cadenes interm�edies revessades, i rec��procament.

Exemple 2.18 La gram�atica que t�e per produccions

S ! +SS j �SS j 0 j 1 j � � � j 9

genera en notaci�o pre�xa les expressions aritm�etiques en qu�e nom�es intervenen sumes

i productes de d��gits. La gram�atica que genera el mateix tipus d'expressions, per�o en

notaci�o post�xa, �es, doncs,

S ! SS+ j SS� j 0 j 1 j � � � j 9:

Observeu que si considerem una expressi�o concreta, com ara a+(b�c), on a, b i c poden ser

d��gits qualssevol, i l'escrivim en notaci�o pre�xa, +a�bc, la revessada d'aquesta, cb�a+,

ha quedat en notaci�o post�xa, per�o ja no �es l'expressi�o original. En efecte, l'expressi�o de

partida, escrita en notaci�o post�xa, �es abc�+. Aquest fet pot no ser rellevant en aquest

exemple, perqu�e les operacions considerades s�on commutatives i les dues expressions

obtingudes en notaci�o post�xa tenen el mateix valor. Per�o aix�o deixa de ser aix�� quan

considerem operadors no commutatius.

Mor�sme d'un CFL

Sigui G

1

= hV;�

1

; P

1

; Si una gram�atica que genera el llenguatge L

1

, i sigui h:�

�

1

�! �

�

2

un mor�sme. Considerem la gram�atica G

2

= hV;�

2

; P

2

; Si, on P

2

est�a format per les

mateixes produccions que P

1

en les quals s'ha substitu��t cada aparici�o d'un s��mbol de �

1

per la seva imatge en el mor�sme h. Podem formalitzar aquesta construcci�o de la manera

seg�uent.

Sigui

~

h l'extensi�o del mor�sme h al domini (�

1

[ V )

�

que deixa invariats el s��mbols

de V , �es a dir, per als s��mbols terminals a 2 �

1

es t�e

~

h(a) = h(a), mentre que per a
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les variables X 2 V es t�e simplement

~

h(X) = X. Amb aquesta notaci�o, el conjunt de

produccions de G

2

�es

P

2

= fA!

~

h(�) j (A!�) 2 P

1

g:

D'ara endavant identi�carem

~

h i h. Abans de demostrar que G

2

genera h(L

1

), vegem un

parell d'exemples.

Exemple 2.19 Considerem la gram�atica de�nida per les produccions

S ! aSb j c :

Es tracta clarament d'una gram�atica que genera el llenguatge

L = fa

n

cb

n

j n > 0g:

Considerem ara el mor�sme de�nit per h(a) = 0 ; h(b) = 00 i h(c) = �.

�

Es immediat

constatar que h(L) = f000g

�

. Una gram�atica que genera aquest llenguatge, obtinguda

a partir de la construcci�o anterior, �es

S ! 0S00 j � :

Podem adonar-nos immediatament que aquesta no �es probablement la gram�atica que

haur��em escollit a l'hora de triar-ne alguna per generar aquest llenguatge. Possiblement

haur��em preferit una gram�atica com ara

S ! 000S j � :

Si, d'altra banda, considerem ara el mor�sme invers del llenguatge f000g

�

obtenim

h

�1

(f000g

�

) =

�

w 2 fa; b; cg

�

j jwj

a

+ 2jwj

b

=

_

3

	

;

llenguatge que inclou el llenguatge L de partida, per�o tamb�e altres mots. Aix��, per

exemple, tenim que bac 2 h

�1

(h(L)), mentre que bac =2 L.

Exemple 2.20 Considerem la gram�atica seg�uent:

G

0

: S ! aS j aSbS j c.

�

Es f�acil de constatar que es tracta d'una gram�atica ambigua. Considerem ara les dues

gram�atiques seg�uents, que no ho s�on i que generen el mateix llenguatge que G

0

:

G

1

:

8

>

<

>

:

S ! A j B

A! aAbA j c

B ! aS j aAbB

i

G

2

:

�

S ! aS j aAbS j c

A ! aAbA j c :

Demostrar que aquestes gram�atiques s�on no ambig�ues no �es gaire senzill. Cal fer

una demostraci�o que sigui de tipus estrictament sint�actic. Per�o el problema s'aclareix

notablement si considerem el mor�sme seg�uent,

h(a) = si hexpressi�oi llavors

h(b) = si no

h(c) = hinstrucci�o 2i :

Aix�o ens permet donar una interpretaci�o sem�antica del problema proposat, de manera

que G

0

i G

2

donen lloc a les gram�atiques introdu��des a l'exemple 2.11, mentre que
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G

1

d�ona lloc a la gram�atica proposada per Aho, Sethi i Ullman [ASU86, secci�o 4.3].

Remarquem que, un cop interpretat el problema, la soluci�o sint�actica �es m�es f�acil de

formular en termes de les gram�atiques G

0

; G

1

i G

2

que en termes de les gram�atiques

originals.

Proposici

�

o. L(G

2

) = h(L

1

).

Demostraci

�

o. Farem, com de costum, la demostraci�o de les dues inclusions per sepa-

rat. Comen�carem per la inclusi�o h(L

1

) � L(G

2

) que �es la m�es senzilla. Que per a tot

mot w 2 L

1

es tingui que la seva imatge h(w) pertany a L(G

2

) �es un cas particular de

l'enunciat seg�uent, referit a cadenes interm�edies � qualssevol,

8� S

n

)

G

1

� =) S

n

)

G

2

h(�):

La demostraci�o d'aquest enunciat per inducci�o sobre n es deixa com a exercici.

La inclusi�o rec��proca, L(G

2

) � h(L

1

), s'obt�e de considerar un mot w qualsevol i fer

�

0

= w a l'enunciat seg�uent:

8�

0

S

n

)

G

2

�

0

=) 9� �

0

= h(�) ^ S

n

)

G

1

�;

que demostrarem per inducci�o sobre n.

- Base. Quan n = 0, es t�e �

0

= S i l'enunciat se satisf�a fent � = S.

- Pas inductiu. Quan n > 0, podem separar l'�ultim pas de la derivaci�o de �

0

dels n� 1

anteriors. Sigui

S

n�1

)

G

2

�

0

)

G

2

�

0

:

a) Per hip�otesi d'inducci�o tenim 9� �

0

= h(�) ^ S

n�1

)

G

1

�:

b) La consideraci�o de l'�ultim pas permet establir que

9�

0

1

; �

0

2

;  9A (�

0

= �

0

1

A�

0

2

) ^ (�

0

= �

0

1

h()�

0

2

) ^ (A!  2 P

1

):

4

Aix�� doncs, l'equaci�o �

0

1

A�

0

2

= h(�) ens permet descompondre � de la forma � =

�

1

A�

2

, amb �

0

1

= h(�

1

) i �

0

2

= h(�

2

). L'enunciat proposat es dedueix ara de forma

immediata de prendre � = �

1

�

2

. �

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de l'aplicaci�o de

mor�smes directes.

Al cap��tol 8 veurem que la fam��lia dels cfl tamb�e �es tancada respecte dels mor�smes

inversos. Per�o cal advertir que en cap cas no estem a�rmant que, quan la imatge d'un

llenguatge per un mor�sme sigui un cfl, el llenguatge considerat tamb�e hagi de ser un

cfl. Pot ser que ho sigui i pot ser que no.

4

Pot ser que aquesta descomposici�o de �

0

i �

0

no sigui �unica, pel fet que h() = A, en el qual cas resulta �

0

= �

0

.

Per�o el raonament �es v�alid encara que no hi hagi tal unicitat.
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Exemple 2.21 Considerem el llenguatge L = fa

n

b

n

c

n

j n > 0g, al qual ens referirem a

l'exemple 7.12 com a prototipus de llenguatge no incontextual. Considerem el mor�sme

h(a) = a, h(b) = b i h(c) = �. Es t�e h(L) = fa

n

b

n

j n > 0g, que s�� que �es incontextual,

com s'ha vist a l'exemple 2.3.

Substituci�o incontextual d'un CFL

Sigui G

0

= hV

0

; �

0

; P

0

; Si una gram�atica que genera el llenguatge L

0

, i sigui �:�

0

�

�! CFL

una substituci�o on la imatge de cada mot �es un llenguatge incontextual. Direm que �

�es una substituci�o incontextual. Considerem que aquesta substituci�o ve de�nida per les

imatges dels s��mbols de �

0

. Sigui �

0

= fa

1

; : : : ; a

r

g, i sigui L

i

= �(a

i

) per a cada i entre 1

i r. Per tractar-se de cfl, a cada L

i

podem associar-li una gram�atica G

i

= hV

i

; �

i

; P

i

; S

i

i

que el genera.

Constru��m una gram�atica G = hV;�; P; Si fent

V =V

0

[ V

1

[ � � � [ V

r

� =�

1

[ � � � [�

r

i on P est�a format per totes les produccions de P

1

[ � � � [ P

r

, a les quals afegim les

produccions obtingudes a partir de les de P

0

en les quals s'ha substitu��t cada aparici�o

d'un s��mbol a

i

de �

0

per la variable inicial S

i

que li correspon. Podem formalitzar aquesta

construcci�o de la manera seg�uent. Sigui

f : (V

0

[�

0

)

�

�! (V

0

[ fS

1

; : : : ; S

r

g)

�

el mor�sme de�nit aix��

�

f(X) = X si X 2 V

0

f(a

i

) = S

i

si a

i

2 �

0

:

El que fem �es P = fA! f(�) j A! � 2 P

0

g [ P

1

[ � � � [ P

r

.

Proposici

�

o. L(G) = �(L

0

).

Demostraci

�

o. La demostraci�o, que �es for�ca immediata i que segueix els passos de la

corresponent als mor�smes, es deixa com a exercici. �

Exemple 2.22 Reprenem aqu�� la substituci�o introdu��da a l'exemple 1.11. Partim de

la gram�atica seg�uent que genera els arbres binaris

S ! 2SS j 0 :

Considerem la substituci�o � de�nida per

�(0) = L

0

= 1

�

0 i �(2) = L

2

= 1

�

2.

Una gram�atica per a L

0

�es X

0

! 1X

0

j 0, mentre que una gram�atica per a L

2

�es

X

2

! 1X

2

j 2. Aix�� doncs, una gram�atica per als arbres unari-binaris �es

S ! X

2

SS j X

0

X

0

! 1X

0

j 0

X

2

! 1X

2

j 2 :
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Deixem com a exercici per al lector demostrar que aquesta gram�atica �es equivalent a la

presentada a l'exemple 1.11, �es a dir,

S ! 2SS j 1S j 0 :

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de les substitu-

cions incontextuals.

�

Es curi�os d'observar que les propietats de tancament dels llenguatges incontextuals

respecte de les operacions de reuni�o, concatenaci�o i estrella s'haurien pogut deduir del

tancament respecte de les substitucions. En efecte, donats dos llenguatges incontextuals,

L

1

i L

2

, nom�es cal considerar un alfabet auxiliar de dos s��mbols, � = fa

1

; a

2

g, i fer

la substituci�o �(a

1

) = L

1

i �(a

2

) = L

2

. Resulta que L

1

[ L

2

= �(fa

1

; a

2

g), L

1

� L

2

=

�(fa

1

a

2

g) i L

�

1

= �(a

�

1

). Les propietats de tancament deriven del fet que fa

1

; a

2

g, fa

1

a

2

g

i a

�

1

s�on cfl.

2.6 La intersecci�o de dos CFL pot no ser CFL

A difer�encia del que hem vist amb l'operaci�o de reuni�o, que conserva la incontextualitat,

les operacions de complementaci�o i d'intersecci�o no la conserven. Pot ser que la intersecci�o

de dos cfl sigui tamb�e un cfl, per�o pot no ser-ho.

�

Es evident que la intersecci�o de dos

cfl pot ser un cfl. N'hi ha prou de considerar el cas de dos cfl, L

1

i L

2

, tals que

L

1

� L

2

, en qu�e la intersecci�o �es el mateix L

1

. O el cas en qu�e L

1

i L

2

s�on disjunts, ja que

el conjunt buit �es cfl (una gram�atica que tingui un conjunt buit de produccions genera

el llenguatge buit). Per�o tamb�e hi ha casos en qu�e la intersecci�o de dos cfl no �es un cfl.

L'exemple seg�uent ho posa de manifest.

Exemple 2.23 Considerem els llenguatges:

L

1

= fa

n

b

n

j n > 0gc

�

i L

2

= a

�

fb

n

c

n

j n > 0g:

Es tracta de dos llenguatges incontextuals. L

1

�es la concatenaci�o del llenguatge de�nit

a l'exemple 2.3 amb el llenguatge c

�

, que t�e per gram�atica simplement S ! cS j �. L

2

�es la concatenaci�o, en sentit invers, de dos llenguatges isomorfs als que componen L

1

. Si

ara considerem la intersecci�o d'aquests dos llenguatges obtenim

L

1

\ L

2

= fa

n

b

n

c

n

j n > 0g:

Com veurem m�es endavant, en estudiar el lema d'Ogden al cap��tol 7, aquest llenguatge

no �es incontextual.

Aix�� doncs, en aquest cas nom�es podem enunciar el resultat negatiu seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals no �es tancada respecte de la inter-

secci�o.
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Tenint en compte que la intersecci�o �es el complementari de la reuni�o de complemen-

taris, i que la fam��lia dels cfl s�� que �es tancada respecte de la reuni�o, podem enunciar el

corol

.

lari seg�uent.

Corol

.

lari. La fam��lia dels llenguatges incontextuals no �es tancada respecte de la com-

plementaci�o.

Exemple 2.24 Al cap��tol 7 veurem que el llenguatge dels quadrats dels mots sobre

l'alfabet fa ; bg, �es a dir, el llenguatge L = fww j w 2 fa ; bg

�

g no �es un cfl. En canvi,

el seu complementari �es generat per la gram�atica

S ! AB j BA j A j B

A! TAT j a

B ! TBT j b

T ! a j b :

En efecte, observeu que la variable A genera tots els mots de longitud senar que tenen

una a al punt mig. Semblantment, la variable B genera mots amb una b central. Ara

b�e, els mots que no s�on de la forma ww o b�e tenen longitud senar (i aleshores s�on

generats a partir d'una producci�o inicial S ! A j B), o b�e tenen una de les dues

formes seg�uents, fa ; bg

n

afa ; bg

n+m

bfa ; bg

m

o fa ; bg

n

bfa ; bg

n+m

afa ; bg

m

, i aleshores

s�on generats a partir de S!AB o de S!BA, respectivament.

Cal remarcar, no obstant aix�o, que hi ha cfl, �ns i tot no deterministes (la de�nici�o

de cfl determinista es donar�a al cap��tol 8), que tenen per complementari tamb�e un cfl,

com posa de manifest l'exemple que donem a continuaci�o.

Exemple 2.25 Sigui L

1

= fw 2 fa; bg

�

j w = w

R

g i considerem el seu complementari.

Es tracta del llenguatge format pels mots que no s�on pal��ndroms. El representarem per

L

2

i �es el seg�uent

L

2

= fxa

1

ya

2

z j x; y; z2fa; bg

�

^ a

1

; a

2

2fa; bg ^ jxj= jzj ^ a

1

6=a

2

g:

Tant L

1

com L

2

tenen gram�atiques que els generen. S�on les seg�uents:

L

1

: S ! aSa j bSb j a j b j �

L

2

:

�

S ! aSa j bSb j aXb j bXa

X ! aX j bX j � :

Exercicis

2.1 Trobeu gram�atiques incontextuals que generin els llenguatges seg�uents:

1. fxcy j x; y2fa ; bg

�

^ x

R

�es submot de yg

2. fw 2 fa ; bg

�

j 2jwj

a

= 3jwj

b

+ 2g

3. fw 2 fa ; bg

�

j jwj

a

< 2jwj

b

+ 1g

2.2 Donada la gram�atica S ! aS j aSbS j �

1. Demostreu que genera els mots tals que qualsevol pre�x t�e almenys tantes a's com b's.
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2. Demostreu que �es ambigua.

3. Trobeu una gram�atica equivalent no ambigua.

2.3 Donada la gram�atica de produccions

S ! aBS

�

�

bAS

�

�

�

A! bAA

�

�

a

B ! aBB

�

�

b ;

1. Demostreu que genera el conjunt de mots sobre l'alfabet fa ; bg que tenen tantes a's com b's.

2. Demostreu que �es inambigua.

2.4 Demostreu que les dues gram�atiques seg�uents generen el mateix llenguatge:

G

1

:

8

>

<

>

:

S ! A j B

A! aAbA j c

B ! aS j aAbB

i G

2

:

(

S ! aS j aAbS j c

A! aAbA j c :

2.5 Considereu l'equaci�o L = a

+

(f�g [ Lb). Trobeu una gram�atica per a l'�unic llenguatge L que la

satisf�a. Quin �es aquest llenguatge?

2.6 Una gram�atica s'anomena lineal quan les seves produccions s�on de la forma X!uY v o b�e X!w,

on X i Y s�on variables i u, v i w s�on mots terminals. Un llenguatge s'anomena lineal quan hi ha

alguna gram�atica lineal que el genera. Trobeu gram�atiques lineals per als llenguatges seg�uents:

1. fa

i

b

j

j i < jg

2. fa

i

b

j

j i < 2jg

3. fa

i

b

j

j i > 2jg

4. fa

i

b

j

j j < i < 2jg

5. fa

i

b

j

j i=j _ i=2jg

6. fa

i

b

j

j i 6=j ^ i 6=2jg

7. fa

i

b

j

c

k

j i=j _ j=kg

8. fa

i

b

j

c

k

j i 6=j _ j 6=kg

9. fa

i

b

j

c

k

j k = i+ jg

10. El complementari sobre l'alfabet fa; b; cg del conjunt fa

n

b

n

c

n

j n > 0g

11. fww

R

j w2fa ; bg

�

g

12. fa

i

b

j

1c

i

j i; j > 0g [ fa

i

b

j

2c

j

j i; j > 0g

13. fa

i

b

j

c

k

j k= i _ k=jg

14. fa

i

b

j

c

k

d

l

j k= i _ l=jg

2.7 Una gram�atica s'anomena metalineal quan les seves produccions s�on d'una de les formes seg�uents:

S!A

1

: : :A

m

A!uBv

A!u ;

on A �es una variable qualsevol, A

i

i B poden ser qualsevol variable que no sigui S, i u i v s�on

mots terminals. Un llenguatge s'anomena metalineal quan hi ha alguna gram�atica metalineal que

el genera. Demostreu que un llenguatge �es metalineal si i sols si �es reuni�o �nita de concatenacions

de llenguatges lineals.

2.8 Trobeu gram�atiques metalineals per als llenguatges seg�uents:

1. fa

i

b

i

c

j

d

j

j i; j > 0g

2. fa

i

b

j

c

k

d

l

j (i=j ^ k= l) _ (i= l ^ j=k)g
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3. fxy j x; y2fa ; bg

�

^ jxj= jyj ^ x 6=yg

2.9 Els llenguatges seg�uents s�on cfl no metalineals. Trobeu gram�atiques que els generin.

1. fa

i

b

j

c

j

b

k

c

k

a

i

j i; j; k > 0g

2. fa

n

b

n

j n > 0g

�

3. fwcw

R

c j w2fa ; bg

+

g

�

4. fa

i

b

j

c

k

d

l

j i + k = j + lg

2.10 Constru��u gram�atiques que generin els llenguatges de�nits a continuaci�o.

1. fw2fa ; bg

�

j w=w

R

^ 9x; y w=xabayg

2. fw2a

+

b

+

c

+

j jwj=

_

2 ^ jwj

a

> jwj

b

g

3. fw2fa ; bg

�

j w=w

R

^ jwj=

_

4g

4. fa

i

b

j

c

k

j j = i + k ^ j 6=

_

3g

2.11 Trobeu gram�atiques que generin els llenguatges seg�uents:

1. fab

i

1

ab

i

2

: : :ab

i

n

j n > 1 ^ 9j i

j

=jg

2. fab

i

1

ab

i

2

: : :ab

i

n

j n > 1 ^ i

n

= ng

3. fb

n

ab

i

1

ab

i

2

: : : ab

i

n

j n > 0g

4. fab

i

1

ab

i

2

: : :ab

i

n

j n > 1 ^ 9j i

j

=ng

2.12 Siguin L

1

i L

2

dos cfl. Demostreu que

[

n>1

(L

1

)

n

(L

2

)

n

�es tamb�e un cfl.

2.13 Demostreu que tot cfl in�nit �es generat per alguna gram�atica en qu�e totes les variables generen

llenguatges in�nits.

�

Es a dir que existeix una gram�atica hV;�; P; Si que genera el llenguatge i tal

que

8X2V fw2�

�

j X

�

) wg �es in�nit.

2.14 Demostreu que la reuni�o de dos cfl no ambigus que siguin disjunts �es un cfl no ambigu.

2.15 Siguin A

n

= fa

1

; : : : ; a

n

g i B

n

= fb

1

; : : : ; b

n

g dos alfabets disjunts del mateix nombre n de s��mbols.

Anomenem llenguatge de Dyck de n parells de s��mbols, i el representem per D

�

n

, el conjunt de mots

generats per la gram�atica que t�e per produccions

S ! � j SS j a

i

Sb

i

j b

i

Sa

i

per a cada i 1 6 i 6 n.

Es tracta de mots que presenten ben aparionats els s��mbols dels alfabets A

n

i B

n

, de manera que

no hi ha imbricacions encavalcades; aix��, el mot b

1

a

2

b

2

a

1

�es un mot ben constru��t; en canvi, el mot

a

1

a

2

b

1

b

2

no ho �es.

1. Trobeu una gram�atica no ambigua que generi D

�

2

. (Observeu que una gram�atica no ambigua

per a D

�

1

�es la de�nida a l'exercici 2.3.)

Anomenem llenguatge de Dyck restringit de n parells de s��mbols, i el representem per D

0

n

�

, el

conjunt de mots generats per la gram�atica que t�e per produccions

S ! � j SS j a

i

Sb

i

per a cada i 1 6 i 6 n.

Es tracta d'interpretar els n parells (a

i

; b

i

) com a diferents parells de par�entesis en correspond�encia,

i prendre en consideraci�o els mots ben parentitzats.

2. Trobeu gram�atiques no ambig�ues que generin D

0

n

�

per a cada n.

Representem per D

n

i D

0

n

els conjunts de factors primers

5

de D

�

n

i D

0

n

�

, respectivament.

5

Podeu trobar la de�nici�o de factors primers a l'exercici 1.18.
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3. Demostreu que D

n

i D

0

n

s�on codis.

6

4. Trobeu gram�atiques que generin D

1

i D

0

1

.

5. Demostreu que, per a qualsevol valor de n, existeix un mor�sme h

n

de la forma h

n

: (A

n

[

B

n

)

�

�! (A

2

[ B

2

)

�

que permet obtenir els diferents llenguatges de Dyck de n parells de

s��mbols com a antiimatges dels corresponents de dos parells de s��mbols, �es a dir,

D

�

n

= h

�1

n

(D

�

2

); D

0

n

�

= h

�1

n

(D

0

2

�

); D

n

= h

�1

n

(D

2

) i D

0

n

= h

�1

n

(D

0

2

):

6

Podeu trobar la de�nici�o de codi a l'exercici 1.20.
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Cap��tol 3 Normalitzaci�o de gram�atiques

3.1 Introducci�o

La de�nici�o de les gram�atiques incontextuals, tal com ha estat efectuada al cap��tol prece-

dent, ofereix a la vegada uns avantatges i uns inconvenients que conv�e considerar. La

de�nici�o donada no posa cap restricci�o a la forma que han de tenir les produccions de les

gram�atiques. Qualsevol cadena sobre l'alfabet � [ V , on � i V siguin, respectivament,

els alfabets de terminals i variables, pot �gurar al costat dret d'una producci�o. L'avan-

tatge principal d'aquesta formulaci�o �es l'adaptabilitat: es facilita la tasca de trobar una

gram�atica que generi un llenguatge donat sense trobar-se condicionat per altres requeri-

ments que els posats pel problema considerat. Gr�acies a aix�o, �es possible construir, en

molts casos, gram�atiques que expressen de manera clara i directa les caracter��stiques del

llenguatge que generen.

Per�o al costat d'aquests avantatges, la falta de restriccions en les gram�atiques �es

origen de nombrosos problemes en la seva utilitzaci�o. Aix��, per exemple, l'admissi�o de

produccions un�aries en les gram�atiques (�es a dir, produccions de la forma X!Y , on X

i Y s�on variables), admissi�o que, d'altra banda, �es for�ca �util a l'hora de construir una

gram�atica, pot originar derivacions c��cliques, �es a dir, de la forma X ) � � � ) X, que

donen lloc a problemes amb els algorismes que han de processar les gram�atiques. Una

reexi�o similar mereixen les produccions nul

.

les o �-produccions (produccions de la forma

X!�).

Diem que una gram�atica est�a en alguna forma normalitzada quan les seves variables i

produccions estan subjectes a normes addicionals sense que aquests requeriments limitin

la fam��lia dels llenguatges generats. Al llarg d'aquest cap��tol, veurem diferents formes de

normalitzar les gram�atiques i, en cada cas, explicarem els objectius que es persegueixen

amb la normalitzaci�o considerada. Abans veurem, tanmateix, un exemple que il

.

lustra el

que estem dient.

Exemple 3.1 Considerem el llenguatge format pel conjunt dels mots sobre l'alfabet

fa ; bg que tenen tantes a's com b's. Una de les gram�atiques m�es f�acils de plantejar entre

les que generen aquest llenguatge �es

S ! aSb j bSa j SS j �:

En aquest cap��tol de�nirem la forma normal de Chomsky, que t�e la propietat que tots

els seus arbres de derivaci�o s�on binaris. Doncs b�e, la conversi�o de la gram�atica anterior
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a una en forma normal de Chomsky d�ona el resultat seg�uent:

S ! AX j BY j ZZ j AB j BA j �

Z ! AX j BY j ZZ j AB j BA

X ! ZB

Y ! ZA

A! a

B ! b:

Es tracta, com �es pal�es, d'una gram�atica molt menys comprensible, tot i els avantatges

que presenta amb vista a la seva utilitzaci�o.

3.2 Eliminaci�o de produccions nul

.

les

Definici

�

o. S'anomenen produccions nul

.

les o �-produccions les que s�on de la forma

X!�.

Les �-produccions constitueixen un recurs molt �util amb vista a facilitar la concepci�o

d'una gram�atica. M�es endavant, al cap��tol 6, veurem que el seu �us permet fer m�es im-

mediata la relaci�o entre gram�atiques regulars i aut�omats �nits. Per�o tamb�e hem pogut

veure, a l'exemple 2.13 del cap��tol anterior, que l'exist�encia de �-produccions posa di�-

cultats a la veri�caci�o d'una gram�atica. El fet �es que, si una gram�atica est�a exempta de

�-produccions, la successi�o de longituds de les cadenes interm�edies de qualsevol derivaci�o

�es no decreixent.

�

Es a dir, si � i � s�on dues cadenes interm�edies i �

�

) �, llavors j�j 6 j�j.

Aix�o sol ser essencial en qualsevol demostraci�o per inducci�o.

�

Es clar que no sempre �es possible construir una cfg sense �-produccions que sigui

equivalent a una gram�atica donada, perqu�e una cfg sense �-produccions no pot generar

el mot �. Per�o com veurem de seguida, aquesta �es l'�unica difer�encia possible.

�

Es a dir

que per a tot llenguatge incontextual L existeix una gram�atica G

0

sense �-produccions

que genera L � f�g. La construcci�o d'una gram�atica sense �-produccions G

0

a partir

d'una gram�atica G qualsevol, de manera que es tingui L(G

0

) = L(G) � f�g, es basa en la

determinaci�o pr�evia del que anomenem variables anul

.

lables de G.

Definici

�

o. Una variableX s'anomena anul

.

lable quan existeix una derivaci�o de la forma

X

�

) �.

L'algorisme de la �gura 3.1 t�e per entrades els alfabets V i � de variables i terminals,

respectivament, i el conjunt P de produccions d'una gram�atica qualsevol. Demostrarem

que d�ona com a sortida el subconjunt N de variables anul

.

lables de V . L'algorisme fa

un c�alcul progressiu d'aquest conjunt N , que s'inicia amb les variables X que tenen

produccions X!� i que va incrementant a cada pas el nombre dels seus elements, �ns

que ja no hi ha nous elements a afegir.

Proposici

�

o. Els dos enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. Hi ha una derivaci�o X

�

) � l'arbre de la qual t�e al�c�aria

1

n+ 1.

1

Entenem per al�c�aria d'un arbre la longitud (de�nida pel nombre d'arestes components) m�axima dels camins que van

de l'arrel de l'arbre a cada una de les fulles. Conv�e tenir present que alguns autors compten el nombre de v�ertexs i no el

d'arestes com a de�nidor d'aquesta longitud.
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funci�o anul

.

lables ( V : conjunt de car�acters;

�: conjunt de car�acters;

P : conjunt de produccions)

retorna (N : conjunt de car�acters)

variables N

ant

: conjunt de car�acters fvars

N

ant

:= ?;

N := fX 2V j X!� 2 Pg;

mentre N

ant

6= N fer

N

ant

:= N ;

N := N

ant

[ fX 2V j 9�2N

�

ant

X!� 2 Pg

fmentre;

retorna N

�unci�o.

Fig. 3.1 C�alcul del conjunt de variables anul

.

lables

2. A partir de l'n-�esima iteraci�o del bucle mentre de l'algorisme `anul

.

lables', es t�e

X 2N .

Demostraci

�

o. La demostraci�o �es una senzilla inducci�o sobre n. �

Observeu que X �es anul

.

lable si i sols si existeix algun n que satisf�a la condici�o 1. I que

X 2N si i sols si existeix algun n que satisf�a la condici�o 2. Aix�� doncs, la proposici�o ante-

rior, en establir l'equival�encia entre les condicions 1 i 2, demostra que N �es efectivament

el conjunt de variables anul

.

lables de la gram�atica considerada.

Un procediment d'eliminaci�o de produccions nul

.

les

Estem ara en condicions de construir una gram�atica sense �-produccions a partir d'una

gram�atica donada. Sigui G = hV;�; P; Si una gram�atica qualsevol. La nova gram�atica �es

de la forma G

0

= hV;�; P

0

; Si, amb les mateixes variables i terminals que G i on el conjunt

P

0

s'obt�e a partir de P en eliminar totes les �-produccions i afegir-hi a continuaci�o noves

produccions, seguint el procediment seg�uent. Per cada producci�o A!�

1

: : : �

n

2 P , on les

�

i

representen indistintament variables o terminals, formem a partir d'aquesta producci�o

totes les produccions possibles de la forma

A! �

1

: : : �

n

tals que

1. si �

i

no �es una variable anul

.

lable, �

i

= �

i

,

2. si �

i

�es una variable anul

.

lable, �

i

pot ser �

i

o �,

3. no totes les �

i

s�on � al mateix temps.

Exemple 3.2 Considerem de nou el llenguatge format pels mots sobre l'alfabet fa ; bg
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que tenen tantes a's com b's. La seg�uent �es una gram�atica no ambigua que genera aquest

llenguatge.

S ! aXbS j bY aS j �

X ! aXbX j �

Y ! bY aY j �:

El conjunt de variables anul

.

lables d'aquesta gram�atica �es fS;X; Y g. La gram�atica que

s'obt�e a partir de la donada quan apliquem el procediment anterior d'eliminaci�o de �-

produccions �es aquesta

S ! aXbS j aXb j abS j ab j bY aS j bY a j baS j ba

X ! aXbX j aXb j abX j ab

Y ! bY aY j bY a j baY j ba:

Proposici

�

o. L(G

0

) = L(G) � f�g.

Demostraci

�

o. Es tracta de demostrar l'enunciat seg�uent, del qual la proposici�o n'�es

un cas particular quan l'apliquem a la variable A := S.

8A2V 8w2�

�

�

A

�

)

G

0

w

�

()

�

w 6= � ^ A

�

)

G

w

�

:

()) En primer lloc, �es clar que w no pot ser �, ja que la gram�atica G

0

no cont�e cap

�-producci�o. L'altra implicaci�o la veurem per inducci�o sobre el nombre i de passos de la

derivaci�o de la gram�atica G

0

�

A

i

)

G

0

w

�

=)

�

A

�

)

G

w

�

:

- Base: i = 1. Si tenim A )

G

0

w, hem de tenir una producci�o A!w en P

0

. Si aquesta

producci�o �es a P , ja hem acabat; altrament, n'hi ha una altra A!� on � �es w amb

algunes variables anul

.

lables barrejades entre les seves lletres.

�

Es obvi ara com derivar

w de A en G.

- Pas inductiu: i > 1. Sigui A

i

)

G

0

w amb derivaci�o

A )

G

0

�

1

� � ��

r

i�1

)

G

0

w:

Sigui w

k

el submot de w derivat de �

k

per a k 6 r. Per la hip�otesi d'inducci�o, tindrem

que 8k6r �

k

�

)

G

w

k

. Si la producci�o A!�

1

: : : �

r

pertany a P , ja podem formar una

derivaci�o de w en G.

Ara b�e, si la producci�o A ! �

1

: : : �

r

no pertany a P , aleshores existeix una

producci�o en P de la forma A!�

1

: : : �

s

, amb s > r, i un conjunt J = fj

1

< � � � <

j

r

g  f1; : : : ; sg tal que �

j

k

= �

k

, i si j =2 J , �

j

�es anul

.

lable. Considerant �nalment

la derivaci�o

A )

G

�

1

: : : �

s

�

)

G

w

1

: : :w

r

= w

on les �

j

amb j =2 J han derivat el mot buit, es prova el que vol��em.
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(() Fem la demostraci�o tamb�e per inducci�o sobre el nombre i de passos de la derivaci�o

de la gram�atica G

�

w 6= � ^ A

i

)

G

w

�

=)

�

A

�

)

G

0

w

�

:

- Base: i = 1.

A )

G

w

w 6= �

�

=)

�

A!w 2 P

w 6= �

�

=) A!w 2 P

0

=) A

�

)

G

0

w:

- Pas inductiu: i > 1. Sigui A

i

)

G

w amb w 6= �. Explicitem el primer pas d'aquesta

derivaci�o per separat dels i� 1 restants. Sigui

A )

G

�

1

: : : �

r

i�1

)

G

w:

Siguin w

1

; : : : ; w

r

tals que

(

w = w

1

: : :w

r

8k �

k

�

)

G

w

k

(en menys de i passos).

- Si w

k

6= � i �

k

�es una variable, tenim, per h.i., �

k

�

)

G

0

w

k

.

- Si w

k

= �, �es que �

k

�es una variable anul

.

lable.

Aix�� doncs, i com que no totes les w

k

poden ser � perqu�e w 6= �, ha d'haver-hi a P

0

,

per construcci�o, una producci�o A!�

1

: : : �

r

on

�

�

k

= �

k

si w

k

6= �

�

k

= � si w

k

= �:

Per tant, a G

0

hi ha una derivaci�o A )

G

0

�

1

: : : �

r

�

)

G

0

w

1

: : : w

r

. �

Complexitat de l'eliminaci�o de produccions nul

.

les

El procediment que acabem de descriure d'eliminaci�o de les �-produccions pot augmen-

tar exponencialment la magnitud de la gram�atica. Ho veurem immediatament amb un

exemple. Primer, per�o, necessitem partir d'una de�nici�o concreta de grand�aria d'una

gram�atica. Podem considerar la seg�uent, on P representa el conjunt de produccions

d'una gram�atica G,

X

(A!�)2P

jA�j:

Es tracta de prendre com a grand�aria el nombre total de s��mbols que apareixen a esquerra

i dreta de totes les produccions de la gram�atica.

Considerem ara un exemple senzill de gram�atica que servir�a per posar de manifest

que l'eliminaci�o de �-produccions, quan es fa seguint el procediment donat a la subsecci�o

precedent, pot conduir a un augment exponencial de la grand�aria de la gram�atica resul-

tant. Sigui la gram�atica formada per les k + 1 produccions seg�uents

�

S ! A

1

: : :A

k

A

i

! a

i

j � 1 6 i 6 k :
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La grand�aria d'aquesta gram�atica �es 4k + 1. L'eliminaci�o de �-produccions mant�e les k

produccions A

i

!a

i

i transforma la primera producci�o en

-

�

k

0

�

produccions amb k variables a la dreta,

-

�

k

1

�

produccions amb k � 1 variables a la dreta,

.

.

.

-

�

k

k�1

�

produccions amb 1 variable a la dreta.

La longitud total dels costats drets d'aquestes produccions �es

k�1

X

i=0

�

k

i

�

(k � i) = k � 2

k�1

;

que, afegida a les 2

k

� 1 vegades que hem de comptar el s��mbol S i als 2k s��mbols

que aporten les k produccions que es mantenen, d�ona com a grand�aria de la gram�atica

resultant la seg�uent:

(k + 2) � 2

k�1

+ 2k � 1:

Observeu que aquest resultat implica una complexitat exponencial del procediment

proposat, ja que la mera escriptura del resultat ja comporta un nombre exponencial de

passos respecte de la longitud de l'entrada.

Podem millorar substancialment aquesta complexitat amb una lleugera modi�caci�o

de l'algorisme. Es tracta d'aplicar una idea que tornar�a a apar�eixer m�es endavant, en

aquest mateix cap��tol, en estudiar la forma normal de Chomsky. Consisteix a transformar

les produccions de la gram�atica donada de manera que tinguin arietat limitada, abans

d'aplicar el procediment d'eliminaci�o de �-produccions. Entenem aqu�� per arietat d'una

producci�o la longitud del seu costat dret. En el cas concret de fer una transformaci�o a

arietat menor o igual que dos, i referint-nos a la mateixa gram�atica que ha servit de base

a aquesta an�alisi, es tracta de substituir la producci�o S ! A

1

: : : A

k

pel conjunt de k� 1

produccions

S ! A

1

Z

1

Z

1

! A

2

Z

2

.

.

.

Z

k�3

! A

k�2

Z

k�2

Z

k�2

! A

k�1

A

k

i aplicar a continuaci�o el procediment d'eliminaci�o de produccions nul

.

les. El resultat �es

la gram�atica seg�uent

S ! A

1

Z

1

j A

1

j Z

1

Z

1

! A

2

Z

2

j A

2

j Z

2

.

.

.

Z

k�2

! A

k�1

A

k

j A

k�1

j A

k

A

1

! a

1

A

2

! a

2

.

.

.

A

k

! a

k

;

gram�atica que t�e una grand�aria de 9k � 7.

�

Es f�acil de demostrar que aquest algorisme es

pot aplicar a qualsevol gram�atica i que la seva complexitat �es lineal.
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Gram�atiques quasi-�-exemptes

L'eliminaci�o de les produccions nul

.

les d�ona lloc a gram�atiques que exclouen el mot buit

del llenguatge generat. En aquesta secci�o de�nirem una forma normal de gram�atica que

permetr�a superar aquest inconvenient.

Definici

�

o. Diem que una gram�atica �es quasi-�-exempta quan o b�e no cont�e cap �-pro-

ducci�o, o b�e l'�unica que cont�e �es S!� |essent S el s��mbol inicial| en el qual cas S no

apareix al costat dret de cap producci�o.

Teorema. Tot llenguatge incontextual pot ser generat per una gram�atica quasi-�-exemp-

ta.

Demostraci

�

o. Sigui L un cfl qualsevol. Si � =2 L, l'aplicaci�o de l'algorisme d'e-

liminaci�o de les �-produccions a qualsevol gram�atica que generi L d�ona una gram�atica

�-exempta que genera el mateix llenguatge L.

Si � 2 L, considerem una cfg qualsevol que generi L. Sigui G = hV;�; P; Si la

gram�atica que genera L � f�g, constru��da a partir d'aquella mitjan�cant l'algorisme d'e-

liminaci�o de les produccions nul

.

les. De�nim a partir de G la gram�atica G

0

seg�uent

G

0

= hV [ fS

0

g; �; P

0

; S

0

i

on S

0

=2 V i on P

0

s'ha format afegint a P les dues produccions S

0

!� i S

0

!S.

�

Es clar

que L(G

0

) = L i que G

0

�es quasi-�-exempta. �

Exemple 3.3 Considerem la gram�atica que t�e per s��mbol inicial S i per produccions

S ! aSa j bSb j D j AB j �

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

D ! bD j Db

E ! cDc j FS

F ! DF j cE j �:

L'algorisme `anul

.

lables' troba S i F abans de passar pel bucle, E a la primera passada i

cap altra variable a la segona. Aix�� doncs, el conjunt de variables anul

.

lables �es fS; E; Fg.

L'eliminaci�o de les �-produccions, la seva substituci�o per les produccions noves i

l'afegiment d'una nova variable inicial S

0

que generi altra vegada � d�ona lloc al conjunt

de produccions seg�uent:

S

0

! S j �

S ! aSa j aa j bSb j bb j D j AB

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

D ! bD j Db

E ! cDc j FS j F j S

F ! DF j D j cE j c :



60 Llenguatges, gram�atiques i aut�omats. Curs b�asic

3.3 Eliminaci�o de produccions un�aries

Definici

�

o. S'anomenen produccions un�aries

2

les que s�on de la forma A!B, on A i B

s�on variables.

Amb l'�us de les produccions un�aries passa una cosa semblant al que passa amb l'�us

de les produccions nul

.

les. D'una banda, s�on molt �utils a l'hora de construir gram�atiques

senzilles per a llenguatges donats. Pot observar-se aquest fet en els exemples 2.1, 2.10,

2.11, 2.15, 2.17, 2.20, 2.22 i 2.24 del cap��tol anterior, on se n'ha fet un �us extens. Tamb�e

en les construccions associades a les operacions de reuni�o i de tancament positiu. Per�o,

d'altra banda, compliquen els processos demostratius. Un cas extrem �es la possibilitat

que en una gram�atica es puguin donar simult�aniament dues derivacions sim�etriques de la

forma A

�

) B i B

�

) A entre variables A i B diferents. La inexist�encia de produccions

un�aries impedeix que aix�o succeeixi quan la gram�atica �es �-exempta. En una gram�atica

sense produccions nul

.

les ni produccions un�aries, es pot associar una relaci�o d'ordre estricte

a cada pas d'una derivaci�o, ja que si � ) �, llavors o b�e j�j < j�j o b�e, si j�j = j�j, el

nombre de terminals de � �es superior al de �.

Donarem la manera de construir una gram�atica sense produccions un�aries que generi

un cfl L donat. En virtut de l'�ultim teorema de la secci�o anterior, podem partir d'una

cfg quasi-�-exempta per a aquest llenguatge L. SiguiG = hV;�; P; Si aquesta gram�atica.

Per a cada A2V , considerem el conjunt de variables que es deriven de A, �es a dir,

unaris (A) = fB 2 V j A

�

)

G

Bg:

Aquest conjunt es pot construir de manera efectiva per a cada A 2 V , ja que si A

+

)

B aleshores existeix una derivaci�o de B a partir de A formada per una seq�u�encia de

produccions un�aries en qu�e no es repeteix cap variable. La inexist�encia de �-produccions

|tret, eventualment, de (S! �)| for�ca que totes les produccions que intervenen a la

seq�u�encia hagin de ser un�aries, altrament la cadena derivada seria de longitud m�es gran

que 1. A m�es, la llargada d'aquesta seq�u�encia ha de ser inferior o igual a jjV jj, altrament

hi hauria alguna variable que es repetiria i �es clar que podr��em escur�car aquesta derivaci�o

eliminant els passos intermedis entre dues aparicions consecutives d'aquesta variable.

Sigui G

0

= hV;�; P

0

; Si on P

0

est�a formada, per a cada A 2 V i per a cada B 2

unaris (A), per totes les produccions A!� tals que B!� sigui una producci�o no un�aria

de P , incloent-hi, eventualment, S!�. Formalment,

P

0

=

[

A2V

fA!� j 9B 2 unaris (A) (B!�) 2 P ^ � =2 V g:

�

Es clar que G

0

es mant�e quasi-�-exempta i que no t�e produccions un�aries. De seguida

veurem que genera el mateix llenguatge, per�o abans il

.

lustrem amb un exemple la cons-

trucci�o donada.

Exemple 3.4 Partim de la gram�atica quasi-�-exempta trobada a l'exemple 3.3. El seu

conjunt de produccions era

2

En angl�es, unit productions o tamb�e chain rules.
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S

0

! S j �

S ! aSa j aa j bSb j bb j D j AB

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

D ! bD j Db

E ! cDc j FS j F j S

F ! DF j D j cE j c :

Per a aquesta gram�atica podem calcular els conjunts seg�uents:

unaris (S

0

) = fS

0

; S; Dg

unaris (S) = fS;Dg

unaris (A) = fAg

unaris (B) = fBg

unaris (D) = fDg

unaris (E) = fE; F; S;Dg

unaris (F ) = fD;Fg :

Aplicant ara el m�etode exposat anteriorment, trobem les produccions

S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

D ! bD j Db

E ! cDc j FS j DF j cE j c j aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

F ! DF j cE j c j bD j Db

que constitueixen una gram�atica quasi-�-exempta i sense produccions un�aries, equivalent

a la de partida.

Proposici

�

o. L(G

0

) = L(G).

Demostraci

�

o.

1. L(G

0

) � L(G).

Per cada producci�o A!� de P

0

�P , tenim, per la construcci�o de P

0

, una derivaci�o A

�

) �

en G.

2. L(G) � L(G

0

).

Sigui w 2 L(G) i considerem una derivaci�o de w

S = �

0

)

G

�

1

)

G

� � � )

G

�

n

= w;

tal que en cada derivaci�o directa la variable a la qual ha estat aplicada la producci�o �es la

de m�es a l'esquerra possible. Direm que una derivaci�o directa �es un�aria quan la producci�o

que hi interv�e �es un�aria. Si, per a tot i tal que 0 6 i < n, la derivaci�o directa �

i

) �

i+1

�es no un�aria, aleshores tota la derivaci�o �es v�alida en G

0

.

Si, al contrari, �

i

) �

i+1

�es una derivaci�o un�aria de G, podem suposar que �

i

)

�

i+1

) � � � ) �

j

�es una successi�o de derivacions un�aries, i que �

i�1

) �

i

i �

j

) �

j+1

no

ho s�on pas. En aquest cas, hem de tenir

9x2�

�

9�2 (V [ �)

�

8k tal que i 6 k 6 j � 1

�

k

=xX

k

� ^ �

k+1

=xX

k+1

� ^ (X

k

!X

k+1

)2P:



62 Llenguatges, gram�atiques i aut�omats. Curs b�asic

Sigui X

j

!  la producci�o utilitzada en �

j

) �

j+1

. Com que X

j

2 unaris (X

i

), existeix

una producci�o X

i

! en P

0

amb la qual obtenim la derivaci�o

S = �

0

�

)

G

0

�

i

)

G

0

�

j+1

:

Continuant d'aquesta manera, obtenim una derivaci�o de w en G

0

. �

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. Tot llenguatge incontextual pot ser generat per una gram�atica quasi-�-exemp-

ta i sense produccions un�aries.

3.4 Eliminaci�o de s��mbols in�utils

Definici

�

o. Donada una gram�atica G = hV;�; P; Si i un s��mbol �2V [ �, direm que

� �es �util si existeix un mot w 2 �

�

i una derivaci�o de la forma S

�

) ���

�

) w, on

�; �2 (V [ �)

�

. Altrament direm que � �es in�util.

De la de�nici�o es dedueix que perqu�e � sigui �util �es necessari que existeixin dues

derivacions

S

�

) ��� i �

�

) x amb x 2 �

�

:

Aquesta condici�o, per�o, no �es su�cient, com posa de manifest l'exemple seg�uent:

Exemple 3.5 En la gram�atica

S ! AB j CD

A! AS

B ! b

C ! Cc j �

D ! d ;

la variable B satisf�a totes dues condicions, ja que es t�e S

�

) AB i B

�

) b. En canvi es

tracta d'un s��mbol in�util.

Definici

�

o. Anomenem fecunds els s��mbols per als quals existeix la segona de les dues

derivacions, i accessibles aquells per als quals n'existeix la primera.

Eliminaci�o de s��mbols no fecunds

L'algorisme de la �gura 3.2 t�e com a entrades els alfabets V i � de variables i terminals,

respectivament, i el conjunt P de produccions d'una gram�atica qualsevol. Pot observar-se

que la seva estructura �es similar a la de l'algorisme `anul

.

lables' de la �gura 3.1. De-

mostrarem que d�ona com a sortida el subconjunt F de s��mbols fecunds de G. Remarquem,

de passada, que aquest mateix algorisme pot utilitzar-se per resoldre el problema de la
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funci�o fecunds ( V : conjunt de car�acters;

�: conjunt de car�acters;

P : conjunt de produccions)

retorna (F : conjunt de car�acters)

variables F

ant

: conjunt de car�acters fvars

F

ant

:= ?;

F := �;

mentre F 6= F

ant

fer

F

ant

:= F ;

F := F

ant

[ fX 2V j 9�2F

�

ant

X!� 2 Pg

fmentre;

retorna F

�unci�o.

Fig. 3.2 C�alcul del conjunt de s��mbols fecunds

buidor

3

referit a cfg, �es a dir, el problema de determinar si el llenguatge generat per una

gram�atica donada �es o no �es el conjunt buit. En efecte, el llenguatge generat per una

gram�atica �es buit si i sols si el seu s��mbol inicial no �es fecund.

Proposici

�

o. Els dos enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. Hi ha una derivaci�o X

�

) w amb w2�

�

l'arbre de la qual t�e al�c�aria n.

2. A partir de l'n-�esima iteraci�o del bucle mentre de l'algorisme `fecunds' es t�e

X 2F .

Demostraci

�

o. La demostraci�o, id�entica a la de l'algorisme de variables anul

.

lables, es

redueix a una inducci�o sobre n. �

Donada una cfg G = hV;�; P; Si, amb L(G) 6= ?, podem construir-ne una altra

d'equivalent a G amb tots els seus s��mbols |variables i terminals| fecunds. En efecte,

sigui F el conjunt de s��mbols fecunds de G obtingut per aplicaci�o de l'algorisme anterior.

Fem G

0

= hV

0

; �; P

0

; Si, on V

0

= V \ F , i on P

0

�es el subconjunt de P format per les

produccions en qu�e nom�es apareixen variables de V

0

.

Exemple 3.6 Reprenem la gram�atica obtinguda a l'exemple 3.4, que era

G = hfS

0

; S; A; B;D; E; Fg; fa; b; cg; P; S

0

i,

amb produccions

3

En angl�es, emptiness problem.
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S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

D ! bD j Db

E ! cDc j FS j DF j cE j c j aSa j aa j bSb j bb j AB j bD j Db

F ! DF j cE j c j bD j Db:

L'algorisme `fecunds' parteix del conjunt fa; b; cg i hi incorpora les variables S

0

, S, A,

B, E i F en el primer pas del bucle. En el segon pas, no n'afegeix cap m�es. Aix�� doncs,

nom�es la variable D �es no fecunda. En eliminar totes les produccions que contenen D

ens quedem amb

S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

E ! FS j cE j c j aSa j aa j bSb j bb j AB

F ! cE j c:

Proposici

�

o. L(G

0

) = L(G).

Demostraci

�

o.

1. L(G

0

) � L(G).

Trivial, ja que tota derivaci�o en G

0

�es tamb�e una derivaci�o en G.

2. L(G) � L(G

0

).

Sigui F el conjunt de s��mbols fecunds de G. Si w 2 L(G), considerem una derivaci�o de

w en G. Sigui S

�

)

G

w. Per a qualsevol variable A que aparegui en aquesta derivaci�o es

tindr�a que es pot derivar de A un mot de �

�

: el submot de w que \penja" de A en l'arbre

de derivaci�o que correspon a S

�

)

G

w. Aix�� doncs, A2F . Per tant, la derivaci�o completa

�es tamb�e una derivaci�o en G

0

. �

Eliminaci�o de s��mbols no accessibles

L'algorisme de la �gura 3.3 t�e com a entrades els alfabets V i � de variables i terminals,

respectivament, el conjunt P de produccions i el s��mbol inicial S d'una gram�atica G qual-

sevol. La seva estructura �es similar a la dels algorismes anteriors, amb la difer�encia que el

c�alcul progressa ara \cap endavant", des del s��mbol inicial cap als terminals. Demostrarem

que d�ona com a sortida el subconjunt A de s��mbols accessibles de G.

Proposici

�

o. Els dos enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. Hi ha una derivaci�o S

�

) ���, on �2V [�, l'arbre de la qual t�e al�c�aria n.

2. A partir de l'n-�esima iteraci�o del bucle mentre de l'algorisme `accessibles' es t�e

�2A.
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funci�o accessibles ( V : conjunt de car�acters;

�: conjunt de car�acters;

P : conjunt de produccions;

S: car�acter)

retorna (A: conjunt de car�acters)

variables A

ant

: conjunt de car�acters fvars

A

ant

:= ?;

A := fSg;

mentre A

ant

6= A fer

A

ant

:= A;

A := A

ant

[ f� 2 V [� j 9X 2A

ant

9�; �2 (V [ �)

�

X!��� 2 Pg

fmentre;

retorna A

�unci�o.

Fig. 3.3 C�alcul del conjunt de s��mbols accessibles

Demostraci

�

o. La demostraci�o, id�entica a la feta en el cas dels algorismes `anul

.

lables'

i `fecunds', torna a fer-se per inducci�o sobre n. �

Donada una cfg G = hV;�; P; Si qualsevol, podem construir-ne una altra d'equiva-

lent a G amb tots els seus s��mbols |variables i terminals| accessibles. En efecte, sigui A

el conjunt de s��mbols accessibles de G obtingut per aplicaci�o de l'algorisme anterior. Fem

G

0

= hV

0

; �

0

; P

0

; Si, on V

0

= V \A, �

0

= � \A i on P

0

�es el subconjunt de P format per

les produccions en qu�e nom�es apareixen s��mbols de A.

Exemple 3.7 Ens proposem construir una gram�atica equivalent a la de l'exemple 3.6,

per�o que tingui tots els s��mbols accessibles. Recordem que la gram�atica de qu�e parlem,

que era quasi-�-exempta i que no tenia produccions un�aries ni s��mbols no fecunds, era

S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB

A! aaA j aa

B ! Bbb j b

E ! FS j cE j c j aSa j aa j bSb j bb j AB

F ! cE j c :

L'aplicaci�o de l'algorisme `accessibles' en aquesta gram�atica parteix del s��mbol S

0

en la

inicialitzaci�o del conjunt de s��mbols accessibles. Hi incorpora els s��mbols a, b, S, A i B

en el primer pas pel bucle i cap s��mbol nou en el segon. Aix��, c, E i F s�on inaccessibles.

En suprimir les produccions que contenen algun d'aquests s��mbols, ens quedem amb el

conjunt P

0

de produccions
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S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB

A ! aaA j aa

B ! Bbb j b ;

la qual cosa ens d�ona �nalment la gram�atica depurada

G

0

= hfS

0

; S; A; Bg; fa; bg; P

0

; S

0

i:

Proposici

�

o. L(G

0

) = L(G).

Demostraci

�

o.

1. L(G

0

) � L(G).

Trivial, ja que tota derivaci�o en G

0

�es tamb�e una derivaci�o en G.

2. L(G) � L(G

0

).

Sigui A el conjunt de s��mbols accessibles de G. Si w 2 L(G), considerem una derivaci�o

de w en G. Sigui S

�

)

G

w. Per a tots els s��mbols � 2 V [ � que apareixen en aquesta

derivaci�o es t�e que � �es accessible des de S. Aix�� doncs, �2A, i la derivaci�o, tota sencera,

�es tamb�e una derivaci�o en G

0

. �

Eliminaci�o de s��mbols in�utils

L'eliminaci�o consecutiva primer dels s��mbols no fecunds i a continuaci�o dels s��mbols no

accessibles d�ona com a resultat, quan es fa en l'ordre indicat, una gram�atica sense s��mbols

in�utils, com demostrem a continuaci�o. Per�o cal tenir en compte que �es essencial fer-ho en

aquest ordre i no a l'inrev�es, com posa de manifest l'exemple seg�uent.

Exemple 3.8 Considerem la gram�atica que t�e per variables V = fS; A; Bg, per termi-

nals � = fa ; bg i per produccions P les seg�uents:

S ! AB j a

A ! BA

B ! b:

Primer pas: eliminaci�o de s��mbols no fecunds. Obtenim V

0

= fS;Bg, � = fa ; bg i P

0

igual a

S ! a

B ! b:

Segon pas: eliminaci�o de s��mbols no accessibles. Obtenim V

00

= fSg, �

00

= fag i P

00

igual a

S ! a.

En canvi, si s'hagu�es fet el segon pas abans del primer, el resultat hauria estat el seg�uent.

Primer pas: eliminaci�o de s��mbols no accessibles. En aquest cas, no obtindr��em cap

canvi en la gram�atica de partida ja que el resultat seria V

0

= fS; A; Bg, �

0

= fa ; bg i

P

0

estaria format per
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S ! AB j a

A ! BA

B ! b:

Segon pas: eliminaci�o de s��mbols no fecunds. Obtindr��em V

00

= fS;Bg, �

00

= fa ; bg i

P

00

igual a

S ! a

B ! b:

Teorema. Tot llenguatge incontextual no buit pot ser generat per una gram�atica sense

s��mbols in�utils.

Demostraci

�

o. Sigui G = hV;�; P; Si la gram�atica que genera el llenguatge no buit

donat. Sigui G

0

= hV

0

; �; P

0

; Si la gram�atica que s'obt�e a partir de G per eliminaci�o dels

s��mbols no fecunds. Sigui G

00

= hV

00

; �

00

; P

00

; Si la gram�atica que s'obt�e a partir de G

0

per eliminaci�o dels s��mbols no accessibles. En virtut de les proposicions d'aquesta ma-

teixa secci�o que demostren la conservaci�o dels llenguatges afectats, tenim successivament

L(G

0

) = L(G) i L(G

00

) = L(G

0

). En conseq�u�encia, tenim

L(G

00

) = L(G):

Nom�es ens queda veure que G

00

no t�e s��mbols in�utils. Per a aix�o, considerem un s��mbol

� 2 V

00

[ �

00

de G

00

. Com que G

00

�es el resultat d'eliminar els s��mbols no accessibles de

G

0

, � �es accessible en G

00

. Per tant, existeix una derivaci�o de la forma

S

�

)

G

00

���

amb �; � 2 (V

00

[ �

00

)

�

.

Per construcci�o de G

00

, aquesta derivaci�o ho �es tamb�e en G

0

. Per�o en G

0

, tots els

s��mbols s�on fecunds. Podem, doncs, derivar mots terminals de les variables de ��� i

obtenir la derivaci�o

S

�

)

G

0

���

�

)

G

0

w

on w �es un mot terminal.

Finalment, tots els s��mbols que apareixen en totes les cadenes que intervenen en

aquesta derivaci�o s�on accessibles (ja que la derivaci�o comen�ca amb S), per tant, la cons-

trucci�o feta per obtenir G

00

els preservar�a, i tota la derivaci�o �es v�alida en G

00

, �es a dir,

tenim

S

�

)

G

00

���

�

)

G

00

w:

Aix�o demostra que � no �es in�util. �

3.5 Gram�atiques depurades

Teorema. Tot llenguatge incontextual no buit pot ser generat per una gram�atica quasi-

�-exempta, sense produccions un�aries i sense s��mbols in�utils.
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Demostraci

�

o. Es tracta de considerar l'aplicaci�o successiva, i en aquest ordre prec��s,

dels processos de transformaci�o d'una gram�atica donada en una altra quasi-�-exempta;

d'aquesta en una altra sense produccions un�aries; i d'aquesta en una altra sense s��mbols

in�utils. Els �unics punts a remarcar s�on els seg�uents:

1. L'eliminaci�o de produccions un�aries pot introduir s��mbols in�utils, per�o en cap cas

no pot introduir �-produccions.

2. L'eliminaci�o dels s��mbols in�utils no pot introduir en cap cas ni �-produccions ni

produccions un�aries.

Observeu, incidentalment, que l'eliminaci�o de �-produccions pot introduir produccions

un�aries, ra�o per la qual ha de ser el primer dels processos a efectuar.

Com que ja ha estat demostrat que totes les transformacions considerades produeixen

gram�atiques equivalents, la gram�atica obtinguda en l'�ultim pas satisf�a els requeriments

del teorema. �

Una caracteritzaci�o de la no-ambig�uitat en CFG

El fet de partir d'una gram�atica depurada ens posa en millors condicions a l'hora de

determinar si la gram�atica considerada �es ambigua. El teorema seg�uent estableix unes

condicions que caracteritzen la no-ambig�uitat.

Teorema. Una gram�atica G = hV;�; P; Si sense s��mbols in�utils �es inambigua si i nom�es

si se satisfan les condicions seg�uents:

1. Per a tot parell de produccions X! �

1

i X! �

2

de P diferents, es t�e L(�

1

) \

L(�

2

) = ?.

2. Per a tota producci�o X ! �

1

: : : �

n

de P , on els �

i

2 V [ �, si existeixen

mots w

1

; w

0

1

2 L(�

1

), : : : , w

n

; w

0

n

2 L(�

n

) tals que w

1

: : : w

n

= w

0

1

: : : w

0

n

, llavors

necess�ariament w

1

= w

0

1

, : : : , w

n

= w

0

n

.

Demostraci

�

o.

�

Es obvi que les dues condicions s�on necess�aries, ja que de no complir-

se una d'elles, com que la variable X afectada �es �util, obtindr��em directament un cas

d'ambig�uitat.

Suposem que les dues condicions es compleixen i mirem de demostrar que G �es no

ambigua; aix�o ho fem per m��nim contraexemple (equivalent a inducci�o).

Suposem que G �es ambigua. Ha d'existir una varible X i dos arbres de derivaci�o

diferents d'un mateix mot w 2 �

�

a partir de X. Considerem un contraexemple format

per un parell d'arbres (t; t

0

) que tenen entre tots dos un nombre m��nimde v�ertexs. SiguiX

l'arrel de t i de t

0

(que no t�e per qu�e ser S). Per la condici�o 1, el primer pas de la derivaci�o

en t i en t

0

coincideix; i per tant �es de la forma X!�

1

: : : �

n

, amb els �

i

2 V [�. Llavors

t i t

0

tenen n �lls directes t

1

; : : : ; t

n

i t

0

1

; : : : ; t

0

n

, respectivament, on cada �

i

�es el s��mbol

de l'arrel dels corresponents t

i

i t

0

i

. Si w

i

i w

0

i

s�on, respectivament, els mots generats pels

corresponents t

i

i t

0

i

, llavors w = w

1

: : :w

n

= w

0

1

: : : w

0

n

i, per la condici�o 2, tenim que cada

w

i

coincideix amb w

0

i

. Donat que t i t

0

s�on arbres diferents, existeix algun j entre 1 i n

tal que t

j

i t

0

j

s�on arbres diferents. Per�o com que w

j

= w

0

j

, tenim que �

j

�es una variable i

llavors (t

j

; t

0

j

) �es un contraexemple menor que (t; t

0

), contradicci�o. �
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Exemple 3.9 Considerem la gram�atica S!aSbS j �. Suposem que ja hem demostrat

que aquesta gram�atica genera el llenguatge

fw2fa ; bg

�

j (jwj

a

= jwj

b

) ^ (8x; y w=xy =) jxj

a

> jxj

b

)g.

Ara volem veure que la gram�atica no �es ambigua. Clarament satisf�a la condici�o 1. La

condici�o 2 se satisf�a trivialment per a la producci�o S!�. Considerem doncs la producci�o

S!aSbS; siguin w

1

; w

0

1

; w

2

; w

0

2

; w 2 L(S) tals que aw

1

bw

2

= aw

0

1

bw

0

2

= w. Considerem

el primer pre�x de w diferent de � i que t�e tantes a's com b's; aquest pre�x existeix,

ja que en particular w t�e tantes a's com b's.

�

Es f�acil justi�car, per les propietats del

llenguatge L(S), que aquest pre�x �es tant aw

1

b com aw

0

1

b; per tant aw

1

b = aw

0

1

b i llavors

w

1

= w

0

1

i w

2

= w

0

2

.

El problema de la pertinen�ca en CFL

S'anomena problema de la pertinen�ca,

4

referit a una certa fam��lia de llenguatges, el pro-

blema de determinar, donats un mot qualsevol i un llenguatge qualsevol de la fam��lia en

q�uesti�o, si el mot pertany o no al llenguatge.

En el cas de la fam��lia dels cfl, la possibilitat de construir gram�atiques depurades per

a qualsevol llenguatge de la fam��lia permet donar un algorisme per resoldre el problema de

la pertinen�ca. Aquest algorisme es basa en el fet que podem �tar superiorment el nombre

de passos que requereix qualsevol derivaci�o en una gram�atica depurada. La proposici�o

seg�uent permet concretar aquesta idea de forma precisa.

Proposici

�

o. Sigui G = hV;�; P; Si una cfg quasi-�-exempta i sense produccions un�a-

ries. Sigui w 2 L(G) � f�g. Aleshores, tota derivaci�o de w en G t�e una llarg�aria de

2jwj � 1 passos, com a m�axim.

Demostraci

�

o. Farem la demostraci�o en general per a una variable X qualsevol.

�

Es

a dir, demostrarem que tota derivaci�o de la forma X

�

) w est�a composta per 2jwj � 1

passos, com a m�axim. Ho farem per inducci�o sobre n = jwj.

Base: n = 1

En aquest cas, la derivaci�o X

�

) w ha de ser de la forma X ) a, d'un sol pas, amb a2�.

Es compleix exactament la �ta.

Pas inductiu: n > 1

Sigui

X ) �

1

: : : �

r

�

) w

una derivaci�o de w. Es t�e que r ha de ser m�es gran que 1. Altrament tindr��em X )

�

1

�

) w, i �

1

hauria de ser un terminal, ja que no hi ha produccions un�aries a G. Per�o

aleshores la talla de w seria 1.

Sigui w = w

1

: : : w

r

, on cada w

i

deriva del seu �

i

corresponent. (En el cas que �

i

sigui

un terminal, aquesta derivaci�o t�e 0 passos i es t�e w

i

= �

i

.) Com que, per a cada i, tenim

1 6 jw

i

j < n, resulta, per hip�otesi d'inducci�o, que les derivacions

�

i

�

) w

i

4

En angl�es, membership problem.
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tenen llarg�aria m�es petita o igual que 2jw

i

j � 1.

La llarg�aria de

S ) �

1

: : : �

r

�

) w

1

: : :w

r

= w

est�a �tada, doncs, per

1 +

r

X

i=1

(2jw

i

j � 1) = 1 +

r

X

i=1

2jw

i

j � r = 1 + 2jwj � r 6 1 + 2jwj � 2 = 2jwj � 1:

�

Estem ara en condicions de demostrar l'a�rmaci�o amb qu�e hem comen�cat aquesta

subsecci�o.

Teorema. Sigui L � �

�

un cfl i w2�

�

. Aleshores, podem decidir si w2L.

Demostraci

�

o. SiguiG una cfg quasi-�-exempta i sense produccions un�aries que generi

L. Si w=�, w pertany a L si i sols si existeix a G la producci�o S!�, on S �es la variable

inicial de G.

Si w 6= �, constru��m totes les possibles derivacions en G de nombre de passos inferior a

2jwj. Segons la proposici�o anterior, w2L si i sols si w resulta generat en alguna d'aquestes

derivacions. �

Conv�e advertir que hi ha algorismes per resoldre el problema de la pertinen�ca en cfl

que s�on m�es e�cients que l'exposat al teorema anterior, el qual t�e un cost exponencial.

L'objectiu d'aquest teorema �es sols posar de manifest la decidibilitat del problema de

la pertinen�ca en el cas dels cfl, en contrast amb el que passa amb altres fam��lies de

llenguatges com, per exemple, els de�nits per m�aquines de Turing.

5

3.6 Forma normal de Chomsky

Definici

�

o. Diem que una gram�atica quasi-�-exempta est�a en forma normal de Chomsky

(abreviadament, cnf

6

) quan totes les seves produccions |a excepci�o eventualment de

S!�| s�on o b�e de la forma A!BC o b�e de la forma A!a, on A;B i C s�on variables

i a �es un terminal.

La utilitat principal de la forma normal de Chomsky �es que permet una millora de

l'e�ci�encia dels algorismes que operen amb gram�atiques. Un exemple d'aix�o ha estat vist

en aquest mateix cap��tol en parlar de la complexitat de l'eliminaci�o de les produccions

nul

.

les.

�

Es interessant observar que la conversi�o d'una gram�atica qualsevol a cnf �es un

proc�es an�aleg al de la implementaci�o d'un arbre general mitjan�cant un arbre binari. Pot

trobar-se aquesta implementaci�o a la secci�o 5.2.2 de [Fra93].

Teorema. Tot cfl pot ser generat per una gram�atica en forma normal de Chomsky.

Demostraci

�

o. Podem partir d'una gram�atica G = hV;�; P; Si que generi el llenguatge

considerat, que sigui quasi-�-exempta i que no tingui ni produccions un�aries ni s��mbols

in�utils. Fem la construcci�o d'una gram�atica en cnf equivalent a G en dues etapes.

5

Trobareu la de�nici�o d'aquest model de computaci�o al cap��tol 10.

6

De l'angl�es Chomsky Normal Form.
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En una primera etapa, considerem una producci�o qualsevol de la forma A! �

1

: : : �

m

,

on cada �

i

pot ser una variable o un terminal. Si m = 1, com que G no t�e produccions

un�aries, aquesta ha de ser del tipus A! a, que ja est�a en cnf.

Suposem, doncs, que m > 2. Considerem tots els s��mbols terminals que apareixen en

el conjunt de produccions d'aquest tipus. Per cada un d'aquests terminals a2� de�nim

una nova variable C

a

i afegim la producci�o C

a

! a.

Reemplacem cada producci�o de la forma A! �

1

: : : �

m

, en qu�e no totes les �

i

siguin

variables, per una producci�o de la mateixa forma en qu�e cada terminal �

i

= a ha estat

substitu��t per la variable C

a

corresponent.

Totes les produccions |a part de S!�| s�on ara de la forma

�

A! a o b�e

A! X

1

: : :X

m

; amb m > 2:

on totes les X

1

: : :X

m

s�on variables.

Sigui G

0

= hV

0

; �; P; Si la nova gram�atica amb les modi�cacions pr�evies.

�

Es f�acil de

demostrar que L(G

0

) = L(G).

En una segona etapa, considerem la gram�atica G

00

= hV

00

; �; P

00

; Si obtinguda de la

manera seg�uent. Per cada producci�o de G

0

del tipus A! B

1

: : : B

m

amb m > 2, de�nim

noves variables D

1

; : : : ;D

m�2

i substitu��m la producci�o A ! B

1

: : : B

m

pel conjunt de

produccions

A! B

1

D

1

D

1

! B

2

D

2

.

.

.

D

m�3

! B

m�2

D

m�2

D

m�2

! B

m�1

B

m

:

�

Es clar que la gram�atica G

00

obtinguda est�a en cnf, i de nou no presenta cap di�cultat

demostrar que L(G

00

) = L(G

0

). �

Exemple 3.10 Considerem la gram�atica depurada obtinguda a l'exemple 3.7, �es a dir,

la gram�atica G = hfS

0

; S; A; Bg; fa; bg; P; S

0

i, on P �es el conjunt de produccions

S

0

! � j aSa j aa j bSb j bb j AB

S ! aSa j aa j bSb j bb j AB

A ! aaA j aa

B ! Bbb j b :

La primera etapa del m�etode anterior ens d�ona les produccions

S

0

! � j C

a

SC

a

j C

a

C

a

j C

b

SC

b

j C

b

C

b

j AB

S ! C

a

SC

a

j C

a

C

a

j C

b

SC

b

j C

b

C

b

j AB

A ! C

a

C

a

A j C

a

C

a

B ! BC

b

C

b

j b

C

a

! a

C

b

! b :
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La segona etapa del m�etode d�ona les produccions

S

0

! � j C

a

X j C

a

C

a

j C

b

T j C

b

C

b

j AB

S ! C

a

X j C

a

C

a

j C

b

T j C

b

C

b

j AB

X ! SC

a

T ! SC

b

A! C

a

Y j C

a

C

a

Y ! C

a

A

B ! BZ j b

Z ! C

b

C

b

C

a

! a

C

b

! b :

De fet, aquest no �es exactament el resultat que haur��em obtingut si hagu�essim seguit el

m�etode al peu de la lletra, ja que haur��em introdu��t les variables X

0

i T

0

diferenciades

de les X i T per a les dues produccions tern�aries que depenen de S

0

.

�

Es clar, tanmateix,

que es tracta, en aquest cas, de parells de variables equivalents.

Exercicis

3.1 Constru��u una gram�atica sense �-produccions que sigui equivalent a la seg�uent:

S ! aSa j bSb j aXb j bXa

X ! aX j bX j � :

3.2 Constru��u una gram�atica quasi-�-exempta que sigui equivalent a la seg�uent:

S ! XY

X ! aXb j �

Y ! bY c j � :

3.3 Constru��u una gram�atica sense produccions un�aries que sigui equivalent a la seg�uent:

S ! X

�

�

X + S

X ! T

�

�

Y � Z

Y ! T

�

�

(X + S)

Z ! Y

�

�

Y � Z

T ! 0

�

�

1

�

�

2

�

�

3

�

�

4

�

�

5

�

�

6

�

�

7

�

�

8

�

�

9 :

3.4 Constru��u una gram�atica sense produccions un�aries que sigui equivalent a la seg�uent:

S ! A j B

A! aA j aAb j a

B ! Bb j aBb j b :

3.5 Constru��u una gram�atica quasi-�-exempta i sense produccions un�aries que sigui equivalent a la

seg�uent:

S ! aBS

�

�

bAS

�

�

�

A! bAA

�

�

a

B ! aBB

�

�

b :
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3.6 Demostreu que totes les transformacions de gram�atiques exposades en aquest cap��tol preserven la

no-ambig�uitat de la gram�atica original.

3.7 Trobeu un algorisme per determinar si un cfl qualsevol, de�nit mitjan�cant alguna cfg, �es �nit o

in�nit.

3.8 Una gram�atica quasi-�-exempta es diu que est�a en forma normal de Greibach quan totes les seves

produccions, a excepci�o eventualment de S!�, s�on de la formaA!a�, on a �es un s��mbol terminal i

� �es una cadena interm�edia que o b�e �es buida o b�e est�a composta exclusivament de variables. Trobeu

un procediment per transformar una cfg qualsevol en una altra en forma normal de Greibach.

3.9 Trobeu el nombre de passos de qualsevol derivaci�o d'un mot en funci�o de la longitud del mot, per

a cada un dels casos seg�uents:

1. Quan la gram�atica est�a en forma normal de Chomsky.

2. Quan la gram�atica est�a en forma normal de Greibach.

3.10 Una gram�atica quasi-�-exempta es diu que �es una gram�atica d'operadors quan cap de les seves

produccions no cont�e dues variables adjacents al seu costat dret. Trobeu un procediment per

transformar una cfg qualsevol en una gram�atica d'operadors.

3.11 Trobeu un procediment per transformar una cfg qualsevol en una gram�atica quasi-�-exempta en

qu�e totes les produccions, a excepci�o eventualment de S!�, s�on d'una de les tres formes seg�uents:

A!a, A!aB i A!aBC.
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Cap��tol 4 Aut�omats �nits

4.1 Introducci�o

Considerem el cl�assic problema de cercar una seq�u�encia de car�acters, que se sol anomenar

`patr�o', en un text. Partim d'un text t (que suposem relativament llarg respecte del patr�o)

escrit sobre un cert alfabet �, i d'un patr�o p, que sol ser una paraula o un pre�x d'alguna

paraula, i volem trobar si aquest patr�o apareix en algun lloc del text.

funci�o cerca ( text: vector [1::n] de car�acters;

patr�o: vector [1::m] de car�acters;

n;m: naturals)

retorna (trobat: boole�a)

variables i; j: naturals fvars

trobat := fals;

i := 0;

mentre (i 6 n�m ^ no trobat) fer

j := 1;

mentre (text [i+ j] = patr�o [j] ^ j < m) fer

j := j + 1

fmentre;

trobat := (text [i+ j] = patr�o [j]);

i := i+ 1

fmentre;

retorna trobat

�unci�o.

Fig. 4.1 Cerca d'un patr�o en un text

Un algorisme \ingenu", que es limita a cercar la primera ocurr�encia del patr�o, �es el

que apareix a la �gura 4.1. Es tracta de situar-se en una posici�o del text i acarar un a

un els s��mbols successius del patr�o amb els corresponents del text a partir de la posici�o

considerada, interrompent l'acarament a la primera discrep�ancia i passant a la posici�o

seg�uent del text. El proc�es �nalitza aix�� que es troba la primera ocurr�encia del patr�o.
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Una �ta superior del nombre de comparacions entre parells de s��mbols que efectua

aquest algorisme �es n(m+1)=2, on n im s�on les longituds de `text' i `patr�o', respectivament.

Hem quali�cat l'algorisme d'ingenu perqu�e no treu cap partit de la informaci�o que va

recollint a mesura que explora el text. Veurem com pot millorar-se substancialment el

temps de proc�es utilitzant un aut�omat �nit.

Per centrar-nos en un cas concret, suposem � = fa ; bg i p = abaa. La �gura 4.2

mostra el graf d'un aut�omat �nit determinista de quatre estats que accepta exactament

els textos que contenen aquest patr�o. L'aut�omat engega en l'estat q

0

i va llegint el text

t, d'esquerra a dreta, canviant d'estat segons li ho indica el s��mbol que llegeix a cada

instant. Si el text t cont�e el patr�o p com a submot, l'aut�omat entra en l'estat q

4

, que

ser�a anomenat estat d'acceptaci�o, just quan acaba de llegir per primera vegada aquest

submot.

b a a a,b
aa

bb

bq0 q1 q2 q3 q4

Fig. 4.2 Aut�omat �nit que accepta mots que contenen abaa

�

Es f�acil demostrar que, qualsevol que sigui el patr�o p considerat, si fem m = jpj,

existeix un aut�omat �nit determinista de m + 1 estats que efectua el proc�es de cerca.

Aquest aut�omat executa exactament n passos per llegir un text de longitud n. Aix��

doncs, la feina total de construir l'aut�omat a partir del patr�o i processar a continuaci�o el

text amb aquest aut�omat requereix �(m + n) passos, mentre que l'algorisme ingenu en

requeria �(m � n).

4.2 Aut�omats �nits deterministes

Un aut�omat �nit determinista (abreujadament un dfa, de l'angl�es deterministic �nite

automaton) �es una estructura de la forma

M = hQ;�; �; q

0

; F i

els components de la qual es de�neixen a continuaci�o:

- Q �es un conjunt �nit no buit, els elements del qual s'anomenen estats.

- � �es un alfabet (anomenat d'entrada).

- � �es la funci�o de transici�o que de�nirem tot seguit.

- q

0

2 Q s'anomena estat inicial.

- F � Q s'anomena conjunt d'estats acceptadors.

Quant a la funci�o de transici�o, �es una aplicaci�o de la forma

�:Q��

�

�! Q;

que representem amb notaci�o multiplicativa,

8q 2 Q 8w 2 �

�

�(q; w) = q � w
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i que satisf�a els dos axiomes seg�uents:

8q 2 Q 8x; y 2 �

�

�

(1) q � � = q

(2) q � (xy) = (q � x) � y:

A partir d'aquests axiomes �es immediat comprovar que qualsevol funci�o de transici�o queda

completament de�nida especi�cant-ne solament els valors sobre el conjunt �nit Q � �.

En efecte, si x = a

1

a

2

:::a

n

, on tots els a

i

s�on s��mbols de �, tenim per aplicaci�o reiterada

de l'axioma 2

q � a

1

a

2

:::a

n

= ((q � a

1

) � a

2

) � � � a

n

;

�es a dir que el c�alcul de la transici�o d'un estat per un mot de longitud n es resol amb n

c�alculs elementals consecutius de la forma \un estat per un s��mbol". Es pot especi�car

la funci�o de transici�o del dfa M mitjan�cant una taula, anomenada taula de transicions,

que t�e com a entrades els estats de Q i els s��mbols de �.

Exemple 4.1 La taula 4.1 especi�ca les transicions d'un aut�omat �nit de vuit estats

fq

0

; q

1

; : : : q

7

g, que t�e q

0

com a estat inicial, q

2

com a �unic estat acceptador i els s��mbols

a i b com a alfabet d'entrada.

Taula 4.1 Taula de transicions d'un dfa

a b

q

0

q

1

q

0

q

1

q

2

q

3

y q

2

q

2

q

2

q

3

q

4

q

5

q

4

q

2

q

6

q

5

q

1

q

1

q

6

q

2

q

7

q

7

q

4

q

4

Amb vista a facilitar la comparaci�o entre aut�omats, se sol adoptar el criteri d'escriure

l'estat inicial a la primera l��nia i d'anar introduint els altres estats a les l��nies successives

a mesura que van apareixent referenciats a la mateixa taula. Utilitzem una creu (y) per

assenyalar els estats acceptadors.

Una altra manera de descriure un aut�omat �nit, que en facilita molt la comprensi�o

en el cas d'aut�omats petits, �es mitjan�cant el que s'anomena diagrama de transicions de

l'aut�omat. Es tracta d'un graf dirigit que t�e per v�ertexs els estats de l'aut�omat. Per cada

transici�o de la forma q

i

� a = q

j

hi ha un arc que va de q

i

a q

j

i porta l'etiqueta a. Si hi ha

m�es d'una transici�o entre dos estats q

i

i q

j

, per exemple q

i

�a = q

j

i q

i

�b = q

j

, es dibuixa un

�unic arc entre aquests dos estats, l'etiqueta del qual inclou els s��mbols implicats separats

per comes (a; b en aquest exemple). L'estat inicial se sol identi�car amb una etxeta que

hi incideix. Els estats acceptadors se solen identi�car amb una creueta (o amb un doble

cercle en alguns textos).
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a a a

a a,b

a,b b b b

a,bb

a

b

Fig. 4.3 Diagrama de transicions de l'aut�omat de la taula 4.1

Exemple 4.2 La �gura 4.3 il

.

lustra el diagrama de transicions de l'aut�omat �nit es-

peci�cat a la taula 4.1.

Interpretaci�o d'un DFA com un mecanisme

Si b�e �es imprescindible partir d'una descripci�o formal del concepte de dfa per tal de

poder establir-ne rigorosament les propietats, tamb�e �es necessari donar una interpretaci�o

del dfa que permeti la seva utilitzaci�o en inform�atica. Al capdavall, �es d'aquest �us pr�actic

que se n'ha derivat el concepte com a model abstracte de computaci�o.

Nosaltres interpretem els aut�omats com unes m�aquines del tipus dels ordinadors, si

b�e d'una senzillesa estructural extrema. En el cas dels dfa que ara ens ocupa, aquestes

m�aquines estan redu��des a una unitat de control i a un cap�cal que llegeix una cinta

d'entrada. La unitat de control consta d'una mem�oria �nita. De fet, interpretem cada

estat de l'aut�omat com un contingut possible de la mem�oria. Aix��, una mem�oria de n

bits de capacitat pot adoptar 2

n

estats diferents. La cinta d'entrada est�a dividida en

cel

.

les, cada una de les quals pot contenir un s��mbol de l'alfabet d'entrada. La longitud

de la cinta es limita en cada cas al nombre de les cel

.

les que contenen el mot que ha de ser

processat. Inicialment, el cap�cal es troba situat davant del primer s��mbol de l'esquerra del

mot que est�a escrit a la cinta d'entrada. L'aut�omat funciona com una m�aquina s��ncrona,

actuant en temps discret com ho faria sota els impulsos d'un rellotge. A cada pas, el

cap�cal es mou una posici�o cap a la cel

.

la de la dreta. Llegeix el s��mbol que hi apareix i

canvia d'estat en funci�o del contingut de la mem�oria i del s��mbol acabat de llegir. No se

li permet modi�car el contingut de les cel

.

les d'entrada, nom�es el de la mem�oria interna.

Ni tan sols posar una \marca" a determinades cel

.

les. Tampoc no se li permet fer recular

el cap�cal cap a l'esquerra per tal de tornar a llegir algun s��mbol precedent. Cal remarcar

que un dels conceptes que adquireixen m�es rellev�ancia �es el que s'interpreta com a pas

d'un proc�es de c�alcul. Es tracta de considerar que una computaci�o requereix un nombre

de passos igual al de vegades en qu�e cal desglossar-la en c�alculs elementals de la forma

\estat per s��mbol". En el cas dels dfa, aquest nombre coincideix amb la longitud del mot

processat. Per�o, en altres tipus d'aut�omats, aquesta coincid�encia no existeix.

En el decurs d'aquest text ens permetrem utilitzar sovint termes que corresponen

a aquesta interpretaci�o no formal, �ns i tot quan estiguem immersos en plantejaments

formals. Aix��, per exemple, parlarem de lectura d'un mot, o de funcionament de l'aut�omat,

o encara, com acabem de remarcar, de pas d'una transici�o. Aquest �us ens permetr�a fer

m�es senzilla l'exposici�o sense que, com esperem, se'n ressentin ni la claredat ni el rigor.
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Llenguatge reconegut per un DFA. Llenguatges regulars

Donat un aut�omat �nit M = hQ;�; �; q

0

; F i, s'anomena llenguatge reconegut per aquest

aut�omat, i es representa per L(M), el conjunt dels mots que en operar sobre l'estat inicial

donen un estat acceptador. Formalment:

L(M) = fw 2 �

�

j q

0

� w 2 Fg:

En un aut�omat determinista hi ha una correspond�encia biun��voca entre mots acceptats i

camins que van de l'estat inicial a algun estat acceptador en el graf de transicions.

Exemple 4.3 L'aut�omat especi�cat als exemples 4.1 i 4.2 accepta els mots de fa ; bg

�

que tenen algun parell de a's separades per un submot de longitud m�ultiple de 3. Es

proposa al lector, com a exercici, que construeixi directament, a partir d'aquesta de�nici�o,

l'aut�omat corresponent i que compari el resultat obtingut amb el donat.

Podem apro�tar aquest exemple per posar de manifest la mec�anica de l'aut�omat en

el proc�es d'acceptaci�o d'un mot. Els passos successius que duen a l'acceptaci�o del mot

bababab s�on els seg�uents:

q

0

bababab = q

0

ababab = q

1

babab = q

3

abab = q

4

bab = q

6

ab = q

2

b = q

2

2F

Exemple 4.4 Ens proposem construir un aut�omat que accepti els mots sobre fa ; bg

que tenen una a a l'antepen�ultima posici�o. Observem que durant la lectura d'un mot

qualsevol, nom�es els tres �ultims s��mbols llegits tenen rellev�ancia. Els anteriors ja no

poden inuir en la decisi�o d'acceptar o no el mot. Els estats possibles s'identi�quen,

doncs, amb els vuit possibles valors d'aquests tres �ultims s��mbols llegits. Si representem

per hxyzi l'estat que correspon a haver llegit �ultimament un s��mbol x, seguit d'un s��mbol

y i aquest seguit d'un s��mbol z, �es clar que la funci�o de transici�o ha de prendre els valors

�(hxyzi ; a) = hyzai �(hxyzi ; b) = hyzbi :

Nom�es ens queda identi�car els estats en qu�e encara no han estat llegits un m��nim de

tres s��mbols amb els estats que tenen b's a l'esquerra. En particular, l'estat inicial �es el

hbbbi. Quant als estats acceptadors, s�on els quatre que tenen una a a l'antepen�ultima

posici�o. El diagrama de transicions d'aquest aut�omat apareix a la �gura 4.4.

b

b

a

a

b

b
b

b a

a

b

ba

a
a

a
abb

bba

aab

baa

bbb bab aba aaa

Fig. 4.4 Aut�omat que reconeix el llenguatge format pels mots

que tenen un s��mbol a a l'antepen�ultima posici�o

Exemple 4.5 L'exemple anterior �es f�acilment generalitzable al cas de mots sobre fa ; bg

que tenen una a a la n-�esima posici�o comen�cant per la dreta. El dfa resultant t�e aleshores
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2

n

estats, la meitat dels quals s�on acceptadors. Al cap��tol seg�uent veurem que no hi ha

cap dfa amb menys estats que accepti aquest llenguatge.

Definici

�

o. Un llenguatge s'anomena regular quan �es reconegut per algun aut�omat �nit.

Representem per Reg la fam��lia dels llenguatges regulars.

Diem que dos aut�omats s�on equivalents quan reconeixen el mateix llenguatge. For-

malment,M

1

�es equivalent a M

2

si L(M

1

) = L(M

2

).

4.3 Veri�caci�o d'aut�omats �nits

Entenem per veri�caci�o d'un aut�omat la demostraci�o que aquest aut�omat reconeix un

llenguatge donat. De manera similar a com hem fet al cap��tol 2 amb la veri�caci�o de

gram�atiques, hi ha un plantejament general per dur a terme la veri�caci�o d'un aut�omat

�nit que consisteix a associar a cada estat de l'aut�omat un llenguatge que el caracte-

ritzi, com pot ser el llenguatge format pels mots que porten de l'estat inicial a l'estat

considerat.

1

Es tracta d'anticipar una descripci�o de cada un d'aquests llenguatges i de

fer-ne la demostraci�o conjuntament per a tots ells. Formalment, si L �es el llenguatge que

volem demostrar que �es reconegut per l'aut�omat, si el conjunt d'estats d'aquest aut�omat

�es fq

1

; : : : ; q

n

g, si L

1

; : : : ; L

n

en s�on els llenguatges associats, i si suposem que l'estat

inicial �es q

1

, el que fem �es establir n enunciats de la forma

8w (q

1

w = q

i

() w 2 L

i

) ;

i demostrar-los conjuntament per inducci�o sobre la longitud del mot w. Els llenguatges

L

i

han de satisfer la condici�o que L =

S

q

i

2F

L

i

, on F �es el conjunt d'estats acceptadors.

Veurem tot aix�o amb detall en un exemple. Abans, per�o, remarquem que el fet de quali-

�car de general el procediment proposat no signi�ca que sigui autom�atic, perqu�e cal saber

trobar descripcions dels llenguatges L

i

que permetin identi�car L amb la reuni�o dels que

corresponen a estats acceptadors.

Exemple 4.6 L'aut�omat de la �gura 4.5 reconeix el llenguatge format per tots els mots

sobre l'alfabet � = fa ; bg, excepte el mot bbbb, tals que tot submot de 5 s��mbols cont�e

com a m��nim dues a's.

Demostraci

�

o. Sigui L el llenguatge considerat. Per tal de facilitar l'exposici�o que

segueix introduirem dos llenguatges auxiliars. Representem per X el subconjunt de

mots de L que no acaben ni en b ni en ba, �es a dir, que no contenen cap b en les dues

posicions �nals; i representem per Y el subconjunt de mots de L acabats en b per�o no

en bb. Formalment podem expressar aquests llenguatges aix��:

X = (� [ a [ �

�

aa) \ L

Y = (b [ �

�

ab) \ L:

L'enunciat seg�uent cont�e les onze equival�encies que caracteritzen els llenguatges associats

a cada un dels estats de l'aut�omat.

1

Tamb�e podria considerar-se, alternativament, el llenguatge format pels mots que duen de l'estat considerat (pres com

a inicial) a algun dels estats acceptadors.
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a
a

a

a

a

a

a

a

a

a,b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

a

A

G

D

B F

J

C

I

E

H

K

Fig. 4.5 dfa que accepta tots els mots, tret del bbbb, en qu�e tot

submot de 5 s��mbols cont�e almenys dues a's

8w 2 �

�

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Aw = A () w 2 X

Aw = B () w 2 Xb

Aw = C () w 2 Y a

Aw = D () w 2 Xbb

Aw = E () w 2 Y ab

Aw = F () w 2 Y ba

Aw = G () w 2 Xbbb

Aw = H () w 2 Y abb

Aw = I () w 2 Y bab

Aw = J () w 2 Xbbba

Aw = K () w =2 L:

Observem que �es el mateix veri�car que la reuni�o dels llenguatges associats als estats

acceptadors �es L i veri�car que la dels associats als estats no acceptadors �es el comple-

mentari de L. Aix�o �es el que estableix l'equival�encia corresponent a l'estat K. Farem la

demostraci�o per inducci�o sobre n = jwj.

Base. Tenim n = 0 () w = �. La primera equival�encia se satisf�a pel fet de ser certa

als dos costats. Les restants se satisfan en ser falses als dos costats.

Pas inductiu. Sigui jwj = n > 0 i suposem, per h.i., que s�on certes totes les equival�encies

8u 2 �

�

tal que juj < n. Es poden donar dos casos: o b�e w = va, o b�e w = vb, amb

v 2 fa ; bg

�

i jvj = n� 1. Per a cada un d'aquests dos casos, estudiarem separadament

cada una de les onze equival�encies.

Cas 1.a Hem de demostrar que Ava=A () va2X . Observem que, per tal que el

mot va dugui a l'estat A, �es necessari i su�cient que el mot v dugui a un dels quatre

estats, A, C, F o J , dels quals surt un arc amb etiqueta a que va a A. En la resta de

casos que queden per analitzar partirem sempre d'una caracteritzaci�o an�aloga, sense que

ens entretinguem a repetir-ne l'observaci�o. En aquest cas tenim:
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Ava = A ,

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

Av = A

h.i.

() v 2 X

Av = C

h.i.

() v 2 Y a

Av = F

h.i.

() v 2 Y ba

Av = J

h.i.

() v 2 Xbbba

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

?

() va 2 X:

La implicaci�o d'esquerra a dreta de l'�ultima equival�encia �es immediata. Vegem el sentit

contrari. Si va 2 X , resulta que v no acaba en b i aleshores

�

si v tampoc no acaba en ba, llavors v 2 X:

si v acaba en ba, llavors

8

>

>

<

>

>

:

o b�e v = ba

o b�e v acaba en aba

)

i en aquests dos casos v 2 Y a.

o b�e v acaba en bba i en aquest cas:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

o b�e v = bba

o b�e v acaba en abba

)

i en aquests dos casos v 2 Y ba.

o b�e v acaba en bbba i en aquest cas, com que v 2 L, els

s��mbols precedents no poden ser ni b ni ba, �es a dir que

v 2 Xbbba.

Cas 1.b Ava = B () fals () va 2 Xb.

Cas 1.c Ava = C ()

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

Av = B

h.i.

() v 2 Xb

Av = E

h.i.

() v 2 Y ab

Av = I

h.i.

() v 2 Y bab

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

?

() v 2 Y () va 2 Y a:

Tamb�e aqu�� la pen�ultima equival�encia �es immediata d'esquerra a dreta. En sentit con-

trari, tenim el seg�uent. Si v 2 Y , resulta que v ha de ser de la forma ub amb u no acabat

en b i aleshores

�

si u tampoc no acaba en ba, llavors u 2 X:

si u acaba en ba, llavors

8

>

>

<

>

>

:

o b�e u = ba

o b�e u acaba en aba

)

i en aquests dos casos u 2 Y a.

o b�e u acaba en bba i en aquest cas:

�

o b�e u = bba

o b�e u acaba en abba

�

ja que v no pot acabar en bbbab, i en els

dos casos u 2 Y ba.

Cas 1.d Ava = D () fals () va 2 Xbb.

Cas 1.e Ava = E () fals () va 2 Y ab.

Cas 1.f Ava = F ()

8

<

:

Av = D

h.i.

() v 2 Xbb

Av = H

h.i.

() v 2 Y abb

9

=

;

?

() v 2 Y b () va 2 Y ba:
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De nou �es immediat provar la pen�ultima implicaci�o d'esquerra a dreta. Per fer-ho de

dreta a esquerra, no podem basar-nos en la inclusi�o Y � Xb [ Y ab perqu�e no �es certa

(el mot bbab pertany a Y , per�o ni bba 2 X ni bb 2 Y ). S�� que �es cert, en canvi, que

Y b � Xbb [ Y abb. Vegem-ho. Si v 2 Y b, aleshores v acaba en bb per�o no en bbb. Per

tant,

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

o b�e v = bb

o b�e v = abb

o b�e v acaba en aabb

9

>

=

>

;

i en aquests tres casos v 2 Xbb.

o b�e v = babb

o b�e v acaba en ababb

)

i en aquests dos casos v 2 Y abb.

(v no pot acabar en bbabb)

Cas 1.g Ava = G () fals () va 2 Xbbb.

Cas 1:h Ava = H () fals () va 2 Y abb.

Cas 1.i Ava = I () fals () va 2 Y bab.

Cas 1.j Ava = J () Av = G

h.i.

() v 2 Xbbb () va 2 Xbbba.

En aquest cas, l'�ultima equival�encia �es immediata en els dos sentits.

Cas 1.k Ava = K () Av = K

h.i.

() v =2 L () va =2 L.

L'�ultima equival�encia �es, com sempre, immediata d'esquerra a dreta. Per�o tamb�e �es clar

que l'�unica forma que va no sigui de L �es que v tampoc no ho sigui.

Cas 2.a Avb = A () fals () vb 2 X .

Cas 2.b Avb = B () Av = A

h.i.

() v 2 X () vb 2 Xb.

Cas 2.c Avb = C () fals () vb 2 Y a.

Cas 2.d Avb = D () Av = B

h.i.

() v 2 Xb () vb 2 Xbb.

Cas 2.e Avb = E () Av = C

h.i.

() v 2 Y a () vb 2 Y ab.

Cas 2.f Avb = F () fals () vb 2 Y ba.

Cas 2.g Avb = G () Av = D

h.i.

() v 2 Xbb () vb 2 Xbbb.

Cas 2.h Avb = H () Av = E

h.i.

() v 2 Y ab () vb 2 Y abb.

Cas 2.i Avb = I () Av = F

h.i.

() v 2 Y ba () vb 2 Y bab.

Cas 2.j Avb = J () fals () vb 2 Xbbba.

Cas 2.k Avb = K ()

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Av = G

h.i.

() v 2 Xbbb

Av = H

h.i.

() v 2 Y abb

Av = I

h.i.

() v 2 Y bab

Av = J

h.i.

() v 2 Xbbba

Av = K

h.i.

() v =2 L

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

?

() vb =2 L:

La implicaci�o d'esquerra a dreta �es immediata en tots cinc casos. Vegem la implicaci�o

rec��proca. Si vb =2 L, aleshores
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8

<

:

o b�e v =2 L, i estem en el cinqu�e cas,

o b�e v 2 L, i la causa que vb =2 L est�a en el su�x. Cal diferenciar dos

casos:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

o b�e vb �es el mot bbbb, cas en el qual v 2 Xbbb,

o b�e els �ultims 5 s��mbols de vb contenen, com a m�axim, una a.

�

Es a

dir, que els quatre �ultims s��mbols de v contenen exactament

una a (si v acab�es en bbbb ja hauria estat considerat com a

v =2 L). Es tracta dels quatre casos seg�uents:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

v = uabbb i u no acaba en b; en aquest cas v 2 Xbbb.

v = ubabb i u no acaba en b; en aquest cas v 2 Y abb.

v = ubbab i u no acaba en b; en aquest cas v 2 Y bab.

v = ubbba i u no acaba en b ni tampoc en ba; en aquest cas

v 2 Xbbba.

4.4 Aut�omats �nits indeterministes

Justi�caci�o

La construcci�o d'un aut�omat �nit determinista que reconegui un llenguatge donat �es un

problema que es va fent m�es dif��cil a mesura que creix el nombre d'estats involucrats. En

aquesta secci�o introduirem el concepte d'aut�omat �nit indeterminista, que ens ajudar�a a

resoldre aquest problema. La ra�o d'aix�o �es que el nombre d'estats d'un aut�omat d'aquest

tipus pot arribar a ser logar��tmicament menor que el nombre d'estats del m��nim dfa

que reconegui el mateix llenguatge. Com veurem immediatament, el recurs a aquests

aut�omats indeterministes �es sempre possible: la fam��lia de llenguatges reconeguts per

aut�omats �nits indeterministes �es la mateixa fam��lia que la dels reconeguts per dfa.

De�nici�o

Un aut�omat �nit indeterminista (abreujadament un nfa, de l'angl�es non-deterministic

�nite automaton) �es una estructura de la forma

M = hQ;�; �; I; F i

en qu�e, com ara veurem, Q, � i F tenen el mateix signi�cat que en els dfa,

- Q �es un conjunt �nit d'estats.

- � �es l'alfabet d'entrada.

- � �es la funci�o de transici�o que de�nirem tot seguit.

- I � Q �es el conjunt d'estats inicials.

- F � Q �es el conjunt d'estats acceptadors.

La funci�o de transici�o �es ara una aplicaci�o de la forma

�:P (Q)��

�

�! P (Q) ;
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que representem tamb�e amb notaci�o multiplicativa,

8P � Q 8w 2 �

�

�(P;w) = P � w;

i que satisf�a els quatre axiomes seg�uents:

8P

1

; P

2

� Q 8x; y 2 �

�

8

>

>

<

>

>

:

(1) ? � x = ?

(2) P

1

� � = P

1

(3) (P

1

[ P

2

) � x = P

1

� x [ P

2

� x

(4) P

1

� (xy) = (P

1

� x) � y:

Tamb�e aqu��, igual que en el cas dels dfa, la funci�o de transici�o queda completament

determinada coneixent els valors que pren sobre el conjunt �nit Q��.

�

Es a dir que dues

funcions de transici�o que coincideixen sobre Q�� s�on la mateixa. En efecte: coneguts els

valors de � sobre Q��, i donats un subconjunt d'estats qualsevol P i un mot qualsevol

w, podem calcular �(P;w) a partir dels components de P i de w. Siguin P = fq

1

; : : : ; q

m

g

i w = a

1

: : : a

n

. Per aplicaci�o reiterada dels axiomes 3 i 4 tenim

P �w =

[

16i6m

((fq

i

g � a

1

) � � � a

n

):

Tant la taula com el diagrama de transicions d'un nfa tenen una presentaci�o similar als

corresponents dels dfa, per m�es que ara poden apar�eixer diversos estats (o no apar�eixer-

ne cap) per a cada estat i s��mbol d'entrada. A m�es, mentre que en una taula d'un dfa

l'estat inicial (�unic) queda identi�cat per ser el primer de la llista, en un nfa cal marcar

(per exemple, amb una etxeta) els estats inicials quan n'hi ha m�es d'un.

Exemple 4.7 A continuaci�o s'especi�ca, primer en forma de taula i despr�es, a la

�gura 4.6, en forma de diagrama, la funci�o de transici�o d'un nfa de sis estats fA; : : : ; Fg,

dels quals els A i B s�on inicials i els B, D i E s�on acceptadors. L'alfabet d'entrada �es

fa ; bg.

Taula 4.2 Taula de transicions d'un nfa

a b

! A C A;D

! B y � E; F

C A;D; F B

D y E A

E y � �

F D F

b
b

ba
a

b

a

ba
A F

B

ED

C
a

a

b
b

Fig. 4.6 Diagrama de transicions de l'nfa de la taula 4.2
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Llenguatge reconegut per un NFA

Donats un aut�omat �nit indeterminista M = hQ;�; �; I; F i i un mot qualsevol w =

a

1

: : : a

n

, s'anomena cam�� acceptador d'aquest mot qualsevol seq�u�encia d'estats (en cas

d'haver-n'hi alguna) de la forma (q

0

; q

1

; : : : ; q

n

) tal que

8

<

:

q

0

2 I

q

n

2 F

q

i

2 q

i�1

� a

i

8i: 1 6 i 6 n:

2

S'anomena llenguatge reconegut per aquest aut�omat, i es representa per L(M), el

conjunt dels mots per als quals existeix almenys un cam�� acceptador. Formalment:

L(M) = fw 2 �

�

j 9p 2 I 9q 2 F q 2 p � wg = fw 2 �

�

j I � w \ F 6= ?g:

Com hem dit al comen�cament d'aquesta secci�o, la ra�o que justi�ca la de�nici�o dels

nfa �es la gran senzillesa de construcci�o, comparativament als dfa, dels aut�omats inde-

terministes que accepten llenguatges donats. Posarem aix�o de manifest en els exemples

seg�uents, en els quals exposarem els nfa que corresponen a llenguatges ja introdu��ts en

exemples anteriors i per als quals ja coneixem els corresponents dfa.

Exemple 4.8 Un nfa que reconeix el llenguatge de l'exemple 4.3, �es a dir, el conjunt

de mots que tenen algun parell de a's separades per un submot de longitud m�ultiple de

tres, �es el que s'exposa a la �gura 4.7. Observeu la simplicitat de la idea que guia el

seu disseny. El cam�� acceptador es mant�e en bucle sobre l'estat inicial �ns que arriba el

moment de prendre en consideraci�o la primera de les dues a's rellevants. Entre aquestes

dues a's s'instal

.

la un comptador de tres estats que controla que el submot que les separa

t�e efectivament longitud m�ultiple de tres. La segona a duu directament a l'�unic estat

acceptador, el qual ja no �es abandonat.

a a

a,b

a,b

a,b a,b

a,b

Fig. 4.7 nfa que accepta els mots que tenen algun parell de a's

separades per un submot de longitud m�ultiple de tres

Exemple 4.9 Encara m�es senzilla resulta la construcci�o d'un nfa que accepti els mots

que tenen una a a l'antepen�ultima posici�o. Recordem que a l'exemple 4.4 ha estat

constru��t un aut�omat determinista que reconeix aquest llenguatge. Es tracta ara, sim-

plement, de mantenir un bucle del qual nom�es se surt amb una a seguida de dos s��mbols

2

En el cas de w = �, en fer n = 0, l'�unic cam�� acceptador possible ha de ser de la forma (q

0

), i aquestes condicions es

redueixen a q

0

2 I \ F .
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a

a,b

a,b a,b

Fig. 4.8 nfa que accepta els mots que tenen una a a l'antepe-

n�ultima posici�o

addicionals. Aix�o duu a l'estat acceptador a partir del qual ja no s'admet cap nou s��mbol.

L'aut�omat resultant s'ha dibuixat a la �gura 4.8.

4.5 Equival�encia dels NFA amb els DFA

Sigui M = hQ;�; �; I; F i un nfa. Considerem un dfaM

0

, sobre el mateix alfabet �, que

tingui per estats els subconjunts d'estats de M , �es a dir, que si anomenem Q

0

el conjunt

d'estats de M

0

, estem fent Q

0

= P (Q). En M , la funci�o de transici�o � t�e la forma

�:P (Q)��

�

�! P (Q) :

Per tant, podem considerar aquesta mateixa funci�o, escrita en la forma

�:Q

0

��

�

�! Q

0

;

com una funci�o de transici�o de�nida en M

0

. En efecte, d'una banda, t�e la forma correcta

i, d'altra banda, satisf�a els axiomes 1 i 2 de les funcions corresponents dels dfa, que no

s�on m�es que la traducci�o dels axiomes 2 i 4 dels nfa en aquest cas. Nom�es ens queda

de�nir l'estat incial i els estats acceptadors de M

0

. Com a estat inicial prenem I (que

per ser un subconjunt de Q �es un estat de Q

0

ben de�nit). I com a conjunt F

0

d'estats

acceptadors prenem els estats de Q

0

que continguin algun estat acceptador deM , �es a dir,

F

0

= fP � Q j P \ F 6= ?g:

Demostrarem que el dfaM

0

= hQ

0

; �; �; I; F

0

i constru��t aix�� reconeix el mateix llenguatge

que l'nfaM donat.

Proposici

�

o. L(M

0

) = L(M).

Demostraci

�

o. De les tres igualtats seg�uents

L(M

0

) = fw 2 �

�

j I � w 2 F

0

g = fw 2 �

�

j I � w \ F 6= ?g = L(M);

la primera �es la de�nici�o del llenguatge reconegut pel dfa M

0

, la segona resulta de la

de�nici�o de F

0

i la tercera �es la de�nici�o del llenguatge reconegut per l'nfaM . �

La proposici�o anterior ens permet a�rmar que tot llenguatge reconegut per algun nfa

�es regular. Rec��procament, �es immediat veure que tot llenguatge regular �es reconegut

per un nfa. En efecte, tot dfa pot ser ent�es com un cas particular d'nfa que satisf�a

dues condicions. La primera, que el conjunt d'estats inicials est�a redu��t a un �unic estat.

La segona, que per a tot estat i tot s��mbol d'entrada, la transici�o corresponent consta

exactament d'un estat. En conclusi�o, podem enunciar el teorema seg�uent.
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Teorema. La fam��lia de llenguatges reconeguts pels nfa �es la fam��lia dels llenguatges

regulars.

La de�nici�o que acabem de donar del dfa que correspon a un nfa donat �es cons-

tructiva. Podem construir efectivament la taula de transicions d'aquest dfa partint de

I (el conjunt d'estats inicials de l'nfa) a la primera l��nia de la taula, i anar de�nint les

transicions que corresponen a cada l��nia de la taula i a cada entrada fent, simplement, la

reuni�o de les transicions que corresponen als estats que componen l'agregat d'estats de

la l��nia considerada. Nom�es introduirem les transicions que corresponen als agregats que

ens vagin apareixent en el decurs del c�alcul, �es a dir, nom�es prendrem en consideraci�o

els estats del dfa que siguin accessibles des de l'estat inicial. Per tal de fer m�es llegible

la notaci�o dels estats, prescindim, sempre que �es possible, de les claus i les comes que

s'utilitzen en la descripci�o de conjunts. Aix��, per exemple, representem per ACD l'estat

del dfa de�nit pel conjunt fA;C;Dg, on A, C i D s�on estats de l'nfa del qual partim.

Aquest proc�es de construcci�o d'un dfa a partir d'un nfa l'anomenem determinitzaci�o.

Veurem millor tot aix�o amb un parell d'exemples.

Exemple 4.10 La �gura 4.9 mostra la taula de transicions del dfa constru��t a partir

de l'nfa de l'exemple 4.7. Observeu que nom�es 14 estats dels 2

6

= 64 possibles s�on

accessibles.

a b

yAB C ADEF

C ADF B

yADEF CDE ADF

yADF CDE ADF

yB ? EF

yCDE ADEF AB

? ? ?

yEF D F

yD E A

F D F

yE ? ?

A C AD

yAD CE AD

yCE ADF B

Fig. 4.9 Determinitzaci�o de l'nfa de l'exemple 4.7

Exemple 4.11 La determinitzaci�o de l'nfa de�nit a l'exemple 4.8 d�ona lloc a la taula

de transicions de la �gura 4.10. Amb vista a dibuixar-ne el graf de transicions i preveient

possibles utilitzacions ulteriors d'aquest dfa, hem assignat un n�umero a cada estat en

substituci�o de l'etiqueta formada amb els noms dels seus components.

El graf de transicions corresponent a aquesta taula es troba dibuixat a la �gura 4.11.

Pot observar-se que aquest graf no �es el mateix que el de la �gura 4.3, tot i correspondre

al mateix llenguatge. La ra�o d'aix�o �es que el de la �gura 4.3 �es el dfa de menor nombre

d'estats de tots els que reconeixen aquest llenguatge. Ara b�e, el proc�es de determinitzaci�o

que acabem d'exposar no garanteix aquesta minimalitat del resultat. Aix��, en l'aut�omat
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a b

1 A AB A

2 AB ABCD AD

3 yABCD ABCDE ACDE

4 AD ABE AE

5 yABCDE ABCDE ABCDE

6 yACDE ABCE ABCE

7 ABE ABCD ABD

8 AE AB AB

9 yABCE ABCD ABCD

10 ABD ABCDE ADE

11 ADE ABE ABE

Fig. 4.10 Determinitzaci�o de l'nfa de l'exemple 4.8

de la �gura 4.11, els estats 3, 5, 6 i 9 poden reduir-se a un �unic estat acceptador que

bucleja sobre si mateix per a totes les entrades. Aquest �unic estat seria l'equivalent

de l'estat q

2

de l'aut�omat de�nit a l'exemple 4.1, com �es f�acil de comprovar. De tota

manera, la construcci�o de l'aut�omat m��nim que correspon a un llenguatge regular donat

ser�a l'objecte del pr�oxim cap��tol.

b

1 a

a,b

b

2

4 a

a

ab

a

3

b

a,b b

10 a

a

a,b
9

b

8 7

11

5

6

a,b

a,b

Fig. 4.11 Graf corresponent al dfa de la taula anterior

4.6 Aut�omats �nits amb �-transicions

A la secci�o seg�uent, veurem maneres de construir aut�omats a partir de certes operaci-

ons b�asiques, com ara la reuni�o o la concatenaci�o de llenguatges. Per a algunes de les

operacions que considerarem, les construccions se simpli�quen notablement si utilitzem

una variant dels aut�omats �nits indeterministes, la qual de�nirem en aquesta secci�o. Es

tracta de permetre que l'aut�omat pugui canviar d'estat sense haver de llegir cap s��mbol

de l'entrada. O, per expressar-ho gr�a�cament, que puguin haver-hi arcs sense etiquetes

entre parells d'estats. Els anomenem aut�omats �nits amb �-transicions, i utilitzem per

a ells l'abreviaci�o �nfa. Com demostrarem a continuaci�o, els aut�omats d'aquest tipus

tenen la mateixa pot�encia que els nfa (i, per tant, que els dfa).

�

Es a dir, tot llenguatge

reconegut per un �nfa tamb�e ho �es per un nfa normal (i viceversa).
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Definici

�

o. Un aut�omat �nit amb �-transicions �es una estructura de la forma

M = hQ;�; �; I; F i

en qu�e Q, �, I i F tenen el mateix signi�cat que en els nfa: es tracta, doncs, d'un conjunt

�nit d'estats, un alfabet d'entrada, i dos subconjunts d'estats, inicials i acceptadors,

respectivament. La difer�encia, respecte dels nfa, radica en la funci�o de transici�o, �, que

aqu�� �es una aplicaci�o qualsevol (�es a dir, no subjecta a cap condici�o o axioma) de la forma

�: Q� (� [ f�g) �! P (Q) :

Observem que, mentre en el cas dels nfa, � est�a de�nida sobre P (Q)��

�

, �es a dir, per

a qualsevol subconjunt d'estats i qualsevol mot, aqu�� hem restringit la seva de�nici�o a

estats i s��mbols individuals (i �). En els nfa, un dels axiomes requereix que per a tot

estat q es tingui �(q; �) = q. En canvi, aqu�� hem incorporat � al domini de de�nici�o de �,

permetent-li prendre qualsevol valor. Aix��, per exemple, l'especi�caci�o �(q

1

; �) = fq

2

; q

3

g

expressa l'exist�encia de dues �-transicions, cap als estats q

2

i q

3

, a partir de l'estat q

1

.

La presentaci�o d'un �nfa en forma de taula de transicions �es similar a la dels nfa.

�

Unicament cal afegir, a m�es de les columnes que corresponen a cada s��mbol de l'alfabet,

una nova columna per especi�car les �-transicions. Tamb�e els diagrames de transicions

dels �nfa s�on com els dels nfa, amb la possibilitat addicional d'arcs amb etiqueta �.

Exemple 4.12 La taula 4.3 i la �gura 4.12 contenen, respectivament, la taula i el

diagrama de transicions d'un mateix �nfa de cinc estats.

Taula 4.3 Taula de transicions d'un �nfa

a b �

! A � B �

B y C D;E �

C y B;C D D;E

D � A;B;D C

E E E A

A

E

B

D

C
b

b bb
b

b
a

a

a,b

λ λ

λ

b
,λ

a

Fig. 4.12 Diagrama de transicions del �nfa de la taula 4.3
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Llenguatge reconegut per un �NFA.

Equival�encia entre �NFA i NFA

Sigui M = hQ;�; �; I; F i un �nfa. Diem que un mot w �es acceptat per M quan hi ha

un cam�� acceptador associat a w que duu d'un estat inicial a un estat acceptador, on ara

aquest cam�� �es una seq�u�encia d'estats (q

0

; : : : ; q

m

) tal que podem descompondre w de la

forma w=s

1

s

2

: : : s

m

, amb s

i

2 �[f�g, de manera que:

8

<

:

q

0

2 I

q

m

2 F

8i : (1 6 i 6 m) q

i

2 �(q

i�1

; s

i

):

El conjunt de tots els mots acceptats per M constitueix el llenguatge reconegut per M i

es representa per L(M).

Exemple 4.13 El mot w = babbbb �es acceptat pel �nfa de l'exemple 4.12, ja que

admet, entre d'altres possibles camins acceptadors, la seq�u�encia d'estats

(A;B; C;D;B; E; A; B;D; C).

Les 9 transicions que corresponen a aquesta seq�u�encia resulten de descompondre el mot

considerat en la forma b-a-�-b-b-�-b-b-�. Pot observar-se que hi ha altres camins accep-

tadors del mateix w. Alguns d'ells resulten de descompondre d'altres maneres el mot w.

Per�o pot haver-hi, tamb�e, m�es d'un cam�� acceptador associat a la mateixa descomposici�o.

Aix��, el cam��

(A;B; C; E; E; E; A; B;D; C)

�es un cam�� acceptador de w que es recorre considerant la mateixa descomposici�o en

s��mbols alfab�etics i �-transicions que ha estat descrita anteriorment.

�

Es clar que tot nfa normal pot ser considerat com un cas particular de �nfa. Es

tracta, senzillament, de considerar que no hi ha cap �-transici�o de�nida, �es a dir, que

�(q; �) = ? per a tot estat q del �nfa. Per tal de fer la construcci�o rec��proca, la de l'nfa

que correspon a un �nfa donat, comen�carem introduint un concepte auxiliar.

Definici

�

o. Donat un subconjunt P qualsevol d'estats d'un �nfa, anomenem �-tanca-

ment de P , i ho representem per �(P ), el conjunt d'estats als quals �es possible accedir, a

partir d'algun dels de P , mitjan�cant alguna seq�u�encia de zero o m�es �-transicions. Quan

h�agim de referir-nos al �-tancament d'un conjunt redu��t a un sol estat q, utilitzarem

generalment la notaci�o �(q) en lloc de �(fqg).

Estem ara en condicions de fer la construcci�o de l'nfa que reconeix el mateix llen-

guatge que un �nfa donat. Sigui M = hQ;�; �; I; F i el �nfa de partida. Es tracta

de substituir les �-transicions per transicions alfab�etiques que hi siguin equivalents, aix��

com ampliar, si cal, el conjunt d'estats acceptadors. Formalment, l'nfa que constru��m

t�e la forma M

0

= hQ;�; �

0

; I; F

0

i, �es a dir que el conjunt total d'estats i el subconjunt

d'estats inicials s�on els mateixos que els de M . Per a cada estat p2Q i cada s��mbol a2�

incorporem a les transicions directes des de p tots els estats als quals es pot accedir des
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de p per algun cam�� de �-transicions acabat amb el s��mbol a. Formalment, la funci�o de

transici�o �

0

ve donada per

�

0

(p; a) =

[

q2�(p)

�(q; a):

Finalment, el conjunt d'estats acceptadors est�a format pels estats des dels quals es pot

accedir a un estat de F per un cam�� de �-transicions.

�

Es a dir, formalment, F

0

= fq j

�(q) \ F 6= ?g.

Exemple 4.14 El proc�es d'eliminaci�o de les �-transicions del �nfa de�nit a l'exem-

ple 4.12 requereix, en primer lloc, el c�alcul dels �-tancaments dels estats de l'aut�omat.

El resultat �es el de la taula 4.4.

Taula 4.4 �-tancaments dels estats de l'aut�omat de l'exemple 4.12

q �(q)

A A

B B

C A;C;D; E

D A;C;D; E

E A;E

Els estats d'acceptaci�o del �nfa considerat s�on B i C. Com que aquests dos estats

formen part dels �-tancaments dels estats B, C i D, aquests tres estats constitueixen els

estats d'acceptaci�o de l'nfa que volem construir.

Per a cada estat q i cada s��mbol d'entrada a, el c�alcul de �

0

(q; a) consisteix a reunir

els estats que corresponen a les transicions amb el s��mbol a des de cada un dels estats

de �(q). Aix��, en aquest exemple,

�

0

(E; b) = �(A; b) [ �(E; b) = fBg [ fEg = fB;Eg:

�

Es a dir, constru��m la l��nia de l'estat E de la taula de �

0

, a base de considerar els estats

de la taula de � que corresponen a E, i agrupar tots els estats que apareixen en la taula

de � com a transicions d'aquests estats considerats.

La funci�o de transici�o de l'nfa sense �-transicions equivalent al de l'exemple que

estem considerant s'exposa a la taula 4.5.

Taula 4.5 Taula de transicions de l'nfa equivalent al �nfa de l'exemple 4.12

a b

! A � B

B y C D;E

C y B;C; E A;B;D; E

D y B;C; E A;B;D; E

E E B;E

�

Es interessant d'observar que aquest procediment d'eliminaci�o de les �-transicions

d'un aut�omat �es an�aleg al d'eliminaci�o de les produccions un�aries d'una gram�atica, es-
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tudiat al cap��tol 3. Com veurem m�es endavant, al cap��tol 6, aquesta analogia no �es ca-

sual, sin�o que �es un reex de la correspond�encia que existeix entre gram�atiques regulars i

aut�omats �nits. Aquesta correspond�encia, que identi�ca les variables de la gram�atica amb

els estats de l'aut�omat i que identi�ca les produccions de la primera amb les transicions

del segon, permet identi�car igualment les produccions un�aries amb les �-transicions. En

aquest sentit, el concepte de �-tancament d'un estat donat �es an�aleg al de conjunt de

variables un�ariament derivables a partir d'una variable donada.

Proposici

�

o. L(M

0

) = L(M).

Demostraci

�

o. Demostrem per separat les dues inclusions.

1. L(M

0

) � L(M) .

Sigui w un mot qualsevol acceptat per l'nfa M

0

. Si w = �, hi ha algun estat, q

0

, que

pertany alhora a I i a F

0

. Per tant, hi ha una seq�u�encia de zero o m�es �-transicions que

duu de q

0

a algun estat de F . Els estats pels quals transcorre aquesta seq�u�encia formen

un cam�� acceptador de � en el �nfa M . Si w 6=�, sigui w = a

1

a

2

: : : a

n

, amb n > 0. Com

que w2L(M

0

), existeix un cam�� acceptador de w enM

0

. Sigui (q

0

; q

1

; : : : ; q

n

) aquest cam��.

Es t�e

8

<

:

q

0

2 I

q

n

2 F

0

q

i

2 �

0

(q

i�1

; a

i

) 8i : (1 6 i 6 n)

Per a cada i, la condici�o q

i

2�

0

(q

i�1

; a

i

) implica que

9q

0

i�1

2�(q

i�1

) q

i

2 �(q

0

i�1

; a

i

):

Aix�o vol dir, en primer lloc, que existeix una seq�u�encia de �-transicions que duu de

q

i�1

a q

0

i�1

. Afegim al �nal d'aquesta seq�u�encia la transici�o de�nida per q

i

2 �(q

0

i�1

; a

i

) i

podem considerar la cadena d'estats involucrats com el tros de cam�� acceptador de w que

correspon a a

i

. Ajuntant tots aquest trossos, formem un cam�� en M associat a w. Aquest

cam�� duu, per�o, a l'estat q

n

, que no t�e per qu�e pert�anyer a F . El fet que q

n

pertanyi a F

0

ens permet a�rmar tanmateix, partint de la de�nici�o de F

0

, que existeix una seq�u�encia de

�-transicions que duu de q

n

a algun estat de F . L'afegiment d'aquests estats a la cadena

que duu de q

0

a q

n

constitueix un cam�� acceptador de w en M .

2. L(M) � L(M

0

) .

Sigui w un mot qualsevol acceptat pel �nfaM . Sabem que hi ha una descomposici�o de w

de la forma w=s

1

s

2

: : : s

m

, que est�a associada a un cam�� acceptador de w i en la qual cada

s

i

�es o b�e un s��mbol de l'alfabet, o b�e �. Agrupem cada s��mbol alfab�etic d'aquesta seq�u�en-

cia amb les �-transicions que el precedeixen immediatament (a partir del s��mbol alfab�etic

anterior); si hi ha �-transicions a �nal de la seq�u�encia, constitueixen l'�ultima agrupaci�o.

Aix��, per exemple, la seq�u�encia b-a-�-b-b-�-b-b-�, que hem considerat a l'exemple 4.13,

s'agrupa en la forma (b)(a)(�-b)(b)(�-b)(b)(�). Considerem els estats del cam�� acceptador

que corresponen al �nal de cada un d'aquests grups. Si intercalem aquests estats en el

lloc que els correspon al �nal de cada grup, obtindrem una representaci�o en qu�e dos grups

consecutius apareixeran en la forma

: : : (�-� � � -�-a

i

)q

0

i

(�-� � � -�-a

i+1

)q

0

i+1

: : :
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De la de�nici�o de la funci�o �

0

de l'nfa M

0

, resulta que entre cada dos d'aquests estats

seleccionats existeix la relaci�o q

0

i+1

2 �

0

(q

0

i

; a

i+1

). A m�es, l'estat que segueix al grup de

l'�ultim s��mbol alfab�etic, o b�e �es un estat de F , o b�e va seguit d'un grup de �-transicions i,

de la de�nici�o del conjunt F

0

d'estats acceptadors deM

0

, dedu��m que ha de pert�anyer a F

0

.

En conseq�u�encia, la seq�u�encia d'estats q

0

i

seleccionats aix�� constitueix un cam�� acceptador

de w en M

0

. �

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia de llenguatges reconeguts pels �nfa �es la fam��lia dels llenguatges

regulars.

4.7 Operacions b�asiques amb aut�omats

En aquesta secci�o veurem que la classe de llenguatges regulars �es tancada respecte de les

operacions conjuntistes b�asiques (reuni�o, intersecci�o, complementaci�o) i d'altres com la

concatenaci�o, el tancament de Kleene i el revessament. Tamb�e respecte dels mor�smes

inversos. Tot aix�o, a m�es del seu inter�es te�oric, ens ser�a molt �util tamb�e a l'hora de

dissenyar aut�omats, perqu�e les demostracions donades seran constructives i ens permetran

obtenir aut�omats complexos per composici�o d'altres de m�es senzills.

Complementaci�o

Sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i un dfa. De�nim l'aut�omat complementari M

C

com aquell

que s'obt�e a partir de M donant als estats no acceptadors el car�acter de acceptadors, i

viceversa. Formalment: M

C

= hQ;�; �; q

0

; Q�F i .

Proposici

�

o. L(M

C

) = L(M).

Demostraci

�

o. Per a tot mot w2 �

�

;

w 2 L(M

C

)() q

0

�w 2 Q�F() q

0

�w 62 F ()w 62 L(M)()w 2 L(M) .

�

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'operaci�o de com-

plementaci�o.

Exemple 4.15 Considerem el problema de trobar un aut�omat �nit que accepti els mots

sobre fa ; bg que no comencen amb el pre�x bb. Si b�e �es possible dissenyar directament

un dfa que reconegui aquest llenguatge, �es molt m�es natural partir de l'nfa que reconeix

el llenguatge complementari, que hem dibuixat a la �gura 4.13.

Determinitzar aquest aut�omat es redueix a afegir-li un nou estat. Un cop convertits

els estats no acceptadors en acceptadors i l'acceptador en no acceptador, en resulta

l'aut�omat de la �gura 4.14.
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a,b

b bM

Fig. 4.13 nfa que accepta els mots que comencen amb bb

a,b

b bM

a a

a,b

C

Fig. 4.14 dfa que accepta els mots que no comencen amb bb

Observeu que la demostraci�o donada requereix que els aut�omats siguin deterministes.

Vegem a continuaci�o un exemple senzill que demostra que �es erroni aplicar la regla de la

complementaci�o sobre nfa.

Exemple 4.16 Considerem els dos aut�omats de la �gura 4.15. Clarament l'aut�omat

M �es un nfa que reconeix el llenguatge L, sobre l'alfabet � = fa ; bg, dels mots que

acaben en a. M

C

�es l'nfa que resulta d'aplicar la regla de la complementaci�o directament

sobre M .

�

Es clar que el llenguatge que reconeix M

C

�es �

�

i no pas el complementari de

L.

M

a

a,b MC

a

a,b

Fig. 4.15 Un nfa M i el seu pseudocomplementari M

C

Intersecci�o

Donats dos llenguatges regulars qualssevol, L

1

i L

2

, i dos dfa, M

1

i M

2

, que reconeixen

aquests llenguatges, volem construir, a partir dels aut�omats M

1

i M

2

, un altre dfa que

reconegui el llenguatge L

1

\ L

2

. La idea b�asica de la construcci�o �es considerar, com a

estats del nou aut�omat, els parells del producte cartesi�a dels estats de M

1

pels de M

2

i

simular la funci�o de transici�o de l'aut�omat M

1

sobre la primera component i la funci�o de

transici�o de l'aut�omat M

2

sobre la segona. El conjunt d'estats acceptadors haur�a de ser,

per tant, el conjunt de parells que tenen estats acceptadors en les dues components. La

de�nici�o formal �es la seg�uent.

Siguin M

1

= hQ

1

; �; �

1

; q

1

; F

1

i i M

2

= hQ

2

; �; �

2

; q

2

; F

2

i dos dfaqualssevol que re-

coneixen L

1

i L

2

, respectivament. De�nim M = hQ;�; �; q

0

; F i aix��:
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- Q = Q

1

�Q

2

- q

0

= (q

1

; q

2

)

- F = F

1

� F

2

- 8p2Q

1

8q2Q

2

8w2�

�

�((p; q); w) = (�

1

(p;w); �

2

(q; w)).

Escriurem, simplement, (p; q) � w = (pw; qw) per descriure la funci�o de transici�o. Remar-

quem que est�a ben de�nida, ja que �es immediat comprovar que satisf�a els axiomes corres-

ponents a les funcions de transici�o per a dfa.

Proposici

�

o. L(M) = L

1

\ L

2

.

Demostraci

�

o. Per a tot mot w de �

�

es t�e

w 2 L(M) () (q

1

; q

2

)�w 2 F

() (q

1

w; q

2

w) 2 F

1

� F

2

() q

1

w 2 F

1

^ q

2

w 2 F

2

() w 2 L

1

^ w 2 L

2

() w 2 L

1

\ L

2

:

�

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'operaci�o d'inter-

secci�o.

Exemple 4.17 Volem dissenyar un aut�omat determinista que reconegui el llenguatge

L format per � i els mots sobre l'alfabet � = f0; 1g que s�on nombres binaris m�ultiples

de sis. Fem servir la notaci�o `valor

b

(x)' per representar una funci�o num�erica que pren el

valor 0 quan x= � i que pren altrament el valor del mot x interpretat com un nombre

en base b. Amb aquesta notaci�o, el llenguatge L s'expressa aix��

L=fw2f0; 1g

�

j 9n > 0 valor

2

(w)=6ng.

Partirem dels aut�omats M

1

i M

2

de la �gura 4.16, que reconeixen els llenguatges,

sobre l'alfabet � = f0; 1g, dels mots de valor binari m�ultiple de dos i de tres, respecti-

vament. Aix�� doncs, podem plantejar la construcci�o de l'aut�omat que reconeix L com la

intersecci�o d'aquests dos aut�omats, ja que els nombres m�ultiples de sis s�on els que s�on,

alhora, m�ultiples de dos i de tres.

M1

A B

1

0

0 1
M2

C E1

1 0

0

10

D

Fig. 4.16 dfa que reconeixen els m�ultiples de dos i de tres

La taula de transicions del dfa que reconeix L i que resuta d'aplicar directament l'al-

gorisme d'intersecci�o als aut�omatsM

1

iM

2

�es la taula 4.6. Hem prescindit dels par�entesis

i la coma a l'hora de representar els parells del producte cartesi�a. Aix��, l'estat (B;D)

�es representat simplement per BD. La primera l��nia de la taula cont�e les transicions

corresponents a l'estat inicial, que �es el format pel parell d'estats inicials components,
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en aquest cas AC. Hem afegit a aquesta taula una primera columna que enumera els

estats que apareixen a la segona columna, amb la �nalitat de donar un nom signi�catiu a

cadascun dels estats del diagrama d'estats corresponent (Fig. 4.17). En efecte, el nombre

associat a cada estat, q, �es el residu de la divisi�o entera per sis del valor binari dels mots

que porten des de l'estat inicial �ns a q. De fet, aquest aut�omat correspon al disseny

que haur��em obtingut construint el dfa directament, pensant els estats com les classes

quocient de N m�odul sis.

Taula 4.6 Transicions d'un dfa que accepta � i els nombres binaris m�ultiples de sis

0 1

0 yAC AC BD

1 BD AE BC

2 AE AD BE

3 BC AC BD

4 AD AE BC

5 BE AD BE

0 1

3

0

1
4

2 1

0

5

1 01 0

1

0

10

Fig. 4.17 Representaci�o en diagrama d'estats de la taula anterior

Fixeu-vos que l'aut�omat constru��t no �es l'aut�omat m��nim per al llenguatge L (al

cap��tol 5 es veur�a el signi�cat prec��s de l'expressi�o `aut�omat m��nim per a un llenguatge

donat' i tamb�e un algorisme per construir-lo), ja que els estats 1,4 i 2,5 s�on equivalents

i es poden aparellar i donar lloc a l'aut�omat de la �gura 4.18, el qual t�e menys estats i

reconeix tamb�e el llenguatge L.

0

3

0

0

0

1 2,51,4

1
1

0 1

Fig. 4.18 dfa m��nim que accepta � i els nombres binaris m�ultiples de sis

L'algorisme d'intersecci�o de dfa via producte cartesi�a d'estats es pot estendre de

manera natural al cas general d'intersecci�o d'nfa. L'extensi�o �es la seg�uent. Siguin M

1

=

hQ

1

; �; �

1

; I

1

; F

1

i i M

2

= hQ

2

; �; �

2

; I

2

; F

2

i dos nfaqualssevol que reconeixen L

1

i L

2

,

respectivament. De�nim M = hQ;�; �; I; F i aix��:
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- Q = Q

1

�Q

2

- I = I

1

� I

2

- F = F

1

� F

2

- 8P � Q 8w2�

�

�(P;w) =

S

(p;q)2P

�

1

(p;w) � �

2

(q; w) :

Escriurem, simplement, (p; q) � w = pw � qw per descriure la funci�o de transici�o. Remar-

quem que, com en el cas determinista, aquesta funci�o est�a ben de�nida, ja que �es f�acil

comprovar que satisf�a els axiomes corresponents a les funcions de transici�o per a nfa.

Proposici

�

o. L(M) = L

1

\ L

2

.

Demostraci

�

o. Per a tot mot w de �

�

:

w 2 L(M) () 9i2I 9f 2F f 2 iw

() 9i

1

2I

1

9i

2

2I

2

9f

1

2F

1

9f

2

2F

2

(f

1

; f

2

) 2 (i

1

; i

2

)w

() 9i

1

2I

1

9i

2

2I

2

9f

1

2F

1

9f

2

2F

2

(f

1

; f

2

) 2 i

1

w � i

2

w

() 9i

1

2I

1

9i

2

2I

2

9f

1

2F

1

9f

2

2F

2

f

1

2 i

1

w ^ f

2

2 i

2

w

() w2L

1

^ w2L

2

() w 2 L

1

\ L

2

:

�

Fixeu-vos que si partim d'aut�omats M

1

i M

2

deterministes, el resultat de l'algorisme

d'intersecci�o �es tamb�e un aut�omat �nit determinista, mentre que en el cas general d'in-

tersecci�o d'nfa el resultat �es un aut�omat �nit no determinista (vegeu la �gura 4.19).

Observeu tamb�e que l'algorisme d'intersecci�o pot fer cr�eixer, en el cas pitjor, el nombre

d'estats de l'aut�omat resultant en un factor quadr�atic respecte de la talla dels aut�omats de

partida, ja que el nombre de parells en Q

1

�Q

2

�es jjQ

1

jj�jjQ

2

jj. Diem en el cas pitjor perqu�e,

si b�e tal com l'hem de�nit l'aut�omat intersecci�o t�e sempre jjQ

1

jj�jjQ

2

jj estats, habitualment

no comptem els estats que no s�on accessibles, ja que a la pr�actica construirem els aut�omats

intersecci�o partint dels estats inicials i considerant a cada pas nom�es els estats accessibles.

Tot i aix��, el cas m�es desfavorable no permet estalviar-nos cap estat.

M1
a

a

A

B

C

. . .

. . .

2M

a
D E . . .

AD

BE

CE

a

a

M . . .

. . .

Fig. 4.19 Dos nfa, M

1

i M

2

, i l'nfa \intersecci�o" corresponent M

L'objectiu �nal de la majoria de problemes pr�actics sobre llenguatges regulars �es

l'obtenci�o d'un aut�omat �nit determinista (i, per tant, \implementable") que reconegui

un llenguatge determinat. En el cas que aquest aut�omat s'obtingui per intersecci�o de dos

nfa, M

1

i M

2

qualssevol, tenim dues possibilitats diferents d'actuaci�o:

1. Determinitzar primer els aut�omats M

1

i M

2

i fer despr�es el producte cartesi�a de

les versions deterministes corresponents.
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2. Fer primer el producte cartesi�a de M

1

per M

2

i determinitzar-ne l'aut�omat resul-

tant.

Fixeu-vos que el primer m�etode �es clarament preferible al segon. En efecte, si M

1

i

M

2

tenen n=2 estats cadascun, podem calcular aix�� les �tes que corresponen al cas pitjor:

1. Determinitzar els aut�omats M

1

i M

2

suposa passar de dos nfa de n=2 estats a

dos dfa de 2

n=2

estats. El producte cartesi�a d'aquests dos darrers aut�omats ens

proporciona un dfa de 2

n

estats.

2. Fer el producte cartesi�a de M

1

per M

2

suposa passar de dos nfa de n=2 estats

cadascun a un de n

2

=4 estats. Determinitzar aquest darrer aut�omat pot portar a

un dfa de 2

n

2

=4

estats.

Reuni�o

Donats dos nfa qualssevol, una manera senzilla d'obtenir un altre nfa que reconegui el

llenguatge reuni�o dels llenguatges reconeguts pels dos aut�omats de partida �es la cons-

trucci�o que anomenem junci�o. Aquesta construcci�o es basa simplement a ajuntar els

dos aut�omats en un de sol i permetre, de manera indeterminista, que la computaci�o de

qualsevol mot pugui comen�car en un estat inicial del primer aut�omat o en un estat inicial

del segon. Formalment, �es el seg�uent.

Siguin M

1

= hQ

1

; �; �

1

; I

1

; F

1

i i M

2

= hQ

2

; �; �

2

; I

2

; F

2

i dos nfa qualssevol que re-

coneixen L

1

i L

2

, respectivament. Suposem, sense p�erdua de generalitat, que els conjunts

d'estats Q

1

i Q

2

s�on disjunts (tal com hem fet al cap��tol 2 amb els conjunts de variables

quan tract�avem les operacions amb gram�atiques). De�nim, a partir d'ells dos, l'aut�omat

M = hQ;�; �; I; F i aix��:

- Q = Q

1

[Q

2

- I = I

1

[ I

2

- F = F

1

[ F

2

- � = �

1

[ �

2

; �es a dir, �(q; w) =

�

�

1

(q; w) si q 2 Q

1

�

2

(q; w) si q 2 Q

2

:

Proposici

�

o. L(M) = L

1

[ L

2

.

Demostraci

�

o. Per a tot mot w de �

�

es t�e

w 2 L(M) () 9i 2 I

1

[I

2

9f 2 F

1

[F

2

f 2 iw.

Com que, per construcci�o, els subgrafs corresponents als aut�omats M

1

i M

2

s�on disjunts

en l'aut�omat M , la condici�o anterior �es equivalent a

(9i2I

1

9f 2F

1

f 2 �

1

(i; w) ) _ (9i2I

2

9f 2F

2

f 2 �

2

(i; w) )

i aquesta disjunci�o est�a reectint precisament que w2L

1

_w2L

2

, �es a dir que w 2 L

1

[L

2

.

�

Fixeu-vos que el resultat de la junci�o de dos aut�omats �nits sempre �es un aut�omat

�nit no determinista. Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el

teorema seg�uent.
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Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'operaci�o de reu-

ni�o.

Exemple 4.18 L'nfa M de la �gura 4.20 �es l'aut�omat resultant de la junci�o dels

aut�omats M

1

i M

2

de la �gura 4.16. El llenguatge que reconeix �es, doncs, el dels mots

sobre l'alfabet f0; 1g que tenen un valor binari m�ultiple de dos o de tres.

A B

1

0

0 1

C D E1

1 0

0

0 1

M:

Fig. 4.20 nfa M obtingut per junci�o dels dfa M

1

i M

2

de la �gura 4.16

El m�etode de junci�o presentat s'aplica a nfa en general. Ara b�e, si partim de dos

dfa tamb�e podem plantejar la reuni�o via producte cartesi�a d'estats, tal com hav��em fet

per a la intersecci�o de dfa.

�

Unicament s'ha de modi�car el conjunt d'estats acceptadors,

que ara estar�a format per tots aquells parells que tinguin un estat acceptador del primer

aut�omat en la primera component, o b�e un estat acceptador del segon aut�omat en la

segona. Formalment, la construcci�o �es la seg�uent.

Siguin M

1

= hQ

1

; �; �

1

; q

1

; F

1

i i M

2

= hQ

2

; �; �

2

; q

2

; F

2

i dos dfaqualssevol que re-

coneixen L

1

i L

2

, respectivament. De�nim M = hQ;�; �; q

0

; F i aix��:

- Q = Q

1

�Q

2

- q

0

= (q

1

; q

2

)

- F = (F

1

�Q

2

) [ (Q

1

� F

2

)

- 8p2Q

1

8q2Q

2

8w2�

�

�((p; q); w) = (�

1

(p;w); �

2

(q; w)):

Igual que hem fet en casos precedents, utilitzem notaci�o multiplicativa per descriure la

funci�o de transici�o: (p; q) � w = (pw; qw). Tamb�e aqu�� podem comprovar que la de�nici�o

satisf�a els axiomes corresponents.

Proposici

�

o. L(M) = L

1

[ L

2

.

Demostraci

�

o. Per a tot mot w de �

�

es t�e

w 2 L(M) () (q

1

; q

2

)�w 2 F

() (q

1

w; q

2

w) 2 (F

1

�Q

2

) [ (Q

1

� F

2

)

() q

1

w 2 F

1

_ q

2

w 2 F

2

() w 2 L

1

_ w 2 L

2

() w 2 L

1

[ L

2

:

�

De la mateixa manera que en el cas d'intersecci�o via producte cartesi�a, com que partim

de dos aut�omats deterministes, el resultat tamb�e �es un aut�omat determinista.
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Exemple 4.19 Com en l'exemple 4.18, prenem els aut�omatsM

1

iM

2

de la �gura 4.16 i

constru��m el dfa, M , uni�o d'aquests dos. Evidentment el llenguatge reconegut per M �es

el dels mots sobre l'alfabet f0; 1g que, interpretats com a nombres binaris, s�on m�ultiples

de dos o de tres. Com que la construcci�o via el producte cartesi�a d'estats �es id�entica al

cas de la intersecci�o, l'aut�omat resultant tindr�a el mateix diagrama de transicions que el

de la �gura 4.17, i �unicament diferir�a d'aquell en el conjunt d'estats acceptadors, que ara

s'amplia amb tres nous estats. El resultat (que tampoc no �es m��nim, ja que els estats 0

i 3 s�on equivalents) �es el de la �gura 4.21.

0 1

3

0

1
4

2 1

0

5

1 01 0

1

0

10
M

Fig. 4.21 dfa equivalent al de la �gura 4.20, obtingut per producte cartesi�a

Sembla, doncs, que si partim de dos dfa tenim dues possibilitats d'actuaci�o per

construir un dfa que sigui la reuni�o d'ells dos.

1. Fer la junci�o dels dos aut�omats i determinitzar-ne l'nfa resultant.

2. Fer el producte cartesi�a dels dos aut�omats inicials.

De tota manera, no es tracta pr�opiament de dos m�etodes diferents, ja que la deter-

minitzaci�o de l'nfa obtingut per junci�o de dos dfa coincideix exactament amb el producte

cartesi�a d'aquests. Vegem-ho en un exemple.

Exemple 4.20 Treballem una vegada m�es amb l'exemple del llenguatge L dels mots

sobre l'alfabet f0; 1g, de valor binari m�ultiple de dos o de tres. Utilitzant els dfa M

1

i

M

2

de la �gura 4.16, hem constru��t ja dos aut�omats �nits que reconeixen L. El primer

(exemple 4.18) �es un nfa obtingut per junci�o de M

1

i M

2

, mentre que el segon (exem-

ple 4.19) �es un dfa obtingut per producte cartesi�a de M

1

i M

2

. La taula de transicions

que surt de determinitzar el primer dels aut�omats �es la taula B de la �gura 4.22, men-

tre que la taula de transicions corresponent al segon aut�omat, obtinguda per producte

cartesi�a de dfa, �es la taula A de la mateixa �gura 4.22. Fixeu-vos que les dues taules

s�on la mateixa i que, per tant, corresponen a un mateix dfa. Aix�o �es degut al fet que els

dos aut�omats inicials s�on deterministes i, per tant, els estats que apareixen en el proc�es

de determinitzaci�o de l'aut�omat obtingut per junci�o s�on conjunts de dos estats, els quals

coincideixen exactament amb els parells d'estats de l'algorisme de reuni�o via producte

cartesi�a.

En el cas general de partir de dos nfa, tamb�e tenim dues possibilitats d'actuaci�o per

construir el dfa reuni�o corresponent. S�on les seg�uents.

1. Ajuntar els dos nfa i determinitzar-ne l'aut�omat resultant.
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Taula A

0 1

0 y(A;C) (A;C) (B;D)

1 (B;D) (A;E) (B;C)

2 y(A;E) (A;D) (B;E)

3 y(B;C) (A;C) (B;D)

4 y(A;D) (A;E) (B;C)

5 (B;E) (A;D) (B;E)

Taula B

0 1

0 yfA;Cg fA;Cg fB;Dg

1 fB;Dg fA;Eg fB;Cg

2 yfA;Eg fA;Dg fB;Eg

3 yfB;Cg fA;Cg fB;Dg

4 yfA;Dg fA;Eg fB;Cg

5 fB;Eg fA;Dg fB;Eg

Fig. 4.22 Producte cartesi�a i junci�o d'uns mateixos dfa

2. Determinitzar cadascun dels aut�omats de partida i fer-ne despr�es el producte

cartesi�a.

Una an�alisi de la complexitat en el cas pitjor, similar a la realitzada en el cas de

la intersecci�o, posa de manifest que aquests dos m�etodes tenen la mateixa complexitat.

Concretament, si partim de dos aut�omats amb n=2 estats cadascun, els dos algorismes

construeixen dfa amb un nombre d'estats O(2

n

). Aix��, els dos m�etodes s�on equivalents

des del punt de vista de la complexitat, per�o en general preferirem el primer, ja que

permet obtenir de forma immediata l'aut�omat reuni�o indeterminista.

Com que per a tot parell de llenguatges es t�e L

1

[ L

2

= (L

1

\ L

2

), tamb�e podem

plantejar la reuni�o com a complementari de la intersecci�o de complementaris dels aut�omats

inicials. Com a m�etode, per�o, �es equivalent al segon dels proposats anteriorment, ja que

per poder aplicar el primer pas de complementaci�o s'han de determinitzar pr�eviament els

aut�omats i aleshores ja s'ha de fer el producte cartesi�a per a la intersecci�o.

Tamb�e aqu�� podr��em considerar la reuni�o d'nfa directament via producte cartesi�a.

Aquest algorisme de producte cartesi�a sobre nfa es faria de�nint la funci�o de transici�o

de la mateixa manera que en l'algorisme d'intersecci�o, amb l'�unic requeriment addicional

d'haver de considerar que els nfa inicials tenen totes les transicions de�nides. Aix�o

no �es cap problema greu, ja que el pas previ de completar les transicions no de�nides

nom�es suposa haver d'afegir un �unic estat a l'nfa considerat. De tota manera, no ho

desenvoluparem perqu�e els inconvenients de la complexitat s�on els mateixos que els vistos

per al cas de la intersecci�o.

Si hagu�essim introdu��t els algorismes de reuni�o d'aut�omats abans que els d'intersecci�o,

haur��em pogut plantejat la intersecci�o com a complementaci�o de la reuni�o de complemen-

taris dels aut�omats inicials. De tota manera, aquesta forma de procedir no introdueix

cap m�etode nou, ja que, de manera semblant al que acabem de veure amb l'operaci�o de

reuni�o, resulta equivalent al m�etode 1 d'intersecci�o (primer determinitzar i despr�es fer el

producte cartesi�a). Aix�o �es cert independentment del sistema seguit per a la reuni�o, ja

que el primer pas de complementaci�o exigeix la determinitzaci�o pr�evia dels aut�omats de

partida i, tractant-se d'una reuni�o de dfa, la reuni�o per producte cartesi�a �es, com ja hem

vist, equivalent a la reuni�o per junci�o.

Concatenaci�o

Donats dos nfa qualssevol, M

1

i M

2

, que reconeguin els llenguatges L

1

i L

2

, per tal de
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construir un �nfa que reconegui la concatenaci�o L

1

� L

2

incorporem �-transicions que

connectin cada un dels estats acceptadors de M

1

amb cada un dels estats inicials de M

2

.

Podem expressar formalment aquesta construcci�o de la manera seg�uent.

Sigui M

1

= hQ

1

; �; �

1

; I

1

; F

1

i i sigui M

2

= hQ

2

; �; �

2

; I

2

; F

2

i. Considerem, com sempre,

que Q

1

i Q

2

s�on disjunts. De�nim M= hQ;�; �; I; F i aix��:

- Q = Q

1

[Q

2

- I = I

1

- F = F

2

- �(q; a) =

�

�

1

(q; a) si q2Q

1

i a2�

�

2

(q; a) si q2Q

2

i a2� :

- �(q; �) = I

2

per a cada q2F

1

Proposici

�

o. L(M) = L

1

�L

2

.

Demostraci

�

o. Demostrarem per separat les dues inclusions.

1. L(M) � L

1

L

2

.

Sigui w un mot de L(M). Qualsevol cam�� acceptador de w en M consisteix en una se-

q�u�encia d'estats el primer dels quals pertany a I

1

i l'�ultim dels quals pertany a F

2

. Com

que l'�unica connexi�o entre els grafs deM

1

i M

2

�es a trav�es de les �-transicions introdu��des

en la construcci�o de M , el cam�� acceptador que estem considerant est�a format per dues

subseq�u�encias consecutives. La primera est�a constitu��da exclusivament per estats de Q

1

,

l'�ultim dels quals ha de pert�anyer a F

1

. La segona ho est�a per estats de Q

2

, el primer

dels quals pertany a I

2

. En conseq�u�encia, el cam�� acceptador pot descompondre's en dos

camins acceptadors, el primer sobreM

1

i el segon sobre M

2

. Aquesta descomposici�o porta

associada la del mot w en la forma w

1

-�-w

2

, amb w

1

2L

1

i w

2

2L

2

.

2. L

1

L

2

� L(M) .

Sigui w un mot del llenguatge L

1

L

2

. En aquest cas existeixen w

1

2 L

1

i w

2

2 L

2

tals

que w = w

1

w

2

. Han d'existir tamb�e els camins acceptadors (p

0

; :::; p

n

) de w

1

sobre M

1

i (q

0

; :::; q

m

) de w

2

sobre M

2

. Com que p

n

2 F

1

i q

0

2 I

2

, hi ha una �-transici�o de�nida

a M entre p

n

i q

0

. Com que totes les transicions de M

1

i M

2

s'han incorporat a M , la

seq�u�encia (p

0

; :::; p

n

; q

0

; :::; q

m

) �es un cam�� acceptador de w en M . �

Sovint, sol ser convenient eliminar les �-transicions introdu��des a la construcci�o ante-

rior, per tal d'evitar que la utilitzaci�o repetida d'aquesta construcci�o pugui conduir a la

creaci�o d'aut�omats amb cadenes llargues de �-transicions. En la pr�actica, podem evitar

la introducci�o de �-transicions, caracter��stica del m�etode anterior, a base d'ajuntar en un

sol pas la introducci�o de cada �-transici�o i la seva eliminaci�o. Es tracta, simplement, de

fer el seg�uent:

Connectar els estats acceptadors de M

1

amb els successors

dels inicials de M

2

, i mantenir com a acceptadors els estats

de F

1

quan algun dels estats de I

2

pertany tamb�e a F

2

.

Expressat formalment �es:

- Q = Q

1

[Q

2

- I = I

1
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- F =

�

F

2

si I

2

\ F

2

= ? (�es a dir, si � 62L(M

2

))

F

1

[ F

2

altrament

- �(p; a) =

8

<

:

�

1

(p; a) si p 2 Q

1

�F

1

�

1

(p; a) [ �

2

(I

2

; a) si p 2 F

1

�

2

(p; a) si p 2 Q

2

:

La �gura 4.23 il

.

lustra el proc�es de connectar els grafs deM

1

iM

2

a base d'afegir els arcs

que van dels estats acceptadors de M

1

als estats successors dels inicials de M

2

. D'aquesta

manera, els estats acceptadors de M

1

passen a comportar-se com a estats inicials de M

2

.

Com a estats inicials de l'aut�omat resultant, prenem els deM

1

; i com a estats acceptadors

prenem els de M

2

, i tamb�e els de M

1

en el cas que l'aut�omat M

2

accepti el mot buit. A

la �gura s'hi fan constar, en tra�c discontinu, els arcs afegits.

..

. ..
.

..

.

..

...
.

..

.

1I 1F I2 F2

M2

a

b
b b

b
a

M1

Fig. 4.23 Esquema de la concatenaci�o de dos aut�omats

A vegades es poden fer algunes simpli�cacions que estalvien feina a l'hora de deter-

minitzar i minimitzar posteriorment l'aut�omat resultant. Per exemple, tots els estats

p2I

2

als quals no arribi cap transici�o des d'algun estat de M

2

poden ser eliminats direc-

tament de l'aut�omat concatenaci�o resultant, ja que esdevenen inaccessibles en l'aut�omat

resultant.

Com a conseq�u�encia de la proposici�o precedent, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'operaci�o de con-

catenaci�o.

Exemple 4.21 Volem construir un aut�omat que reconegui el llenguatge L sobre l'alfa-

bet fa ; bg format pels mots en qu�e tot parell de a's consecutives va seguit immediatament

per un parell de b's consecutives. Per tal de facilitar aquesta construcci�o, comen�carem

considerant els dos llenguatges auxiliars seg�uents: representem per L

1

el conjunt de mots

acabats amb dues a's i representem per L

2

el conjunt de mots que comencen amb dues

b's. Podem expressar formalment el llenguatge L en funci�o de L

1

i L

2

aix��:

L = fw 2 fa ; bg

�

j 8x; y (w = xy ^ x 2 L

1

) =) y 2 L

2

g:

N'obtindrem una expressi�o m�es senzilla si considerem el complementari de L, que �es

L =fw 2 fa ; bg

�

j 9x; y w = xy ^ x 2 L

1

^ y =2 L

2

g

=fw 2 fa ; bg

�

j 9x2L

1

9y2L

2

w = xyg = L

1

� L

2

:

A la �gura 4.24 s'han dibuixat els aut�omats M

1

, M

2

i M

C

2

, que reconeixen L

1

, L

2

i L

2

, respectivament. Recordem que els aut�omats M

2

i M

C

2

ja han estat introdu��ts a

l'exemple 4.15.
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M1

B CA

a,b

a a

M2 a,b

b b

D F G

E

a,b

b bM

a a

a,b

2

C

Fig. 4.24 Aut�omats que reconeixen fa ; bg

�

aa, bbfa ; bg

�

i bbfa ; bg

�

A la �gura 4.25 s'ha dibuixat l'aut�omat que s'obt�e a partir de M

1

i M

C

2

per aplicaci�o

de la construcci�o que acabem de donar. Remarquem que l'estat D esdev�e inaccessible i

pot ser eliminat.

D F G

E

a,b

b b

a a

a,b

B CA

a,b

a a

b

a

Fig. 4.25 Concatenaci�o de dos aut�omats

Finalment, a la �gura 4.26 apareix l'aut�omat determinista que reconeix el llenguatge

L, obtingut a partir del de la �gura 4.25 un cop determinitzat i passat al complementari.

b

ba

a

a

a

a,b

b b

Fig. 4.26 dfa que accepta mots en qu�e dues a's sempre van seguides de dues b's

Observeu que el resultat de la concatenaci�o de dos aut�omats �es, en general, un aut�omat

no determinista, encara que partim d'aut�omats, M

1

i M

2

, deterministes.
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Tancament positiu i tancament de Kleene

1. Tancament positiu. Sigui L un llenguatge regular. Demostrarem que el tancament

positiu de L tamb�e �es regular. A tal �, construirem un �nfa que reconeixer�a L

+

a partir

de qualsevol nfa M que reconegui L. La idea subjacent en aquesta construcci�o �es, dita

de manera informal, concatenar l'aut�omat M amb si mateix. Es tracta d'incorporar a

M les �-transicions que connectin els estats acceptadors amb els inicials. Descriurem

formalment aquesta construcci�o a continuaci�o.

Sigui M = hQ;�; �; I; F i. De�nim M

+

= hQ;�; �

+

; I; F i, de manera que el conjunt

total d'estats i els subconjunts d'estats inicials i acceptadors s�on els mateixos que els de

M . La funci�o de transici�o �

+

ve de�nida aix��:

- �

+

(q; a) = �(q; a) per a tot q2Q i tot a2�

- �

+

(q; �) = I per a tot q2F .

Proposici

�

o. L(M

+

) = L

+

.

Demostraci

�

o. Demostrarem per separat les dues inclusions.

1. L

+

� L(M

+

):

Demostrarem, per inducci�o sobre n, que 8n>1 L

n

� L(M

+

) .

- Base: n=1 : Per a tot mot w 2 L, existeix un cam�� acceptador sobre l'aut�omat M .

Aquest mateix cam�� ser�a un cam�� acceptador de w sobre M

+

, ja que M

+

cont�e totes

les transicions de M i conserva els mateixos estats acceptadors.

- Pas inductiu. Sigui w2L

n+1

. Aleshores existeixen x2L

n

i y2L tals que w=xy. Per

hip�otesi d'inducci�o, tenim x2L(M

+

), �es a dir, existeix un cam�� acceptador, (p

0

; :::; p

i

),

de x sobre M

+

. Tamb�e sabem que existeix un cam�� acceptador, (q

0

; :::; q

j

), de y sobre

M , ja que y pertany a L. Com que p

i

2 F i q

0

2 I, hi ha una �-transici�o de�nida a

M

+

entre p

i

i q

0

. I com que totes les transicions de M s'han incorporat a M

+

, la

seq�u�encia (p

0

; :::; p

i

; q

0

; :::; q

j

) �es un cam�� acceptador de w en M

+

.

2. L(M

+

) � L

+

:

Sigui w 2 L(M

+

) un mot qualsevol. Sabem que existeix un cam�� acceptador, (p

0

; :::; p

n

),

de w sobre l'aut�omat M

+

. La demostraci�o, que preferim donar de manera menys forma-

litzada que la precedent, es fa per inducci�o sobre el nombre de transicions de �

+

que no

estan en � i que intervenen en el cam�� acceptador (p

0

; :::; p

n

) de w sobre M

+

. Si aquest

nombre �es zero, aleshores el mateix cam�� �es un cam�� acceptador de w sobre M i, per tant,

w 2 L � L

+

. Si el nombre �es igual o superior a 1, aleshores podem partir el cam�� en

dos trossos, p

0

; :::; p

i

i p

i+1

; :::; p

n

, on el pas de p

i

a p

i+1

representa la darrera transici�o

espec���ca de M

+

, que for�cosament ha de ser una �-transici�o. De la construcci�o de M

+

,

sabem que p

i

2F , que p

i+1

2�

+

(p

i

; �) i que p

i+1

2I. Aix�� doncs, el primer tros �es un cam��

acceptador d'algun mot x sobre M

+

. El segon tros ho �es d'algun mot y sobre M . I es

t�e xy=w. La hip�otesi d'inducci�o ens diu que el mot x pertany a L

+

. En conseq�u�encia,

w = xy 2 L

+

L � L

+

. �

De manera an�aloga a com hem fet en el cas de l'operaci�o de concatenaci�o, tamb�e aqu��

podem ajuntar en un sol pas la introducci�o de les �-transicions efectuada a la construcci�o

anterior i la seva eliminaci�o. El procediment per fer el tancament positiu d'un llenguatge

regular consistex, aleshores, a fer el seg�uent:
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Afegir a l'aut�omat donat transicions alfab�etiques que vagin dels es-

tats acceptadors als successors dels inicials. El conjunt total d'estats

i els subconjunts d'estats inicials i acceptadors queden inalterats.

La �gura 4.27 d�ona l'esquema d'aquesta construcci�o. Formalment, la funci�o de tran-

sici�o de M

+

es de�neix aix��:

�

+

(p; a) =

�

�(p; a) [ �(I; a) si a 2 � i p 2 F

�(p; a) si a 2 � i p 2 Q�F

+M

..

.
..
.

..

.
..
.

FI b

a
a

b

a

a

Fig. 4.27 Esquema del tancament positiu d'un nfa

2. Tancament de Kleene. Sigui M = hQ;�; �; I; F i un aut�omat que reconeix L. La

construcci�o de l'aut�omat que reconeix L

�

�es pr�acticament id�entica a la de l'aut�omat per

al tancament positiu. En particular, si � 2 L, aleshores, com que L

+

= L

�

, la mateixa

construcci�o d'abans ens serveix. Si, en canvi, � =2 L, l'�unica difer�encia �es que far�a falta

afegir un nou estat inicial, q

0

, que tamb�e sigui acceptador, per acceptar el mot buit.

Formalment, sigui q

0

=2Q. De�nim el �nfa M

0

= hQ

0

; �; �

0

; I

0

; F

0

i aix��:

- Q

0

= Q [ fq

0

g

- I

0

= I [ fq

0

g

- F

0

= F [ fq

0

g :

Quant a la funci�o �

0

, tenim

- �

0

(q

0

; a) = ? per a tot a 2 � [ f�g

- �

0

(q; a) = �(q; a) per a tot q2Q i tot a2�

- �

0

(q; �) = I per a tot q2F .

Proposici

�

o. L(M

0

) = L

�

.

Demostraci

�

o. La demostraci�o es faria de la mateixa manera que per al tancament

positiu, considerant a part el cas del mot buit �. �

Si volem fer una construcci�o equivalent a l'anterior, sense introduir �-transicions, de

manera semblant a com hem fet en els casos de la concatenaci�o i del tancament positiu,

nom�es hem de modi�car la funci�o de transici�o de la manera seg�uent:

�

0

(p; a) =

8

<

:

? si p=q

0

�(p; a) [ �(I; a) si p 2 F

�(p; a) altrament
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..

.
..
.

..

.
..
.

+M

M*

q
0

FI b

a
a

b

a

a

Fig. 4.28 Esquema del tancament de Kleene d'un nfa

L'esquema que correspon a aquesta construcci�o �es el descrit a la �gura 4.28.

Com a conseq�u�encia de les dues proposicions precedents, podem enunciar el teorema

seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de les operacions de

tancament positiu i tancament de Kleene.

Exemple 4.22 Considerem el llenguatge L dels mots sobre l'alfabet � = fa ; bg que

tenen longitud m�ultiple de tres i tals que tots els s��mbols que ocupen posicions m�ultiples

de tres s�on a's. Els mots d'aquest llenguatge tenen la forma gen�erica seg�uent:

w = s

1

s

2

as

4

s

5

a : : : s

n�2

s

n�1

a ; on 8i s

i

2�.

Podem dividir aquests mots en fragments de tres s��mbols, aix�� x

1

= s

1

s

2

a , x

2

= s

4

s

5

a ,

: : : x

m

= s

n�2

s

n�1

a, en qu�e els dos primers s��mbols de cada fragment s�on qualssevol i

el tercer �es una a. Aix�o permet considerar cada mot com a concatenaci�o de zero o m�es

mots del llenguatge L

1

= �

2

a, de manera que el llenguatge L �es el tancament de Kleene

de L

1

,

L = L

�

1

= faaa; aba; baa; bbag

�

.

A la �gura 4.29 hi ha un aut�omat que reconeix el llenguatge L

1

, mentre que a la �gura

seg�uent hi ha l'nfa M

1

, que surt d'aplicar estrictament l'algorisme de tancament de

Kleene sobre el primer aut�omat. Aquest �es, de fet, l'aut�omat que busc�avem per al L.

Fixeu-vos que els aut�omats M

2

i M

3

de la mateixa �gura s�on aut�omats m�es senzills,

equivalents a M

1

. M

3

correspon al disseny m�es senzill que se'ns podia haver acudit

d'entrada. Representa un comptador de s��mbols m�odul 3 tal que les transicions corres-

ponents als s��mbols de posici�o m�ultiple de tres s�on possibles nom�es amb un s��mbol a.

a,b aa,b

Fig. 4.29 Aut�omat �nit que reconeix el llenguatge L

1

= �

2

a
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M1 a,ba,b a

a,b

M2 a,ba,b a

a,b

M3 a,b a,b

a

Fig. 4.30 Aut�omats que reconeixen el llenguatge L = (�

2

a)

�

Revessament

La idea constructiva de la demostraci�o �es molt senzilla, ja que nom�es fa falta donar la volta

a l'aut�omat que reconeix L per tenir-ne un altre que reconegui L

R

. Aix�o vol dir canviar

el sentit de les transicions i intercanviar els estats inicials i acceptadors. Formalment, �es

el seg�uent.

Sigui M = hQ;�; �; I; F i un nfa qualsevol que reconeix un llenguatge L donat. A

partir d'ell constru��m l'aut�omat M

R

= hQ;�; �

R

; I

R

; F

R

i, on:

- I

R

= F

- F

R

= I

- 8q2Q 8a2� �

R

(q; a) = fp j q 2 �(p; a)g:

Proposici

�

o. Se satisf�a que L(M

R

) = L

R

.

Demostraci

�

o. Observeu primer que de la de�nici�o de la funci�o de transici�o es dedueix

f�acilment que, si a l'aut�omat M hi ha un cam�� de l'estat p a l'estat q llegint el mot w, en

M

R

ha d'existir un cam�� de q a p llegint els s��mbols de w a l'inrev�es (w

R

).

�

Es a dir,

8w2�

�

8p; q2Q q 2 �(p;w) () p 2 �

R

(q; w

R

):

Per tant, 8w 2 �

�

;

w 2 L(M

R

) () 9q 2 I

R

9p 2 F

R

p 2 �

R

(q; w)

() 9q 2 F 9p 2 I q 2 �(p;w

R

)

() w

R

2 L(M) = L:

�

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'operaci�o de reves-

sament.

Observeu que el car�acter determinista o no determinista de l'aut�omat M de partida

no ens diu res sobre el determinisme de M

R

. En general, no t�e sentit determinitzar un nfa
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abans de passar al seu revessat, ja que el proc�es de revessament pot tornar a donar un

altre aut�omat indeterminista que caldr�a determinitzar novament per obtenir el resultat

de�nitiu.

Exemple 4.23 Construirem un aut�omat per al llenguatge L

R

sobre l'alfabet �=fa ; bg,

on L �es el llenguatge

fw 2 �

�

j 9x; y; z2�

�

9n>0 w=xayaz ^ jyj=3n g.

Ja coneixem un dfa per al llenguatge L (vegeu l'aut�omat de la �gura 4.3); per tant,

l'aut�omat M

R

que reconeix L

R

s'obt�e d'aquell invertint el sentit de les transicions i in-

tercanviant estats inicials per acceptadors, i viceversa. El resultat �es l'aut�omat de la

�gura 4.31.

a a a

a,b

a,b b b b

a,bb

a

b a

Fig. 4.31 nfa que reconeix el revessat del llenguatge de l'exemple 4.2

L'aut�omat de l'exemple precedent �es altament indeterminista. Si el determinitzem i

n'obtenim la versi�o de nombre m��nim d'estats (al cap��tol 5 donem un algorisme per trobar

aut�omats m��nims), tornem a obtenir el dfa M de la �gura 4.3.

�

Es a dir que M i M

R

s�on equivalents i, per tant, L i L

R

s�on el mateix llenguatge. En efecte, el fet que un mot

tingui un parell de s��mbols a separats per una cadena de longitud m�ultiple de tres �es

independent de si l'escrivim en un sentit o altre. Aquest no �es un fet a��llat. Hi ha molts

llenguatges que s�on iguals als seus revessats. Els seg�uents en s�on alguns exemples:

1. �

�

, ?

2. fw 2 �

�

j w = w

R

g

3. fw 2 fa ; bg

�

j 9n>0 jwj

a

=5n g

4. fw 2 f0 ; 1g

�

j 9n>0 valor

2

(w)=3n g

5. fw 2 fa ; bg

�

j jwj

a

= jwj

b

g.

Per als llenguatges 1, 3 i 4, que s�on regulars, podeu comprovar aquesta igualtat via

aut�omats �nits.

Mor�sme invers

Volem demostrar que si tenim un mor�sme h : �

�

1

�! �

�

2

i un llenguatge L

2

� �

�

2

que

�es regular, aleshores el llenguatge h

�1

(L

2

) tamb�e �es regular. Com que L

2

�es regular,

existeix un dfa M

2

= hQ;�

2

; �

2

; q

0

; F i tal que L(M

2

)=L

2

. La idea essencial �es construir

un dfa, M

1

, amb els mateixos estats que M

2

, i que davant d'un s��mbol a2�

1

simuli el

comportament de M

2

sobre la cadena h(a) 2 �

�

2

. D'aquesta manera, �es clar que si M

1
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accepta un mot w �es perqu�eM

2

accepta h(w) i, per tant, L(M

1

) = h

�1

(L(M

2

)) = h

�1

(L

2

).

Aquesta simulaci�o es pot fer en un sol pas de c�alcul de M

1

, ja que la computaci�o de la

cadena h(a) en M

2

no �es res m�es que un encadenament de transicions entre estats, �es a

dir, el pas des d'un estat de partida p, abans de llegir el primer s��mbol de h(a), a un estat

d'arribada q, despr�es d'haver llegit el darrer s��mbol de h(a).

. . . qpq
ah(a)

p

Fig. 4.32 Correspond�encia entre transicions de M

2

i de M

1

Formalitzant aquestes idees, de�nim M

1

= hQ;�

1

; �

1

; q

0

; F i, on per a tot p 2 Q i

w 2�

�

1

fem �

1

(p;w) = �

2

(p; h(w)). Es tracta d'una funci�o de transici�o ben de�nida, ja

que satisf�a els axiomes:

1: �

1

(p; �) = �

2

(p; h(�)) = �

2

(p; �) = p

2: �

1

(p; xy) = �

2

(p; h(xy)) = �

2

(p; h(x)�h(y)) = �

2

(�

2

(p; h(x)); h(y))

= �

1

(�

1

(p; x); y) :

Proposici

�

o. L(M

1

) = h

�1

(L

2

).

Demostraci

�

o. Per a tot mot w de �

�

es t�e

w2L(M

1

) () �

1

(q

0

; w)2F () �

2

(q

0

; h(w))2F () h(w)2L(M

2

): �

Observeu que la de�nici�o de �

1

�es constructiva, ja que el c�alcul de �

1

a partir de �

2

nom�es cal fer-lo, com sempre, sobre els s��mbols de �

1

.

Exemple 4.24 Considerem de nou el llenguatge format pels m�ultiples de tres en binari

m�es �, del qual ja hem donat un aut�omat a l'exemple 4.17

L

2

=fw 2 f0 ; 1g

�

j 9n > 0 valor

2

(w) = 3ng .

Considerem ara el mor�sme h: fa ; bg

�

�! f0; 1g

�

, de�nit per h(a) = 01 i h(b) = 1001 .

Volem con�eixer quin �es el llenguatge L

1

=h

�1

(L

2

).

A la �gura 4.33 hem reprodu��t l'aut�omat donat a la �gura 4.16

M

2

= hf[0]; [1]; [2]g ; f0 ; 1g ; �

2

; [0]; f[0]gi ,

que reconeix el llenguatge L

2

.

[1] [2][0]
0

0

1

1

10

Fig. 4.33 dfa per a L

2

= fw 2 f0; 1g

�

j valor

2

(w) =

_

3g



112 Llenguatges, gram�atiques i aut�omats. Curs b�asic

a a

b bb

a

[0] [1] [2]

Fig. 4.34 Aut�omat M

1

que reconeix L

1

= h

�1

(L

2

)

El dfa que reconeix L

1

�es, doncs, M

1

= hf[0]; [1]; [2]g; fa ; bg; �

1

; [0]; f[0]gi on �

1

ve

de�nida aix��:

�

1

([0]; a) = �

2

([0]; 01) = [1] ; �

1

([0]; b) = �

2

([0]; 1001) = [0]

�

1

([1]; a) = �

2

([1]; 01) = [2] ; �

1

([1]; b) = �

2

([1]; 1001) = [1]

�

1

([2]; a) = �

2

([2]; 01) = [0] ; �

1

([2]; b) = �

2

([2]; 1001) = [2] :

Aquest aut�omat, el graf del qual apareix a la �gura 4.34, �es un comptador de a's

m�odul tres. Per tant, el llenguatge h

�1

(L

2

) cercat �es, en de�nitiva, fw 2 fa ; bg

�

j 9n >

0 jwj

a

= 3ng .

4.8 Llenguatges no regulars

Els llenguatges regulars constitueixen la fam��lia de llenguatges m�es b�asica de les estudiades

per la teoria de llenguatges formals. M�es endavant, al cap��tol 6, demostrarem que es

tracta d'una subfam��lia de la dels llenguatges incontextuals. Hi ha, tanmateix, llenguatges

incontextuals que no s�on regulars. Aix�o �es degut, essencialment, al fet que per recon�eixer

una �amplia varietat de cfl cal disposar de recursos de mem�oria m�es potents que la

mem�oria �nita dels dfa. Podem prendre com a exemple d'aquests llenguatges el de�nit

a l'exemple 2.3.

Exemple 4.25 El llenguatge L = fa

n

b

n

j n > 0g no �es regular.

Demostraci

�

o. Suposem que exist��s un dfa M = hQ;�; �; q

0

; F i, amb � = fa ; bg, que

reconegu�es L. Com que Q hauria de ser �nit, existirien dos nombres naturals diferents i

i j tals que q

0

a

i

= q

0

a

j

. Considerem els dos mots x = a

i

b

i

i y = a

j

b

i

.

�

Es clar que x2L

i que, en canvi, y =2L. Per�o l'aut�omat M �es incapa�c de diferenciar-los, ja que

q

0

x = q

0

(a

i

b

i

) = (q

0

a

i

)b

i

= (q

0

a

j

)b

i

= q

0

(a

j

b

i

) = q

0

y:

Concloem que tal aut�omat M no pot existir.

Aquesta manera de demostrar la no-regularitat de determinats llenguatges ser�a gene-

ralitzada al cap��tol 7 en forma del que anomenem lemes de bombament.

Exercicis

4.1 Constru��u dfa per als llenguatges regulars seg�uents. Considereu-los tots de�nits sobre l'alfabet

fa ; bg.

1. f�; aab; aaababg
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2. El conjunt dels mots tals que si comencen per aa llavors no contenen dues b's seguides

3. El conjunt dels mots en qu�e tot parell de a's adjacents apareix davant (no necess�ariament de

manera consecutiva) d'algun parell de b's adjacents

4. El conjunt dels mots en qu�e cada s��mbol b �es immediatament precedit i seguit d'un s��mbol a

5. El conjunt dels mots amb un nombre parell de a's i un nombre parell de b's

6. El conjunt dels mots tals que tota cadena de cinc s��mbols cont�e com a m��nim dues a's

7. El conjunt dels mots que no contenen cap pre�x en a

+

b

+

de longitud parella

8. El conjunt dels mots en qu�e tot pre�x de longitud m�es gran o igual que tres t�e un nombre

parell de a's o un nombre parell de b's

9. El conjunt dels mots que contenen un nombre parell de vegades (comptant-hi les encavalcades)

el submot aba (p. ex., els mots ababaaba i abababa contenen tots dos tres vegades aba.)

4.2 Doneu dfa per als llenguatges seg�uents de�nits sobre alfabets num�erics.

1. fx2y j x; y2f0; 1g

�

^ valor

2

(x) + valor

2

(y) =

_

3g

2. fw2f0; 1;2; 3; 4g

�

j valor

5

(w) =

_

5g

4.3 Demostreu la regularitat dels llenguatges seg�uents sobre l'alfabet fa ; bg.

1. fxyx

R

j x; y2fa; bg

+

g

2. fxyy

R

z j x; y; z2fa; bg

+

g

3. El conjunt dels mots en qu�e tot pre�x de longitud parella t�e el mateix nombre de a's que de b's

4. El conjunt de mots sobre �=fa ; bg que no contenen cap submot repetit dos cops consecutius,

�es a dir, que no s�on de la forma xyyz per a cap terna de mots x; z2�

�

i y2�

+

4.4 Sigui M = hQ;�; �; I; F i un nfa qualsevol. De�nim el conjunt d'estats accessibles i el conjunt

d'estats coaccessibles d'aquest aut�omat, i els representem per A(M ) i per C(M ), respectivament,

de la manera seg�uent:

A(M ) = fq2Q j 9x2�

�

9p2I q2pxg

C(M ) = fp2Q j 9y2�

�

9q2F q2pyg.

Doneu algorismes per calcular els conjunts d'estats accessibles i coaccessibles d'un nfa donat.

4.5 Demostreu que el llenguatge dels mots sobre l'alfabet f0; 1g que no tenen cap submot de longitud

m�es gran o igual que tres que representi en binari un nombre m�ultiple de tres, �es un llenguatge �nit.

4.6 Es de�neix el conjunt de pre�xos d'un llenguatge L com el format pels mots que s�on pre�xos de

mots de L. De manera semblant, de�nim els llenguatges dels su�xos i dels factors. Formalment �es

el seg�uent:

pre�xos(L) = fx2�

�

j 9y2�

�

xy2Lg = fx2�

�

j x�

�

\ L 6=?g ,

su�xos(L) = fy2�

�

j 9x2�

�

xy2Lg = fy2�

�

j �

�

y \ L 6=?g i

factors(L) = fw2�

�

j 9x; y2�

�

xwy2Lg = fw2�

�

j �

�

w�

�

\ L 6=?g .

Sigui L el llenguatge fa

2i

b

3j

a

2k+1

j i; j; k > 0g. Constru��u dfa per als llenguatges pre�xos(L),

su�xos(L) i factors(L).

4.7 Donat un llenguatge L qualsevol, de�nim el seu centre com el llenguatge

centre(L) = fx2�

�

j (x�

�

\ L) �es in�nitg ,

�es a dir, el conjunt dels pre�xos de mots de L que es poden completar una in�nitat de cops en L.

Es demana:

1. Donat el llenguatge L=fa

2i

b

3j

a

2k+1

j i; j; k > 0g, constru��u un dfa per a centre(L).

2. Doneu un llenguatge L, in�nit i regular, tal que pre�xos(L) 6� centre(L).

4.8 Demostreu que si L �es un llenguatge regular, aleshores tamb�e ho s�on els llenguatges: pre�xos(L),

su�xos(L), factors(L) i centre(L).
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4.9 Demostreu que si L �es un llenguatge regular sobre un alfabet �, aleshores tamb�e ho s�on els llen-

guatges seg�uents:

1. El conjunt de mots de L que no s�on pre�xos de cap altre mot de L

2. El conjunt de mots de L que no contenen com a pre�x cap altre mot de L

3. El conjunt dels mots de �

�

que contenen com a pre�x algun mot de L

4. fx2L j 8y2�

�

xy2Lg

5. fxy2�

�

j yx2Lg

6. fx2�

�

j 9y2L jxj 6 jyj+ 2g

4.10 Demostreu que la reuni�o d'un llenguatge no regular i un llenguatge �nit �es un llenguatge no regular.

Trobeu, en canvi, un contraexemple que posi de manifest que la concatenaci�o d'un llenguatge no

regular amb un llenguatge �nit no buit pot ser un llenguatge regular.

4.11 Demostreu que la reuni�o, la concatenaci�o i l'estrella de Kleene de llenguatges no regulars poden ser

llenguatges regulars.

4.12 Sigui M= hQ;�; �; q

0

; F i un dfa qualsevol. Demostreu que els llenguatges seg�uents s�on regulars.

1. fw2�

�

j 8q2Q qw=qg

2. fw2�

�

j 8q2Q qw=qabg

3. fw2�

�

j 8q2Q qw=qabwg

4.13 Siguin M

1

i M

2

dos nfa qualssevol i siguin L

1

i L

2

, respectivament, els llenguatges que reconeixen.

Doneu algorismes que permetin respondre les q�uestions seg�uents.

1. L

1

6= ?.

2. L

1

�es in�nit.

3. L

1

�es co�nit (el seu complementari �es �nit).

4. L

1

i L

2

s�on disjunts.

5. L

1

est�a incl�os en L

2

.

6. L

1

�es un subconjunt estricte de L

2

.

4.14 Demostreu que un llenguatge L � �

�

�es regular si i solament si la fam��lia de llenguatges fL

x

j x2

�

�

g �es �nita, on per a qualsevol x, L

x

= fy2�

�

j xy2Lg.
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Cap��tol 5 Minimitzaci�o d'aut�omats �nits

Al cap��tol precedent hem vist com l'indeterminisme �es una eina que aporta, en molts

casos, senzillesa i concisi�o al disseny d'aut�omats �nits. L'equival�encia amb els dfa a

trav�es d'un procediment algor��smic de determinitzaci�o ens assegura la implementabilitat

dels aut�omats dissenyats aix��. De tota manera, tamb�e hem vist que aquest proc�es de

determinitzaci�o pot fer cr�eixer el nombre d'estats exponencialment, en el cas pitjor.

�

Es

evident que preferirem els aut�omats petits als grans; per tant, sembla l�ogic preguntar-se

davant un dfa qualsevol, si n'existeix algun altre de talla m�es petita que hi sigui equivalent

i, en tal cas, com construir-lo a partir del que ja disposem. En aquest cap��tol respondrem

aquesta pregunta presentant un algorisme que permet, donat un aut�omat determinista,

trobar-ne un altre que reconeix el mateix llenguatge amb un nombre m��nim d'estats.

Addicionalment, veurem que aquest aut�omat m��nim �es �unic i resoldrem el problema de

l'equival�encia de llenguatges regulars, fent �emfasi en la import�ancia d'aquesta propietat.

5.1 Minimitzaci�o d'un DFA

La idea b�asica que permet reduir el nombre d'estats d'un aut�omat determinista �es eliminar

un estat quan ja n'hi ha un altre que fa la mateixa funci�o. Dos estats fan la mateixa funci�o

quan qualsevol entrada d�ona el mateix resultat tant si es parteix d'un estat com de l'altre.

Diem que els dos estats s�on, en aquest cas, indistingibles. Cal tenir en compte que, quan

ens referim al resultat que d�ona una entrada a partir d'un estat, ens limitem a un dels

dos que tenen rellev�ancia: que s'accedeixi a un estat acceptador o que s'accedeixi a un

estat no acceptador. L'eliminaci�o d'un estat ha de comportar que les entrades que hi

arribaven hauran de ser readre�cades a l'estat indistingible romanent. De fet, pot haver-hi

una pluralitat d'estats que siguin indistingibles d'un de donat. N'hi ha prou, doncs, de

conservar un estat per a cada classe d'indistingibles. Formalitzarem a continuaci�o aquests

conceptes.

Definici

�

o. Sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i un dfa. Dos estats qualssevol de M , p i q, diem

que s�on indistingibles, o que p �es equivalent a q, i ho representem per p � q, quan

8w2�

�

p�w 2 F () q �w 2 F .

Exemple 5.1 Els estats D i E de l'aut�omat de la �gura 5.1 s�on indistingibles ja que,

per a tot mot w, es compleix

D �w2F ()E �w2F () w2b

�

afa ; bg

�

:
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a

b

a

b

a

b

bb

a

a

F

E

D

A

C

B a,b

Fig. 5.1 Un dfa que cont�e estats indistingibles

Observeu que la relaci�o d'indistingibilitat �es una relaci�o d'equival�encia. La represen-

tarem per E

M

. Com a tal, indueix una partici�o del conjunt d'estats en classes d'estats

indistingibles. Considerant aquestes classes com a estats individuals, obtenim l'aut�omat

quocient, de�nit de la manera seg�uent.

Definici

�

o. Sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i un dfa. Anomenarem aut�omat quocient de M

per E

M

el dfa

�

M = h

�

Q;�;

�

�; [q

0

];

�

Fi, tal que

-

�

Q �es el conjunt quocient de Q per E

M

,

-

�

� �es la funci�o de transici�o que de�nirem tot seguit,

- [q

0

]2

�

Q �es la classe de q

0

,

-

�

F �

�

Q �es la imatge de F , �es a dir,

�

F = f[q] j q2Fg .

La funci�o de transici�o quocient,

�

�:

�

Q��

�

!

�

Q, es de�neix, per a tot s��mbol a de �, com

a

�

�([q]; a) = [�(q; a)] , o b�e [q] � a = [q � a] amb la nostra notaci�o habitual.

Observeu que la funci�o

�

� est�a ben de�nida, �es a dir, que no dep�en del representant

q elegit, ja que si p � q aleshores, per a tot s��mbol a de � ; p � a � q � a . En efecte,

si suposem que existeix w 2�

�

tal que (pa) �w 2 F i (qa) �w =2 F , aleshores �es clar que

p�(aw)2F , i q �(aw) =2 F , i aix�o est�a en contradicci�o amb la hip�otesi p � q.

Exemple 5.2 La relaci�o d'indistingibilitat que hem de�nit ens d�ona les classes d'e-

quival�encia seg�uents sobre l'aut�omat de la �gura 5.1:

fAg ; fB;Cg ; fD;Eg ; fFg :

Per tant, l'aut�omat quocient corresponent �es el de la �gura 5.2.

B,C D,E
a,b a,b a

FA

b a,b

Fig. 5.2 L'aut�omat quocient corresponent al dfa de la �gura 5.1

L'aut�omat quocient que acabem de descriure �es, de fet, l'aut�omat m��nim que estem

buscant. Les proposicions que es presenten a continuaci�o demostren, d'una banda, que

el llenguatge que reconeix l'aut�omat quocient �es el mateix que el que reconeix l'aut�omat

original i, d'altra banda, que sigui quin sigui l'aut�omat de qu�e partim, si els seus estats
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s�on tots accessibles, llavors l'aut�omat quocient que obtenim �es sempre el mateix, no n'hi

ha cap amb un nombre menor d'estats i �es l'�unic amb aquest nombre d'estats.

Proposici

�

o. L(M) = L(

�

M).

Demostraci

�

o. Tenim que, per a tot mot w de �

�

,

w2L(

�

M)()[q

0

]�w2

�

F()[q

0

�w]2

�

F() q

0

�w2F()w2L(M) ;

on la primera i la quarta equival�encies provenen de la de�nici�o de llenguatge reconegut

per

�

M i M , respectivament, la segona prov�e de la de�nici�o de

�

� i la tercera de la de�nci�o

de

�

F . �

Proposici

�

o. El nombre d'estats de

�

M �es menor o igual que el de M , i quan �es igual

es t�e M =

�

M .

Demostraci

�

o. La primera part de l'enunciat �es conseq�u�encia directa de la construcci�o,

ja que els estats de

�

M s'han obtingut per agrupaci�o dels de M . Quant a la segona part,

quan M i

�

M tenen el mateix nombre d'estats, l'epimor�sme can�onic que transforma M

en

�

M �es un isomor�sme. En altres paraules, cada classe d'equival�encia est�a constitu��da

exactament per un estat. Es tracta, doncs, que per a cada estat q de M hi ha l'estat fqg

de

�

M , i tota transici�o q � w = p de M es converteix en una transici�o fqg � w = fpg de

�

M . �

Proposici

�

o. Si M

1

i M

2

s�on dos aut�omats que reconeixen un mateix llenguatge, i si

tots els estats d'aquests dos aut�omats s�on accessibles, aleshores els seus aut�omats quocient

respectius,

�

M

1

i

�

M

2

, s�on iguals.

Demostraci

�

o. Siguin

�

M

1

= hQ

1

; �; �

1

; p

0

; F

1

i i

�

M

2

= hQ

2

; �; �

2

; q

0

; F

2

i. De la cons-

trucci�o de

�

M

1

resulta que tots els seus estats s�on distingibles

8p

i

; p

j

2Q

1

p

i

6= p

j

=) 9z2�

�

:(p

i

z2F

1

() p

j

z2F

1

);

�es a dir, almenys hi ha un mot que a partir d'un d'ells duu a un estat acceptador i a partir

de l'altre no hi duu. El mateix pot dir-se dels estats de Q

2

.

Podem a�rmar ara el seg�uent:

8x; y2�

�

p

0

x = p

0

y () q

0

x = q

0

y. (1)

En efecte. Altrament existirien mots x i y tals que

p

0

x = p

0

y i q

0

x 6= q

0

y (o a l'inrev�es).

Com que q

0

x i q

0

y s�on estats distingibles diferents, hi ha algun mot z que els distingeix,

aix��, per exemple, q

0

xz2F

2

i q

0

yz =2 F

2

. En canvi, p

0

xz = p

0

yz, �es a dir, els dos aut�omats

no reconeixerien el mateix llenguatge.

La condici�o anterior permet de�nir un isomor�sme entre els aut�omats

�

M

1

i

�

M

2

. Con-

siderem una enumeraci�o arbitr�aria dels estats de Q

1

que mant�e p

0

com a estat inicial.

Sigui Q

1

= fp

0

; p

1

; : : : ; p

n

g. Siguin w

1

; : : : ; w

n

mots tals que p

0

w

1

= p

1

; : : : ; p

0

w

n

= p

n

.

Aquests mots existeixen perqu�e tots els estats de

�

M

1

s�on accessibles. Enumerem ara els

estats de Q

2

, comen�cant per l'inicial q

0

, de la manera seg�uent: q

0

w

1

= q

1

; : : : ; q

0

w

n

= q

n

.

En virtut de 1, tots els estats q

i

obtinguts aix�� s�on diferents, �es a dir, l'aplicaci�o p

i

7! q

i

�es injectiva. Com que igualment haur��em pogut construir una injecci�o en sentit contrari,

de Q

2

a Q

1

, resulta for�c�os que els dos aut�omats tinguin el mateix nombre d'estats. Per
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tant, l'aplicaci�o que estem considerant �es una bijecci�o. Anem a veure que es tracta d'un

isomor�sme, �es a dir

8i; j 8w2�

�

p

i

w = p

j

=) q

i

w = q

j

.

En efecte, p

i

w = p

0

w

i

w i tenim p

0

w

i

w = p

0

w

j

. Per tant, en virtut de 1 resulta

q

0

w

i

w = q

0

w

j

, �es a dir que q

i

w = q

j

. �

Com a resultat de les proposicions anteriors podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. Per a tot llenguatge regular L existeix un �unic aut�omat determinista de

m��nim nombre d'estats que el reconeix. Aquest aut�omat �es el que s'obt�e a partir de qual-

sevol dfa que reconegui L i que tingui tots els estats accessibles, fent-ne el quocient per

la relaci�o d'indistingibilitat.

5.2 Algorisme de minimitzaci�o

Acabem de veure que, per trobar l'aut�omat m��nim associat a un dfa donat, en tenim

prou a fer-ne el quocient per la relaci�o d'indistingibilitat. Ara l'�unic problema �es construir

la partici�o associada a aquesta relaci�o. Com que la seva de�nici�o fa intervenir un conjunt

in�nit de condicions (una per a cada mot w), no sembla evident com decidir quan p � q,

per a p i q donats. A continuaci�o veurem una manera d'aconseguir-ho.

Definici

�

o. Donats p; q 2 Q i un natural k, diem que p i q s�on k-indistingibles i ho

representem per p �

k

q quan

8w2�

�

jwj 6 k =) (pw2F () qw2F ) .

�

Es a dir, quan no �es possible diferenciar el comportament dels dos estats sense utilitzar

mots de longitud superior a k.

�

Es clar que per a qualsevol k la relaci�o de k-indistingibilitat �es tamb�e una relaci�o

d'equival�encia. La representarem per E

k

M

. A m�es, aquestes relacions E

k

M

ens permeten

rede�nir de manera senzilla la relaci�o E

M

. Aquest fet es troba enunciat a la proposici�o

seg�uent, la demostraci�o de la qual �es immediata.

Proposici

�

o. Per a tot parell d'estats p i q, p � q () 8k > 0 p �

k

q .

Les relacions de k-indistingibilitat tamb�e es poden caracteritzar de manera recurrent.

Aix�o ens permetr�a calcular-les algor��smicament.

Proposici

�

o. Per a tot parell d'estats p i q, i per a tot natural k, la k-indistingibilitat

es caracteritza recurrentment de la manera seg�uent:

k = 0. p �

0

q () ( p2F , q2F )

k > 0. p �

k

q () p �

k�1

q ^ 8a2� p�a �

k�1

q �a .

Demostraci

�

o. Representem per �

k

el conjunt de tots els mots sobre � de longitud

k i per �

6k

el conjunt de mots sobre � de longitud menor o igual a k. Separem la

demostraci�o en dos casos dependents del valor de k.
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a) k = 0

p �

0

q()8w2�

60

(p�w2F , q �w2F )

()(p2F , q2F )

b) k > 0

()) En primer lloc, del fet que 8w 2�

6k

p �w 2 F () q �w 2 F , dedu��m com a cas

particular que p �

k�1

q. En segon lloc, per a qualsevol a 2� i per a qualsevol

w2�

6k�1

es t�e

p�(aw)2F() q �(aw)2F ,

�es a dir, (pa)�w2F()(qa)�w2F , que �es el mateix que p�a �

k�1

q �a .

(() Sigui w 2 �

6k

. Si jwj < k, com que p �

k�1

q, es t�e per de�nici�o que p �w 2

F () q �w2F . Si, en canvi, jwj = k, aleshores w = aw

1

amb jw

1

j = k � 1. Com

que per hip�otesi es t�e p�a �

k�1

q �a, aleshores

(pa)�w

1

2F , (qa)�w

1

2F =) p�(aw

1

)2F , q �(aw

1

)2F

=) p�w2F , q �w2F :

Dels dos casos precedents, se'n dedueix p �

k

q. �

Fins ara hem posat de manifest la correspond�encia entre les relacions d'equival�encia

E

M

i E

k

M

, i hem vist com es podrien calcular recursivament les classes de k-indistingibilitat.

Finalment, la proposici�o seg�uent ens diu que no ens caldr�a calcular totes les relacions E

k

M

.

Proposici

�

o. Existeix un natural m 6 jQj � 1 tal que 8k > m E

m

M

=E

k

M

.

Demostraci

�

o. El fet que dos estats k-equivalents hagin de ser pr�eviament (k�1)-

equivalents fa que les relacions E

k

M

siguin re�naments successius de E

0

M

, la qual simplement

separa els estats de l'aut�omat en dues classes: F i Q{F . Com que el nombre d'estats de

l'aut�omat �es �nit ha d'existir un m m�es petit que aquest nombre tal que E

m

M

=E

m+1

M

. En

aquest cas es t�e

8p; q2Q; p �

m+2

q()p �

m+1

q ^ 8a2� p�a �

m+1

q �a

()p �

m

q ^ 8a2� p�a �

m

q �a

()p �

m+1

q

Per tant, E

m+1

M

=E

m+2

M

i, en general, E

m

M

=E

k

M

per a tot k > m. �

Corol

.

lari. Amb les notacions utilitzades �es clar que E

M

=E

m

M

.

Els resultats de les tres proposicions anteriors ens permeten el c�alcul de les classes

d'indistingibilitat i, per tant, la construcci�o efectiva de l'aut�omat m��nim. La �gura 5.3

reecteix a grans trets els passos b�asics d'aquest algorisme de minimitzaci�o.
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algorisme aut�omat m��nim (M : un dfa hQ;�; �; q

0

; F i)

retorna (

�

M : un dfa)

variables C

ant

, C, k fvars

C

ant

:= classes de Q per a E

0

M

;

C := classes de Q per a E

1

M

;

k := 2;

mentre C

ant

6= C fer

C

ant

:= C;

C := classes de Q per a E

k

M

;

k := k + 1

fmentre

�

M := aut�omat quocient de M per la relaci�o E

k

M

;

retorna

�

M

falgorisme.

Fig. 5.3 Algorisme de minimitzaci�o

Observeu que les proposicions demostrades anteriorment garanteixen l'acabament i

la correctesa de l'algorisme de minimitzaci�o. Vegem-ne ara el funcionament amb alguns

exemples.

Exemple 5.3 Considereu el dfa M de la �gura 5.4.

b b
C

a
GE

a

b
a

A

a
a b b a,b

b
a

bFD
a

IH

b

a b

a

J

M

B

Fig. 5.4 Un dfa que no �es m��nim

A l'hora d'aplicar l'algorisme de minimitzaci�o ens ser�a m�es c�omode treballar amb la

taula de transicions, reectida a la taula 5.1.

Apliquem l'algorisme de minimitzaci�o, pas a pas, per veure com funciona. Les classes

d'equival�encia per a E

0

M

s�on les que separen els estats acceptadors dels que no ho s�on,

fA;B; C; F;H; I; Jg i fD;E;Gg :
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Taula 5.1 Taula de transicions del dfa de la �gura 5.4

a b

A B C

B D E

C A B

yD C F

yE G H

F H B

yG I I

H J F

I H J

J G E

Calculem ara les classes per a E

1

M

i obtenim

fA;C; F;H; Ig; fB; Jg; fD;Gg i fEg :

Com que E

0

M

6=E

1

M

, calculem les classes per aE

2

M

,

fA;Hg; fC; F; Ig; fB; Jg; fD;Gg i fEg :

Com que E

1

M

6=E

2

M

, calculem les classes per a E

3

M

,

fA;Hg; fC; F; Ig; fB; Jg; fD;Gg i fEg ;

i ens trobem amb E

3

M

=E

2

M

. Aix��, l'aut�omat determinista m��nim buscat �es l'aut�omat de

cinc estats de la �gura 5.5 que correspon a l'aut�omat quocient de M per E

3

M

.

a

a,bb

E

AH

BJ

CFI

DG

b a

ba

b

a

Fig. 5.5 El dfa m��nim equivalent a l'aut�omat de la �gura 5.4

Exemple 5.4 Presentarem a continuaci�o un exemple complet de construcci�o d'un dfa

m��nim. Reprendrem el llenguatge L, de�nit a l'exemple 4.3, format pels mots sobre

l'alfabet fa; bg que contenen algun parell de s��mbols a separats per una cadena de longitud

m�ultiple de tres i construirem el dfa m��nim corresponent d'una manera alternativa a les

proposades �ns ara. Observeu que una formalitzaci�o possible d'aquest llenguatge �es la

seg�uent:

L = fw2�

�

j 9x; y; z2�

�

9n > 0 w=xayaz ^ jyj=3n g :

Per tant, podem pensar el llenguatge L com a concatenaci�o de tres llenguatges m�es,

L = L

1

L

2

L

3

, on L

1

�es el llenguatge dels mots que acaben en a, L

2

�es el llenguatge

dels mots de longitud m�ultiple de tres i L

3

�es el llenguatge dels mots que comencen per

a. Els aut�omats M

1

, M

2

i M

3

de la �gura 5.6 s�on aut�omats senzills que reconeixen els
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M3

GF
a

a,b

2M

C D E
a,b a,b

a,b

M1

A B
a

a,b

Fig. 5.6 Aut�omats �nits que reconeixen els llenguatges L

1

, L

2

i L

3

llenguatges L

1

, L

2

i L

3

, respectivament. Concatenant aquests tres aut�omats obtindrem

f�acilment l'aut�omat buscat.

L'nfa que resulta de la concatenaci�o dels aut�omats M

1

i M

2

de la �gura 5.6 est�a

representat a la �gura 5.7.

EA B C D
a

a,b

a,b a,b

a,b

a,b

Fig. 5.7 nfa que reconeix el llenguatge L

1

L

2

L'nfa que resulta de la concatenaci�o de l'aut�omat de la �gura 5.7 amb l'aut�omat

M

3

de la �gura 5.6 est�a representat a la �gura 5.8.

A B E
a a,b a,ba,b

a,b

C

a a
a,b

D

G

a,b

Fig. 5.8 nfa que reconeix el llenguatge L

1

L

2

L

3

=L

La determinitzaci�o d'aquest darrer aut�omat d�ona lloc a un dfa de dotze estats,

representat a la part A de la taula 5.2. La part B de la mateixa taula �es igual que la A,

amb els estats canviats de nom per tal de facilitar el proc�es de minimitzaci�o.

Fem notar que l'estat de nom F de la taula A de transicions precedent resumeix

tots els estats del dfa que contenen l'estat G de l'nfa de la �gura 5.8. Aix�o porta

impl��cit un primer pas de minimitzaci�o que �es correcte, ja que tots aquests estats serien

acceptadors i, per tant, 0 equivalents i l'algorisme de minimitzaci�o no els separaria mai,

ja que formen un subgraf tancat per causa de l'arc amb qualsevol s��mbol de l'estat G

cap a ell mateix. Adonar-nos d'un fet com aquest pot estalviar molta feina en el proc�es
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Taula 5.2 Determinitzaci�o de l'nfa de la �gura 5.8

Taula A

a b

A AB A

AB F AD

yF F F

AD ABE F

ABE F ACD

AE ABC AC

ACD F ADE

ABC F AD

AC F AD

ADE ABCE ACE

ABCE F ACD

ACE F ACD

Taula B

a b

1 2 1

2 3 4

y3 3 3

4 5 6

5 3 7

6 8 9

7 3 10

8 3 4

9 3 4

10 11 12

11 3 7

12 3 7

de determinitzaci�o previ a l'obtenci�o de l'aut�omat m��nim (sobretot si el fem a m�a!). En

aquest mateix exemple, ens hauria sortit un dfa de setze estats.

El darrer pas per arribar a la soluci�o ser�a minimitzar l'aut�omat determinista de

dotze estats de la taula B seguint l'algorisme de minimitzaci�o presentat en aquesta secci�o.

Les classes d'equival�encia per a E

0

M

s�on les que separen els estats acceptadors dels no

acceptadors,

f1; 2; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12g i f3g :

Calculem ara les classes per a E

1

M

i obtenim

f1; 4; 6; 10g; f2; 5; 7; 8; 9; 11; 12g i f3g :

Com que E

0

M

6=E

1

M

, calculem les classes per a E

2

M

,

f1; 4g; f6; 10g; f2; 8; 9g; f5; 11; 12g; f7g i f3g :

Com que E

1

M

6=E

2

M

, calculem les classes per a E

3

M

,

f1g; f4g; f6g; f10g; f2; 8; 9g; f5; 11; 12g; f7g i f3g :

Com que E

2

M

6=E

3

M

, calculem les classes per a E

4

M

, i ens trobem amb E

3

M

=E

4

M

. Aix��,

l'aut�omat determinista m��nim per recon�eixer L �es l'aut�omat de vuit estats de la �gura 5.9,

en qu�e hem etiquetat amb la lletra A l'estat format per f2; 8; 9g i amb la lletra B l'estat

f5; 11; 12g. Adoneu-vos que resulta, tal com era previsible, el mateix aut�omat que hav��em

presentat a la �gura 4.3 del cap��tol 4.

1 a

a,b

b

b

a

a

a

b

a,b b

a

3

6 4 B 7

A

b a,b

10

Fig. 5.9 dfa m��nim que reconeix el llenguatge L
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5.3 Sobre la talla del DFA m��nim

L'indeterminisme en aut�omats �nits �es una eina molt �util per dissenyar aut�omats de ma-

nera senzilla. L'algorisme de determinitzaci�o construeix dfa equivalents, per�o pot fer

cr�eixer el nombre d'estats de manera exponencial. L'aplicaci�o posterior de l'algorisme de

minimitzaci�o, presentat en aquest cap��tol, ens permet reduir aquests dfa als de m��nim

nombre d'estats. Ara podr��em preguntar-nos si aquesta reducci�o a l'aut�omat m��nim �es

sempre signi�cativa, en altres paraules, si evita sempre la possible explosi�o exponencial

en el nombre d'estats de la versi�o determinista enfront de la indeterminista.La resposta �es

negativa en el cas pitjor, ja que hi ha llenguatges per als quals el dfa m��nim t�e un nom-

bre d'estats exponencial respecte del nombre d'estats del seu equivalent indeterminista.

Estudiem-ne un exemple concret.

Considereu l'nfa de la �gura 5.10 que reconeix el llenguatge dels mots, sobre l'alfabet

� = fa ; bg, que tenen un s��mbol a a l'antepen�ultima posici�o. Anomenarem L

2

aquest

llenguatge. Es t�e L

2

=�

�

a�

2

.

1 2 a,ba
3 4

a,b

a,b

Fig. 5.10 nfa que reconeix el llenguatge L

2

= �

�

a�

2

�

Es immediat veure com es pot generalitzar la construcci�o de la �gura 5.10 a nfa que

reconeguin els llenguatges L

3

= �

�

a�

3

, L

4

= �

�

a�

4

, etc. Simplement es tracta d'anar

allargant la cadena d'estats que porten cap a l'estat acceptador amb qualsevol s��mbol, a

mesura que anem anticipant la posici�o del s��mbol a a recon�eixer.

En general, l'nfa que reconeix el llenguatge L

n

= �

�

a�

n

, per a un n donat, t�e n+ 2

estats (vegeu la �gura 5.11), per�o qu�e passa amb el dfam��nim corresponent? La resposta

�es que t�e 2

n+1

estats. Vegem formalment que no pot tenir-ne menys (deixem per al lector,

a l'exercici 5.1, la demostraci�o de l'exist�encia de tal aut�omat).

+2n1 2 3a,ba a,b a,b. . .

a,b

Fig. 5.11 nfa que reconeix el llenguatge L

n

= �

�

a�

n

Proposici

�

o. Donat el llenguatge L

n

=�

�

a�

n

sobre �=fa; bg, on n > 0, se satisf�a que

tot dfa que el reconeix t�e, com a m��nim, 2

n+1

estats.

Demostraci

�

o. Procedirem per reducci�o a l'absurd. Suposem que existeix un aut�omat

M = hQ;�; �; q

0

; F i tal que L(M) = L

n

i jjQjj < 2

n+1

. Per cada mot x de �

n+1

, sigui

q

x

= q

0

�x. Com que hi ha 2

n+1

mots diferents a �

n+1

i nom�es jjQjj < 2

n+1

estats, han

d'existir dos mots, x; y2�

n+1

, diferents, per als quals q

x

= q

y

. Sigui z el su�x com�u m�es
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llarg de x i y. Aleshores existeixen x

0

; y

0

2 �

�

tals que o b�e x = x

0

az i y = y

0

bz, o b�e

x = x

0

bz i y = y

0

az. Intercanviant el rol de x i y si �es necessari, podem assumir, sense

p�erdua de generalitat, que x = x

0

az i y = y

0

bz. Sigui m = n � jzj. Considereu ara els

mots w

1

= x

0

aza

m

i w

2

=y

0

bza

m

. Clarament w

1

2L

n

(ja que t�e el s��mbol a en la posici�o

n-�esima comen�cant pel �nal) i w

2

=2 L

n

(ja que t�e el s��mbol b en aquesta mateixa posici�o).

Tanmateix, l'aut�omat M �es incapa�c de distingir-los, ja que

q

0

�w

1

= q

0

�(xa

m

) = (q

0

�x)�a

m

= q

x

�a

m

= q

y

�a

m

= (q

0

�y)�a

m

= q

0

�(ya

m

) = q

0

�w

2

.

Arribem a la contradicci�o que M accepta o rebutja tots dos mots. Per tant, podem

concloure que no existeix l'aut�omat M suposat. �

Si generalitzem la proposici�o anterior sobre un alfabet � amb s s��mbols, la �ta inferior

en el nombre d'estats �es s

n+1

, com es pot comprovar f�acilment.

Exemple 5.5 Per al cas particular de n = 2, un nfa que reconeix L

2

�es el de la

�gura 5.10. Anem a comprovar que el dfa m��nim equivalent �es un aut�omat de 2

3

= 8

estats.

Si determinitzem l'nfa de la �gura 5.10, obtenim directament el dfa de vuit estats

de la �gura 5.12.

a

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b b a

2

3

5

1

7

4

86

b a

Fig. 5.12 dfa que reconeix el llenguatge L

2

= �

�

a�

2

Comprovem ara que aquest aut�omat �es m��nim.

Classes d'equival�encia per a E

0

M

: f1; 2; 3; 4g i f5; 6; 7; 8g :

Classes d'equival�encia per a E

1

M

: f1; 2g; f3; 4g; f5; 6g i f7; 8g :

Classes d'equival�encia per a E

2

M

: f1g; f2g; f3g; f4g; f5g; f6g; f7g i f8g :

Evidentment, E

3

M

=E

2

M

i ja hem acabat la minimitzaci�o. Per tant, l'aut�omat de

partida era m��nim, tal com hav��em previst. Fixeu-vos que l'aut�omat que hem constru��t

�es el mateix dfa de vuit estats constru��t a l'exemple 4.4, amb l'�unica difer�encia de les

etiquetes associades a cada estat. No costa gaire comprovar que el criteri de construcci�o

seguit a l'exemple 4.4 ens porta a l'obtenci�o directa de dfa m��nims per als llenguatges

L

n

.

Resumint, hem vist que hi ha llenguatges que necessiten aut�omats �nits amb molts

estats i que, en el cas pitjor, el pas d'un aut�omat no determinista al corresponent deter-

minista m��nim comporta un creixement exponencial del nombre d'estats.
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5.4 Equival�encia entre aut�omats

Donat un model d'especi�caci�o de llenguatges, per exemple, el dels aut�omats �nits, un

problema decisional t��pic �es determinar l'equival�encia de dos representants qualssevol

d'aquest model. Els algorismes generals de determinitzaci�o i minimitzaci�o d'aut�omats

�nits, juntament amb la propietat d'unicitat de l'aut�omat m��nim, permeten establir un

marc clar de comparaci�o d'aut�omats i resoldre el problema de l'equival�encia d'nfa. En

efecte:

Donats dos nfa qualssevol, M

1

i M

2

, aquests s�on equivalents (reconeixen el mateix

llenguatge) si i nom�es si els aut�omats m��nims corresponents de M

1

i M

2

s�on el mateix

aut�omat.

La decidibilitat del problema de l'equival�encia entre aut�omats �nits �es una bona propi-

etat, associada a la fam��lia dels llenguatges regulars, que no podem extrapolar a la resta

de models m�es complexos que veiem al llarg d'aquest curs. Per exemple, en el marc dels

llenguatges incontextuals, el problema de l'equival�encia de gram�atiques no �es decidible, si

b�e quan ens restringim als llenguatges incontextuals deterministes (subfam��lia dels incon-

textuals que estudiarem al cap��tol 8) s�� que �es decidible

1

. Podem afegir que el problema de

l'equival�encia de programes �es tamb�e indecidible. Observeu, a m�es, que, com ja hem posat

de manifest al cap��tol precedent, la fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de

les operacions conjuntistes cl�assiques, cosa que no passa en altres fam��lies (recordeu, per

exemple, la intersecci�o de cflvista al cap��tol 2). El fet que en la fam��lia dels llenguatges

regulars es compleixin totes aquestes propietats confereix a aquesta fam��lia una senzillesa

que no tenen altres classes derivades de models de computaci�o m�es complexos.

�

Es interessant d'observar que existeix una altra demostraci�o de la decidibilitat del

problema de l'equival�encia d'aut�omats �nits que no apel�la en absolut a la propietat

d'unicitat de l'aut�omat m��nim. Vegem-la a continuaci�o.

Suposem que tenim dos aut�omats �nits M

1

i M

2

que reconeixen, respectivament,

els llenguatges L

1

i L

2

. Considerem ara el llenguatge L

3

de�nit a partir d'ells dos de

la manera seg�uent: L

3

= (L

1

\ L

2

) [ (L

1

\ L

2

).

�

Es immediat comprovar que se satisf�a

l'equival�encia seg�uent, L

1

=L

2

() L

3

=?. Com que les operacions de reuni�o, intersecci�o

i complementaci�o s�on constru��bles, aleshores podem trobar un dfa M

3

que reconeix el

llenguatge L

3

. Per tant, els aut�omats M

1

i M

2

s�on equivalents si i nom�es si l'aut�omat

M

3

no accepta cap mot. Observeu �nalment que aquesta propietat �es decidible, ja que �es

equivalent a comprovar que tots els estats accessibles de M

3

s�on no acceptadors.

Tot i que aquesta demostraci�o tamb�e comporta un m�etode per decidir l'equival�encia

d'aut�omats �nits, a la pr�actica �es millor utilitzar el m�etode de comparaci�o dels aut�omats

m��nims ja que t�e una complexitat menor en el cas pitjor.

Exercicis

5.1 Trobeu dfa m��nims per als aut�omats constru��ts a l'exercici 4.1.

5.2 Donat el llenguatge L

n

=�

�

a�

n

sobre � = fa; bg, on n > 0. Demostreu que el dfa m��nim que el

reconeix t�e exactament 2

n+1

estats.

1

Aquest resultat ha estat demostrat en [Sen97].
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5.3 Per a cada enter n > 1, de�nim L

n

com el llenguatge format pels mots sobre l'alfabet f0 ; 1g tals

que el seu valor binari �es una pot�encia de 2

n

. Demostreu que l'aut�omat m��nim que reconeix L

n

t�e

n+ 2 estats.

5.4 Per a cada enter n > 1, considerem el llenguatge format per � i pels mots sobre l'alfabet f0 ; 1g tals

que el seu valor binari �es un m�ultiple de n. Demostreu que l'aut�omat m��nim que reconeix aquest

llenguatge t�e �+ q estats, on � > 0 i el nombre senar q s�on els dos �unics enters tals que n=2

�

� q.

5.5 Demostreu que, si un dfa �es m��nim, llavors per a tot parell d'estats diferents, q

i

i q

j

, existeix un

mot w tal que o b�e q

i

w �es un estat acceptador i q

j

w no ho �es o b�e q

j

w �es un estat acceptador i q

i

w

no ho �es.

5.6 Demostreu que, si un dfa �es m��nim, llavors si hi ha algun estat acceptador q tal que per a tot s��mbol

a de l'alfabet satisf�a que qa = q, llavors q �es l'�unic estat acceptador amb aquesta propietat.

5.7 Sigui L un llenguatge regular i sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i el seu dfa m��nim. Demostreu que el

llenguatge L

0

= fw 2 �

�

j 8q 2 Q �(q; w) =2 Fg est�a format pels mots que no s�on su�xos de L.

Trobeu un contraexemple d'aquest resultat quan l'aut�omatM no �es m��nim.

5.8 Associem a cada aut�omat �nit determinista M = hQ;�; �; q

0

; F i la congru�encia seg�uent entre els

mots de �

�

x
�

M

y

def

() 8q2Q qx=qy.

1. Demostreu que es tracta efectivament d'una congru�encia, �es a dir, que

1.1 �es una relaci�o d'equival�encia,

1.2 �es compatible amb la concatenaci�o, �es a dir, que

8x

1

; x

2

; y

1

; y

2

x

1

�

M

x

2

^ y

1

�

M

y

2

=) x

1

y

1

�

M

x

2

y

2

:

2. Demostreu que aquesta congru�encia �es d'��ndex �nit, �es a dir, que el conjunt de les classes

d'equival�encia �es �nit.

3. Demostreu que, per a tot mot x2�

�

, la classe [x] de mots congruents amb x �es un llenguatge

regular, tot de�nint un dfa que la reconeix.

4. Demostreu que el llenguatge reconegut per M �es la reuni�o d'algunes de les classes d'aquesta

congru�encia.

5.9 Donat un llenguatge qualsevol L � �

�

, regular o no, li associem la congru�encia seg�uent entre els

mots de �

�

x
�

L

y

def

() (8z

1

; z

2

2�

�

z

1

xz

2

2L () z

1

yz

2

2L).

1. Demostreu que es tracta efectivament d'una congru�encia.

2. Demostreu que 8x2�

�

x2L () [x] � L.

3. Demostreu que, quan la congru�encia associada a L �es d'��ndex �nit, el llenguatge L �es regular

(teorema de Myhill, 1957).

5.10 Sigui L � �

�

un llenguatge regular. Considerem la congru�encia associada a aquest llenguatge.

1. Demostreu que, per a qualsevol dfa M que reconegui L, la congru�encia associada a M �es un

re�nament de l'associada a L.

�

Es a dir, que

8x; y2�

�

x
�

M

y =) x
�

L

y.

2. Demostreu que, si M �es l'aut�omat m��nim que reconeix L, la congru�encia associada a M coin-

cideix amb l'associada a L.

5.11 Donat un llenguatge qualsevol L � �

�

, regular o no, li associem la relaci�o d'equival�encia seg�uent

entre els mots de �

�

x
�

L

y

def

() (8z2�

�

xz2L () yz2L).
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1. Demostreu que es tracta efectivament d'una relaci�o d'equival�encia.

2. Demostreu que �es invariant a dreta, �es a dir, que

x
�

L

y =) 8z2�

�

xz
�

L

yz.

3. Demostreu que 8x2�

�

x2L () [x] � L.

4. Demostreu que, quan la relaci�o d'equival�encia associada a L �es d'��ndex �nit, el llenguatge L �es

regular (teorema de Nerode, 1958).

5.12 Donat un llenguatge regular L, considerem la relaci�o d'equival�encia de�nida a l'exercici anterior.

Constru��m, a partir d'ella, el dfa que t�e per estats les classes d'equival�encia; per estat inicial la

classe [�]; per estats acceptadors les classes que corresponen als mots que pertanyen a L; i per funci�o

de transici�o la que fa correspondre a cada classe [x] i a cada s��mbol a de l'alfabet la classe [xa].

Demostreu que aquest aut�omat �es precisament el dfa m��nim que reconeix L.
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Cap��tol 6 Expressions regulars i gram�atiques regulars

6.1 Introducci�o

Els llenguatges regulars han estat tractats als dos cap��tols anteriors a partir de la seva

de�nici�o com a llenguatges reconeguts per aut�omats �nits. El concepte d'aut�omat �nit pot

ser generalitzat a monoides qualssevol (m�es enll�a dels de la forma �

�

, formats per mots)

tot mantenint-ne la de�nici�o. Donat un monoide M qualsevol, s'anomenen llenguatges

recognoscibles sobre M , els subconjunts deM que s�on reconeguts per algun aut�omat �nit

sobre M . La fam��lia d'aquests llenguatges es representa per Rec(M).

Exemple 6.1 Considerem el monoide (Z;+) dels enters amb l'addici�o, al qual ens

referirem simplement per Z. Un aut�omat �nit sobre Z�es una estructura de la forma

hQ;Z; �; q

0

; F i, on Q, q

0

i F tenen el signi�cat habitual de conjunt �nit d'estats, estat

inicial i subconjunt d'estats acceptadors, respectivament. Els axiomes que caracteritzen

la funci�o de transici�o � s'expressen, en aquest cas, aix��:

8q 2 Q 8m; n 2Z

�

(1) �(q; 0) = q

(2) �(q;m+ n) = �(�(q;m); n):

Podem mantenir el conveni de representar la funci�o de transici�o amb el mateix signe

d'operaci�o que s'utilitza per al monoide. En aquest cas, els axiomes anteriors s'escriuen

aix��:

q + 0 = q

q + (m + n) = (q +m) + n:

Remarquem que per de�nir una funci�o de transici�o qualsevol nom�es cal especi�car el

conjunt �nit de valors que pren sobre Q � f�1; 1g, ja que Z�es generat additivament

per f�1; 1g. L'aut�omat �nit de la �gura 6.1 reconeix el conjunt de nombres que s�on

congruents amb 1 m�odul 4.

�

Es f�acil de constatar que la fam��lia de llenguatges recognoscibles sobre aquest mo-

noide, Rec(Z;+), est�a constitu��da exactament pels conjunts formats per alguna reuni�o

�nita de progressions aritm�etiques (sense primer ni �ultim element) de nombres positius

i negatius.

En el cas que ens ocupa, el dels llenguatges recognoscibles sobre un monoide de la

forma �

�

, Kleene [Kle56] va caracteritzar Rec(�

�

), en termes algebraics, com la m��nima

fam��lia de llenguatges que era tancada respecte de les operacions de reuni�o, concatenaci�o

i estrella i que contenia els conjunts �nits.
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1

1 1

1

-1

-1

q

q

q
3

2

1

q
0

-1

-1

Fig. 6.1 Un aut�omat �nit sobre el monoide (Z;+)

Aquesta de�nici�o tamb�e pot ser generalitzada a monoides qualssevol. Donat un mo-

noide M , i un subconjunt A de M , podem de�nir A

�

com el submonoide generat per

A, �es a dir, com el m��nim submonoide que cont�e A. En aquestes condicions, s'anomena

fam��lia de conjunts racionals de M , i es representa per Rat(M), la m��nima fam��lia que

cont�e els subconjunts �nits de M i que �es tancada respecte de la reuni�o, de l'operaci�o

pr�opia del monoide i de l'operaci�o estrella. En general, per a monoides M qualssevol,

Rec(M) i Rat(M) s�on fam��lies diferents. I cap de les dues inclusions no pot ser establerta

amb car�acter general. Aix�� doncs, el que estableix el teorema de Kleene, les bases del qual

desenvoluparem en aquest cap��tol, �es que en el cas de llenguatges sobre algun alfabet �,

Rec(�

�

) = Rat(�

�

).

1

Exemple 6.2 En el cas del monoide (Z;+) de l'exemple anterior, no es t�e la igualtat

entre Rec(Z) i Rat(Z). N'hi ha prou de constatar que Rat(Z) inclou, per de�nici�o, tots els

subconjunts �nits de Z, mentre que l'�unic subconjunt �nit de Rec(Z) �es el buit. Deixem

com a exercici per al lector demostrar que Rec(Z)� Rat(Z).

Exemple 6.3 Hi ha d'altres monoides, a part dels formats per mots sobre algun alfabet,

que tamb�e satisfan el teorema de Kleene. Per exemple, el monoide (N;+), format pels

nombres naturals amb l'addici�o. Es t�e Rec(N) = Rat(N), cosa que es dedueix directament

de l'isomor�sme entre els conjunts de nombres naturals i els llenguatges sobre alfabets

uniliterals.

6.2 Expressions regulars

Els llenguatges racionals sobre un alfabet � qualsevol, que en aquesta mateixa secci�o

demostrarem que coincideixen amb els llenguatges regulars, admeten descripcions que

utilitzen tan sols els s��mbols de � i els de les operacions b�asiques entre llenguatges.

Aquestes descripcions, que anomenarem expressions regulars, especi�quen de manera di-

recta la forma en qu�e el llenguatge considerat pot ser descompost en una cadena �nita

d'operacions elementals.

1

Un estudi de les fam��lies Rec(M) i Rat(M) per a monoidesM qualssevol pot trobar-se al cap��tol III de la refer�encia

[Ber79].
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Definici

�

o. Sigui � un alfabet. Anomenarem expressi�o regular sobre � tota cadena

que satisfaci la de�nici�o recursiva seg�uent:

1. � i ? s�on expressions regulars.

2. Per a cada s��mbol a de �, a �es una expressi�o regular.

3. Si r

1

i r

2

s�on expressions regulars, tamb�e ho s�on (r

1

+r

2

) i (r

1

�r

2

).

4. Si r �es una expressi�o regular, tamb�e ho �es (r

�

).

5. Totes les expressions regulars sobre � s'obtenen aplicant 1, 2, 3 i 4.

Definici

�

o. Anomenarem llenguatge associat a una expressi�o regular r el llenguatge

L(r) de�nit recursivament aix��:

1. f�g, ? o fag, si r �es �, ? o a, respectivament.

2. L(r

1

) [ L(r

2

) o L(r

1

) � L(r

2

), si r = (r

1

+r

2

) o r = (r

1

�r

2

), respectivament.

3. (L(r

1

))

�

si r = (r

�

1

).

Suposarem una certa preced�encia sobre les operacions que ens permetr�a estalviar

una gran quantitat de par�entesis a l'hora d'escriure les expressions regulars. En concret,

l'estrella de Kleene ser�a la m�es priorit�aria i la concatenaci�o tindr�a preced�encia sobre la

uni�o. Aix��, escriurem l'expressi�o regular

(a+ (b � (c

�

))) ,

com a a + b � c

�

, sense que hi hagi cap ambig�uitat. Com �es habitual en les notacions

multiplicatives, ometrem usualment el s��mbol � en l'escriptura de les expressions regulars.

L'expressi�o regular anterior passa a ser, doncs, a+ bc

�

. Tamb�e per comoditat, escriurem

r en comptes de L(r) per referir-nos al llenguatge associat a una expressi�o regular r

qualsevol; nom�es els diferenciarem expl��citament quan el context es presti a confusi�o.

Les expressions regulars permeten descriure de manera senzilla i entenedora llen-

guatges regulars com els dels exemples seg�uents (considereu-los tots sobre l'alfabet � =

fa; b; cg).

Exemple 6.4 �

�

i �

+

s�on els llenguatges associats a

(a + b+ c)

�

i (a + b+ c) (a + b+ c)

�

,

respectivament. Habitualment, se sol escriure r

+

en comptes de rr

�

, on r �es una expressi�o

regular qualsevol.

Exemple 6.5 El llenguatge dels mots de longitud m�ultiple de tres �es el llenguatge

associat a l'expressi�o regular: ( (a + b+ c) (a + b + c) (a + b+ c) )

�

.

En canvi, hi ha d'altres llenguatges regulars per als quals �es dif��cil donar expressions

regulars intu��tives.

Exemple 6.6 Un exemple el tenim en el llenguatge dels mots, sobre �=fa; b; cg, que

no contenen la subcadena abc. El problema prov�e de la di�cultat d'expressar, en termes

de reunions, concatenacions i estrelles, l'estructura d'aquest llenguatge. Observeu que,
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en canvi, el llenguatge complementari de l'anterior s�� que es pot descriure f�acilment amb

una expressi�o regular: per exemple, (a + b+ c)

�

abc (a + b+ c)

�

.

Donat un llenguatge regular, sempre existeixen in�nites expressions regulars que el

tenen com a llenguatge associat; direm que totes elles s�on equivalents. Un dels problemes

que resoldrem satisfact�oriament en aquesta secci�o �es el de decidir l'equival�encia de dues

expressions regulars qualssevol.

Exemple 6.7 El llenguatge dels mots que tenen un nombre parell de s��mbols a �es el

llenguatge associat a l'expressi�o regular

(b + c)

�

+ ( (b+ c)

�

a (b + c)

�

a (b+ c)

�

)

�

,

o, equivalentment,

(b + c)

�

(a (b + c)

�

a (b+ c)

�

)

�

,

o encara,

(b+ c + a(b + c)

�

a)

�

:

Un primer fenomen que constatarem �es que, mentre que en el marc dels aut�omats �nits

el pas d'un dfa que reconeix un cert llenguatge L al dfa que reconeix el complementari,

L, �es una operaci�o immediata, en el marc de les expressions regulars no �es aix�� de f�acil.

Aix�o no t�e res d'estrany: mentre que la fam��lia Rec(M) dels llenguatges reconeguts per

aut�omats �nits �es tancada respecte de la complementaci�o |sigui quin sigui el monoide

M|, no succeeix el mateix amb la fam��lia Rat(M) dels llenguatges racionals sobre M .

Nom�es cal considerar el monoide (N; �) dels nombres naturals amb la multiplicaci�o, que

�es generat pels nombres primers. N, doncs, no �es �nitament generat i no �es un conjunt

racional. En canvi, el seu complementari, el conjunt buit, s�� que ho �es. Veurem a con-

tinuaci�o que quan el monoide considerat �es �

�

, es t�e Rat(�

�

) = Rec(�

�

), �es a dir, les

expressions regulars caracteritzen exactament els llenguatges regulars.

Teorema. Un llenguatge �es regular si i nom�es si �es el llenguatge associat a una expressi�o

regular.

Demostraci

�

o. La demostraci�o original d'aquest teorema �es deguda a S. Kleene [Kle56].

Per a la implicaci�o en el primer dels sentits seguirem la demostraci�o feta per McNaughton

i Yamada [MNY60].

()) A tot llenguatge regular li correspon una expressi�o regular.

Sigui L un llenguatge regular i sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i un dfa que el reconeix. Sigui

Q= fq

0

; q

1

; : : : ; q

n

g. Per a 0 6 i; j 6 n i 0 6 k 6 n + 1, de�nim L

i;j;k

com el llenguatge

de tots els mots de �

�

per als quals el c�alcul que comen�ca en l'estat q

i

acaba en l'estat

q

j

sense passar per cap estat intermedi indexat amb un nombre m�es gran o igual que k.

Formalment, tenim

L

i;j;k

=

�

w 2 �

�

j q

i

w = q

j

^ 8y; z2�

+

8l ((w = yz ^ q

i

y = q

l

)) l < k)

	

:

En aquesta expressi�o, tant el pre�x y com el su�x z en qu�e considerem dividit el mot w s�on

factors propis de w, (diferents de � i del mateix w). Aix�� doncs, l'estat q

l

�es estrictament
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intermedi entre q

i

i q

j

, de manera que els ��ndexs i i j queden exclosos de la condici�o de

ser menors que k.

Observem que, per a k = n + 1, tenim L

i;j;n+1

= fw j q

i

w = q

j

g. Demostrarem ara,

per inducci�o sobre k, que cada L

i;j;k

est�a associat a alguna expressi�o regular, la qual cosa

ens donar�a el que volem, ja que �es clar que

L =

[

j j q

j

2F

L

0;j;n+1

:

Per a k = 0, la demostraci�o �es trivial, ja que

L

i;j;0

= fa 2 � j q

i

�a = q

j

g [ f� j i = jg;

2

i aquest llenguatge �es un conjunt �nit de mots d'un sol s��mbol (i, eventualment, lambda),

fa

1

; a

2

; � � � ; a

m

g � �, que t�e per expressi�o regular a

1

+a

2

+ � � � +a

m

.

Ara observem que

L

i;j;k+1

= L

i;j;k

[ L

i;k;k

� L

�

k;k;k

� L

k;j;k

;

ja que anar de q

i

a q

j

sense passar per cap estat intermedi d'��ndex m�es gran o igual que

k + 1 �es equivalent a:

1. anar de q

i

a q

j

sense passar per cap estat intermedi d'��ndex m�es gran o igual que

k, o b�e

2. anar de q

i

a q

k

(sense passar per cap estat intermedi d'��ndex m�es gran o igual que

k), anar de q

k

a q

k

(amb la mateixa restricci�o) un determinat nombre de vegades

i, �nalment, anar de q

k

a q

j

(sempre amb la mateixa restricci�o).

Com que per hip�otesi d'inducci�o els llenguatges que apareixen al membre dret d'aques-

ta igualtat estan associats a expressions regulars: r

i;j;k

, r

i;k;k

, r

k;k;k

i r

k;j;k

, el membre

esquerre ho estar�a a: r

i;j;k

+ r

i;k;k

� r

�

k;k;k

� r

k;j;k

.

(() El llenguatge associat a una expressi�o regular �es regular.

Com que f�g, ? i fag s�on llenguatges regulars (8a 2 �), i com que la classe dels llen-

guatges regulars �es tancada respecte de la reuni�o, la concatenaci�o i l'estrella de Kleene,

la implicaci�o �es immediata. �

Observeu que la primera inclusi�o d'aquest teorema ens d�ona, a m�es, un algorisme

per construir expressions regulars per a llenguatges regulars donats. Aquest fet ens per-

met solucionar el problema, descrit a l'exemple 6.6, de trobar una expressi�o regular per

al llenguatge L dels mots sobre � = fa; b; cg que no contenen la cadena abc. Efectiva-

ment, si partim d'un dfa que reconegui L (f�acil de construir) i apliquem l'algorisme de

McNaughton-Yamada, arribarem a una expressi�o regular que correspon a L.

A l'exemple seg�uent veurem com s'aplica aquest algorisme per passar d'un aut�omat

�nit a l'expressi�o regular corresponent.

Exemple 6.8 Considerem l'aut�omat determinista de�nit a la �gura 6.2. El llenguatge

reconegut per aquest aut�omat �es L = fw2(a + b)

�

j jwj

b

=

_

3 + 1g:

2

L'expressi�o f� j i = jg representa el conjunt f�g si i = j i, altrament, el conjunt buit.



134 Llenguatges, gram�atiques i aut�omats. Curs b�asic

q0
q1 q2

b b

a aa

b

Fig. 6.2 dfa per al qual constru��m una expressi�o regular

Com que aquest aut�omat t�e tres estats i nom�es q

1

�es acceptador, amb la notaci�o del

teorema anterior tenim que L = L

0;1;3

. Ara b�e,

L

0;1;3

= L

0;1;2

[ L

0;2;2

� L

�

2;2;2

� L

2;1;2

on

L

0;1;2

= L

0;1;1

[ L

0;1;1

� L

�

1;1;1

� L

1;1;1

L

0;2;2

= L

0;2;1

[ L

0;1;1

� L

�

1;1;1

� L

1;2;1

L

2;2;2

= L

2;2;1

[ L

2;1;1

� L

�

1;1;1

� L

1;2;1

L

2;1;2

= L

2;1;1

[ L

2;1;1

� L

�

1;1;1

� L

1;1;1

:

Utilitzant la regla un altre cop,

L

0;1;1

= L

0;1;0

[ L

0;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;1;0

L

1;1;1

= L

1;1;0

[ L

1;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;1;0

L

0;2;1

= L

0;2;0

[ L

0;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;2;0

L

1;2;1

= L

1;2;0

[ L

1;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;2;0

L

2;2;1

= L

2;2;0

[ L

2;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;2;0

L

2;1;1

= L

2;1;0

[ L

2;0;0

� L

�

0;0;0

� L

0;1;0

i com que tots els llenguatges que apareixen a la dreta d'aquestes igualtats s�on de la

forma L

i;j;0

, els podem calcular directament i obtenim

r

0;0;0

= r

1;1;0

= r

2;2;0

= a+ �

r

0;1;0

= r

1;2;0

= r

2;0;0

= b

r

1;0;0

= r

2;1;0

= r

0;2;0

= ?:

Substituint en les igualtats anteriors,

r

0;1;1

= b+ (a + �) (a +�)

�

b = a

�

b

r

1;1;1

= (a +�) + ? (a + �)

�

b = a + �

r

0;2;1

= ? + (a + �) (a + �)

�

? = ?

r

1;2;1

= b + ? (a + �)

�

? = b

r

2;2;1

= (a +�) + b (a +�)

�

? = a + �

r

2;1;1

= ? + b (a + �)

�

b = ba

�

b

d'on

r

0;1;2

= a

�

b+ (a

�

b) (a + �)

�

(a + �) = a

�

ba

�

r

0;2;2

= ? + (a

�

b) (a + �)

�

b = a

�

ba

�

b

r

2;2;2

= (a + �) + (ba

�

b) (a + �)

�

b = a + �+ ba

�

ba

�

b

r

2;1;2

= ba

�

b + (ba

�

b) (a + �)

�

(a + �) = ba

�

ba

�

i, �nalment, dedu��m que L �es el llenguatge associat a

r = r

0;1;3

= a

�

ba

�

+ (a

�

ba

�

b) (a + �+ ba

�

ba

�

b)

�

(ba

�

ba

�

):
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Observeu que, al llarg de tot el proc�es precedent, hem anat simpli�cant les expres-

sions que hi apareixien. Conv�e tenir aix�o en compte perqu�e el resultat que obtindr��em en

cas de processar autom�aticament aquest exemple mitjan�cant un programa que apliqu�es

simplement les regles de construcci�o donades podria ser molt m�es enrevessat.

Per a la segona inclusi�o del teorema precedent tamb�e �es f�acil d'imaginar un algorisme

per construir un aut�omat �nit a partir d'una expressi�o regular: es tracta simplement de

comen�car amb els aut�omats elementals que reconeixen els mots formats pels s��mbols de

l'alfabet i combinar-los amb operacions de concatenaci�o, reuni�o i tancament de Kleene

�ns arribar a un aut�omat que reconegui el llenguatge associat a l'expressi�o regular de

partida.

Observeu que el car�acter constructiu de les dues implicacions del teorema ens per-

met passar del formalisme dels aut�omats �nits al de les expressions regulars, i viceversa.

Utilitzarem les expressions regulars per descriure llenguatges quan ens interessi posar de

manifest l'estructura dels seus mots i el llenguatge concret sigui prou senzill per donar-ne

una descripci�o concisa. Fixeu-vos que les expressions regulars s�on de�nicions recursives de

llenguatges, de manera similar a com ho s�on les gram�atiques. De fet, les expressions regu-

lars tenen una traducci�o directa en termes de gram�atiques. El marc dels aut�omats �nits,

en canvi, �es molt m�es adequat des del punt de vista operatori, ja que �es un model de com-

putaci�o efectiu que decideix de manera determinista els mots que pertanyen al llenguatge

i els que no. Com a formalisme descriptiu, tamb�e pot ser avantatj�os quan la de�nici�o del

llenguatge faci intervenir operacions com ara la complementaci�o o la intersecci�o, que no

existeixen en el marc de les expressions regulars.

Quant al problema de decidir l'equival�encia d'expressions regulars, el teorema anterior

permet reduir-lo al problema de l'equival�encia d'aut�omats �nits. De fet, aquest �es l'�unic

procediment que tenim per al cas general, ja que en el marc de les expressions regulars

no hi ha algorismes generals per poder simpli�car expressions qualssevol i comparar-les

en una determinada forma can�onica �unica del tipus l'aut�omat m��nim dels aut�omats �nits.

Aquest fet fa que les expressions regulars no siguin un formalisme adequat per a problemes

en qu�e calgui fer comparacions entre llenguatges regulars.

6.3 Equacions lineals entre llenguatges. Lema d'Arden

En aquesta secci�o veurem un resultat, degut a D. N. Arden [Ard60], que permet solucionar

equacions lineals de llenguatges i que ofereix un m�etode alternatiu per trobar expressions

regulars corresponents a aut�omats �nits. Aquest m�etode, tot i requerir un temps de proc�es

del mateix ordre que l'algorisme de McNaughton-Yamada, �es preferible quan cal fer els

c�alculs a m�a.

Definici

�

o. Una equaci�o lineal per la dreta sobre un alfabet � �es una expressi�o de la

forma

X = AX +B

on A i B s�on llenguatges sobre �. Una soluci�o de l'equaci�o precedent �es tot llenguatge L

que satisf�a L = A � L [B.
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Sim�etricament, de�nim les equacions lineals per l'esquerra com aquelles que s�on de la

forma X = XA+B. Les seves solucions s�on els llenguatges L que satisfan L = L �A[B.

Exemple 6.9 Considerem l'equaci�o lineal seg�uent sobre l'alfabet �=f0; 1g ,

X = (0 + 1)X + �.

El llenguatge L = (0+1)

�

�es soluci�o de la igualtat anterior. En efecte, podem comprovar

que: (0 + 1)(0 + 1)

�

+ � = (0 + 1)

+

+ � = (0 + 1)

�

. Per�o, �es la soluci�o proposada

l'�unica soluci�o de l'equaci�o? Com l'hem trobada? El lema seg�uent aportar�a els elements

necessaris per respondre aquestes q�uestions.

Proposici

�

o (Lema d'Arden).

1. El llenguatge A

�

B �es soluci�o de l'equaci�o X = AX +B.

2. Qualsevol soluci�o de l'equaci�o X = AX +B cont�e el llenguatge A

�

B.

3. Si � 62 A, aleshores A

�

B n'�es l'�unica soluci�o.

Demostraci

�

o.

1. Substituint X per A

�

B i utilitzant les propietats d'associativitat i distributivitat de

la concatenaci�o de llenguatges, obtenim

A(A

�

B) +B = A

+

B +B = (A

+

+ �)B = A

�

B:

2. Sigui L una soluci�o qualsevol de X = AX +B. Per a tot k 2 N tenim

L = AL+B = A

2

L+AB +B = � � � = A

k+1

L+A

k

B + � � �+A

2

B +AB +B

i, per tant, A

k

B � L, d'on es dedueix inductivament que A

�

B � L.

3. Veurem que si suposem l'exist�encia de dues solucions, les dues han de coincidir. Siguin

L i M dues solucions de X = AX +B.

3.1 Demostrarem primer que L �M . Com que tots dos llenguatges s�on solucions, es

t�e

L = AL+B i M = AM +B:

Sigui w2L i n= jwj. Procedim per inducci�o sobre n.

- Base: n = 0. En aquest cas, w=�) w =2 AL (ja que � =2 A)) w2B ) w2

M .

- Pas inductiu: n > 0. Com que w 2L, tenim que, o b�e w 2AL, o b�e w 2B.

En el segon cas, w 2M ; en el primer, w = xv, amb x2A i v 2L. Com que

jxj > 0, resulta jvj < n i, per la hip�otesi d'inducci�o, dedu��m que v2M . Aix��,

w2AM �M .

3.2 La demostraci�o que M � L es fa de la mateixa manera. Per tant, dedu��m que

necess�ariament L =M , i aix�o acaba la demostraci�o. �

Corol

.

lari. Una demostraci�o id�entica, intercanviant la posici�o de les constants i les

variables, ens permet establir que

1. El llenguatge BA

�

�es soluci�o de l'equaci�o X = XA+B.

2. Qualsevol soluci�o de l'equaci�o X = XA+B cont�e el llenguatge BA

�

.
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3. Si � =2 A, aleshores BA

�

n'�es l'�unica soluci�o.

Definici

�

o. Un sistema d'equacions lineals per la dreta �es un conjunt d'igualtats de la

forma

8

>

<

>

:

X

1

= A

11

X

1

+ � � �+A

1n

X

n

+B

1

.

.

.

X

n

= A

n1

X

1

+ � � �+A

nn

X

n

+B

n

:

on 8i; j A

ij

i B

i

s�on llenguatges sobre algun alfabet �.

Una soluci�o d'aquest sistema �es un n-tuple de llenguatges (L

1

; : : : ; L

n

) que satisfan les

equacions. El sistema s'anomena estricte si no hi ha cap A

ij

, per a cap i; j, que contingui

�.

La resoluci�o d'aquests sistemes d'equacions a partir del lema d'Arden es fa seguint un

m�etode d'a��llament i substituci�o successiva de variables an�aleg al que s'utilitza en �algebra

num�erica. Aix��, donat un sistema estricte de dues equacions amb dues variables X

1

i X

2

,

com ara

�

X

1

= A

11

X

1

+A

12

X

2

+B

1

X

2

= A

21

X

1

+A

22

X

2

+B

2

;

fem primer

X

1

= A

11

X

1

+ (A

12

X

2

+B

1

)

ara, per Arden,

= A

�

11

(A

12

X

2

+B

1

)

i ara substitu��m X

1

per aquesta expressi�o a la segona equaci�o. Tenim

X

2

= A

21

A

�

11

(A

12

X

2

+B

1

) +A

22

X

2

+B

2

= (A

21

A

�

11

A

12

+A

22

)X

2

+A

21

A

�

11

B

1

+B

2

i, novament per Arden,

= (A

21

A

�

11

A

12

+A

22

)

�

(A

21

A

�

11

B

1

+B

2

) :

Aix�o ens d�ona la soluci�o per a X

2

. La corresponent a X

1

s'obt�e substituint X

2

per la seva

soluci�o a l'expressi�o anterior de X

1

, cosa que d�ona

X

1

= A

�

11

(A

12

(A

21

A

�

11

A

12

+A

22

)

�

(A

21

A

�

11

B

1

+B

2

) +B

1

) :

Si b�e l'extensi�o d'aquest m�etode a un nombre qualsevol d'equacions no presenta cap

di�cultat, la seva justi�caci�o quan passem d'una sola equaci�o a dues equacions o m�es

requereix demostrar que es mant�e l'exist�encia i la unicitat de la soluci�o. Una demostraci�o

formal del manteniment d'aquestes condicions en el cas de sistemes estrictes es troba a la

refer�encia [Sal69].

6.4 Sistemes d'equacions lineals associats a un NFA

Veurem ara un m�etode alternatiu a l'algorisme de McNaughton i Yamada per cons-

truir una expressi�o regular que tingui com a llenguatge associat el llenguatge reconegut
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per un aut�omat �nit. La idea b�asica parteix d'associar a cada estat de l'aut�omat �nit un

llenguatge determinat, el qual es podr�a expressar en termes dels llenguatges associats a

estats successors o predecessors d'aquest. Aquestes relacions seran equacions lineals de

llenguatges, les quals formaran un sistema estricte d'equacions. La resoluci�o d'aquest sis-

tema ens portar�a a l'expressi�o regular corresponent al llenguatge reconegut per l'aut�omat.

El m�etode t�e dues versions, segons si considerem la linealitat de les equacions per la dreta

o per l'esquerra. Els dos enfocaments, que descriurem a continuaci�o, s�on equivalents i

completament sim�etrics.

Sigui M = hQ;�; �; I; F i un nfa qualsevol.

Equacions per l'esquerra

Associem a cada estat, q2Q, el conjunt

de mots que van des d'algun estat inicial

�ns a aquest estat,

L(q) = fw2�

�

j 9p2I q 2 p�wg;

llenguatge que �es reconegut pel nfa

hQ;�; �; I; fqgi:

Podem descompondre aquest llen-

guatge en funci�o dels que correspo-

nen als estats predecessors de q,

L(q) =

[

p;ajq2p�a

L(p)�a [ f� j q2Ig:

Amb la notaci�o precedent el llen-

guatge reconegut per l'aut�omat �es:

L(M) =

[

q2F

L(q):

Equacions per la dreta

Associem a cada estat, p2Q, el conjunt

de mots que van des d'aquest estat �ns

a algun estat acceptador,

L(p) = fw2�

�

j 9q2F q 2 p�wg;

llenguatge que �es reconegut pel nfa

hQ;�; �; fpg; F i:

Podem descompondre aquest llen-

guatge en funci�o dels que correspo-

nen als estats successors de p,

L(p) =

[

q;ajq2p�a

a�L(q) [ f� j p2Fg:

Amb la notaci�o precedent el llen-

guatge reconegut per l'aut�omat �es:

L(M) =

[

p2I

L(p):

No �es necessari partir d'aut�omats deterministes per poder formular aquests sistemes

d'equacions.

�

Es m�es, en general, evitar el pas al determinisme permetr�a treballar amb

sistemes m�es curts i arribar, per tant, a donar expressions regulars m�es curtes i senzilles

com a soluci�o del llenguatge reconegut per l'aut�omat �nit. Fixeu-vos que, parlant infor-

malment, per construir l'equaci�o associada a cada estat, en el cas de linealitat per la dreta

cal tenir en compte \les etxes que surten" d'aquest estat, mentre que en el cas sim�etric

cal �xar-se en \les etxes que hi arriben".

Observeu que es tracta, en els dos casos, de sistemes estrictes, ja que els coe�cients de

les variables en les diferents equacions estan formats per un o m�es mots d'un sol s��mbol,

que s�on els que de�neixen la transici�o d'un estat cap a un altre en l'aut�omat, sense que

aix�o es vegi afectat pel car�acter eventualment indeterminista de l'aut�omat.

Si b�e la complexitat de resoldre els dos sistemes considerats �es equivalent en el cas
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pitjor, a la pr�actica els dos sistemes tenen lleugeres difer�encies que depenen, en cada cas

concret, del graf de l'aut�omat tractat, i que poden fer preferible un sistema o un altre.

Veurem, en un exemple, l'aplicaci�o dels resultats precedents.

Exemple 6.10 Considereu el dfa, M , de la �gura seg�uent.

C

b

A

b

D

a

B

a

a

a

b

b

Fig. 6.3 Exemple de dfa per al c�alcul d'expressions regulars

Els sistemes d'equacions lineals a esquerra i dreta que s'obtenen del dfa anterior, utilit-

zant, per raons de simplicitat, els mateixos noms dels estats com a noms dels llenguatges

associats a ells, s�on els seg�uents:

Esquerra

(1) A = Ba +Db + �

(2) B = Aa +Bb +Da

(3) C = Cb + Ab

(4) D = Ca

Dreta

(1) A = aB + bC

(2) B = aA + bB +�

(3) C = aD + bC

(4) D = aB + bA + � :

Si partim del primer sistema tenim L(M) = B+D, mentre que per al segon tenim

L(M)=A. Resoldrem els dos sistemes per separat i comprovarem aquesta igualtat.

{ Esquerra

Resolent per Arden les equacions 2 i 3, obtenim B = (Aa +Da)b

�

i C = Abb

�

, respec-

tivament. Substituir la nova expressi�o de C a l'equaci�o 4 ens porta a D = Abb

�

a, i si

substitu��m aquesta darrera a l'expressi�o precedent de B obtenim B = (Aa+Abb

�

aa)b

�

=

A(ab

�

+ bb

�

aab

�

). A continuaci�o substitu��m B i D a l'equaci�o 1 i obtenim

A = A(ab

�

+ bb

�

aab

�

)a + Abb

�

ab+ � = A(ab

�

a + bb

�

aab

�

a+ bb

�

ab) + � :

Resolent per Arden, obtenim l'expressi�o regular del llenguatge A

A = (ab

�

a + bb

�

aab

�

a+ bb

�

ab)

�

:

Aix��, �nalment,

L(M) = B +D = A(ab

�

+ bb

�

aab

�

) + Abb

�

a = A(ab

�

+ bb

�

aab

�

+ bb

�

a)

= (ab

�

a + bb

�

aab

�

a + bb

�

ab)

�

(ab

�

+ bb

�

aab

�

+ bb

�

a) :

{ Dreta

Resolent per Arden les equacions 2 i 3 obtenim

B=b

�

(aA + �)= b

�

aA + b

�

i

C=b

�

aD;
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respectivament. Substituint la nova expressi�o de B a l'equaci�o 4 obtenim

D = ab

�

(aA + �) + bA + � = (ab

�

a+ b)A + (ab

�

+ �) :

Substituint aquesta expressi�o de D a la de C anterior obtenim

C = (b

�

aab

�

a+ b

�

ab)A + (b

�

aab

�

+ b

�

a) ;

i substituint B i C a l'equaci�o 1 obtenim l'equaci�o lineal seg�uent:

A = ab

�

aA + ab

�

+ (bb

�

aab

�

a+ bb

�

ab)A + (bb

�

aab

�

+ bb

�

a)

= (ab

�

a+ bb

�

aab

�

a + bb

�

ab)A + (ab

�

+ bb

�

aab

�

+ bb

�

a) :

Finalment, per Arden, obtenim l'expressi�o regular buscada

L(M) = A = (ab

�

a + bb

�

aab

�

a + bb

�

ab)

�

(ab

�

+ bb

�

aab

�

+ bb

�

a) :

Observeu la relaci�o entre l'expressi�o regular que descriu els mots del llenguatge

reconegut per l'aut�omat M i els camins sobre aquest aut�omat que porten de l'estat inicial

als estats acceptadors. L'expressi�o (ab

�

a + bb

�

aab

�

a + bb

�

ab)

�

descriu el llenguatge dels

mots que buclegen sobre l'estat A de l'aut�omat; l'expressi�o ab

�

+ bb

�

aab

�

descriu el

conjunt de mots que porten de l'estat A a l'estat B sense tornar a passar per A, i

l'expressi�o bb

�

a denota el conjunt de mots que porten de l'estat A a l'estat D sense

tornar a visitar A. Per tant, l'expressi�o regular completa descriu mots w que es poden

escriure com a concatenaci�o de dos mots x i y, el primer dels quals comen�ca i acaba el

c�alcul sobre l'aut�omat a l'estat A i el segon ens porta d'aquest estat a algun dels dos

estats acceptadors, B o D.

Tot i que a l'exemple anterior els dos sistemes d'equacions han donat com a soluci�o

la mateixa expressi�o regular, �es freq�uent que els resultats obtinguts siguin diferents. Fins

i tot partint d'un mateix sistema, el resultat pot dependre del cam�� seguit en el proc�es de

substitucions. Ho podem veure a l'exemple que segueix.

Exemple 6.11 Considerem de nou el llenguatge de�nit a l'exemple 6.8. Per tal de

facilitar l'escriptura del sistema d'equacions, representarem per les lletres A, B i C els

llenguatges associats als estats q

0

, q

1

i q

2

, respectivament. El sistema d'equacions per

l'esquerra associat a l'aut�omat �es el seg�uent:

A = Aa + Cb+ �

B = Ab+Ba

C = Bb+ Ca ;

i el llenguatge reconegut per l'aut�omat �es l'associat a l'estat acceptador, que correspon

a la variable B.

Una forma de resoldre aquest sistema consisteix a aplicar Arden a cada una de les

tres equacions. N'obtenim els resultats seg�uents:

A = (� + Cb)a

�

= a

�

+ Cba

�

B = Aba

�

C = Bba

�

:

Si ara substitu��m successivament aquest valor de C a l'expressi�o de A, i el valor resultant

de A a l'expressi�o de B, tenim el seg�uent:

A = a

�

+Bba

�

ba

�

B = a

�

ba

�

+Bba

�

ba

�

ba

�

;
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i novament per aplicaci�o d'Arden obtenim el resultat

L(M) = B = a

�

ba

�

(ba

�

ba

�

ba

�

)

�

:

Una alternativa a la resoluci�o d'aquest mateix sistema d'equacions consisteix a

comen�car aplicant Arden nom�es a les equacions de B i C, cosa que d�ona els valors

ja obtinguts. Per�o ara podem substituir successivament aquest valor de B a l'expressi�o

de C i el resultat de C a l'expressi�o de A. Cal seguir els passos seg�uents:

B = Aba

�

C = Bba

�

= Aba

�

ba

�

A = �+ Aa + Cb = �+ A(a + ba

�

ba

�

b) :

Ara podem trobar, per Arden, que el valor de A �es (a + ba

�

ba

�

b)

�

, el qual, substitu��t a

l'expressi�o de B, d�ona �nalment

L(M) = B = (a + ba

�

ba

�

b)

�

ba

�

:

Podem constatar que es tracta d'un resultat diferent a l'obtingut anteriorment, tot i

correspondre al mateix llenguatge. Observeu tamb�e que tant un resultat com l'altre s�on

diferents a l'obtingut a l'exemple 6.8.

6.5 Gram�atiques regulars

En aquesta secci�o i en la seg�uent veurem que �es possible caracteritzar els llenguatges

regulars mitjan�cant un tipus restringit de gram�atiques incontextuals. Aquest resultat ens

donar�a molta exibilitat a l'hora de treballar amb els llenguatges regulars, ja que en cada

cas podrem optar per un aut�omat o per una gram�atica com a descriptor del llenguatge,

depenent de quin dels dos ens doni m�es facilitat. M�es endavant, al cap��tol 8, farem una

caracteritzaci�o rec��proca dels llenguatges incontextuals, �es a dir, de�nirem un tipus m�es

potent d'aut�omats que reconeixen exactament aquests llenguatges.

Com es posar�a de manifest de seguida, hi ha un paral

.

lel formal entre les gram�atiques

regulars i els sistemes d'equacions lineals associats a aut�omats que acabem d'estudiar.

Tamb�e aqu�� conv�e desenvolupar, a la vegada, dos models sim�etrics de gram�atiques.

Definici

�

o. Una gram�atica

G = hV;�; P; Si

�es lineal per l'esquerra quan totes les se-

ves produccions s�on d'una de les dues

formes seg�uents:

X ! Y w

X ! w

�

on X;Y 2V i w2�

�

:

Definici

�

o. Una gram�atica

G = hV;�; P; Si

�es lineal per la dreta quan totes les seves

produccions s�on d'una de les dues formes

seg�uents:

X ! wY

X ! w

�

on X;Y 2V i w2�

�

:
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Forma Normal. Per a tota gram�ati-

ca lineal per l'esquerra, que no contingui

produccions un�aries,

3

existeix una gram�a-

tica equivalent en qu�e totes les produc-

cions s�on d'una de les dues formes se-

g�uents:

X ! Y a

X ! �

�

on X;Y 2V i a2�:

Forma Normal. Per a tota gram�atica

lineal per la dreta, que no contingui pro-

duccions un�aries,

3

existeix una gram�atica

equivalent en qu�e totes les produccions

s�on d'una de les dues formes seg�uents:

X ! aY

X ! �

�

on X;Y 2V i a2�:

Demostraci

�

o. Farem la demostraci�o per al cas de les gram�atiques lineals per la dreta.

L'altre cas admet una construcci�o sim�etrica.

Considerem una producci�o de la forma X!wY , en qu�e jwj > 1. Sigui w = a

1

: : : a

n

.

Substitu��m cada producci�o d'aquest tipus pel conjunt de n produccions seg�uent:

X ! a

1

Z

1

Z

1

! a

2

Z

2

.

.

.

Z

n�2

! a

n�1

Z

n�1

Z

n�1

! a

n

Y ;

cosa que comporta afegir les n� 1 noves variables Z

1

; : : : ; Z

n�1

al conjunt V .

An�alogament, cada producci�o de la forma X! a

1

: : : a

n

, amb n > 1, �es substitu��da

pel conjunt de produccions

X ! a

1

Z

1

Z

1

! a

2

Z

2

.

.

.

Z

n�1

! a

n

Z

n

Z

n

! � ;

i ara les variables que cal afegir s�on Z

1

; : : : ; Z

n

. Remarquem que les noves variables

introdu��des per cada producci�o eliminada han de ser diferents de les introdu��des per les

altres eliminacions.

Sobre la base d'aquestes substitucions, �es f�acil constatar que la gram�atica resultant

�es equivalent a la primitiva. �

Definici

�

o. Anomenem gram�atica regular tota gram�atica que sigui lineal per l'esquerra

o lineal per la dreta.

La ra�o de donar-los aquest nom �es que, com veurem a la secci�o seg�uent, la fam��lia

de llenguatges generats per les gram�atiques regulars �es precisament la dels llenguatges

regulars. Cal advertir, tanmateix, que perqu�e una gram�atica sigui regular ha de ser

enterament lineal per l'esquerra o enterament lineal per la dreta. Una gram�atica que

3

La possibilitat d'eliminar sempre les produccions un�aries es demostra seguint un cam�� id�entic a l'utilitzat al cap��tol 3,

sense que en aquest cas calgui procedir a eliminar pr�eviament les produccions nul

.

les.
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contingui els dos tipus de produccions no �es una gram�atica regular i pot, doncs, generar

un llenguatge no regular. El seg�uent n'�es un exemple.

Exemple 6.12 La gram�atica

S ! aX j �

X ! Sb

t�e una producci�o lineal per la dreta i una altra de lineal per l'esquerra. El llenguatge

generat �es, evidentment,

fa

n

b

n

j n > 0g

que no �es regular, com ja vam veure a l'�ultima secci�o del cap��tol 4.

6.6 Correspond�encia entre gram�atiques regulars

i aut�omats �nits

En aquesta secci�o veurem la forma de construir, a partir d'una gram�atica regular (tant

si �es lineal per l'esquerra com si ho �es per la dreta), un aut�omat �nit que reconeix el

llenguatge generat per la gram�atica. Tamb�e farem la construcci�o inversa, �es a dir, la de

les gram�atiques lineals per l'esquerra i per la dreta que corresponen a un aut�omat donat.

La idea subjacent a totes aquestes transformacions �es la d'una doble identi�caci�o. D'una

banda, identi�quem els estats de l'aut�omat amb les variables de la gram�atica correspo-

nent. D'altra banda, identi�quem les transicions de l'aut�omat amb les produccions de la

gram�atica. Per tal d'aconseguir que aquestes construccions siguin sim�etriques (a dreta i

esquerra) i reversibles (de gram�atica a aut�omat i d'aut�omat a gram�atica), �es interessant

comen�car generalitzant la de�nici�o de gram�atica, de manera que una gram�atica pugui

tenir m�es d'una variable inicial.

Al llarg d'aquesta secci�o, considerarem que una gram�atica �es una estructura de la

forma G = hV;�; P;Hi, on el car�acter dels tres primers components |variables, alfabet

i produccions| �es el mateix de sempre, per�o l'�ultim component ja no �es un s��mbol de V

|la variable inicial| sin�o que ara �es un subconjunt de s��mbols de V , que anomenarem

conjunt de variables inicials. El llenguatge generat per la gram�atica es de�neix ara de la

manera seg�uent:

L(G) = fw 2 � j 9X2H X

�

) wg:

Aquesta generalitzaci�o de la de�nici�o de gram�atica no amplia la fam��lia dels llen-

guatges generats, que continua essent la dels cfl. En efecte, per cada gram�atica G =

hV;�; P;Hi del nou tipus podem construir-ne una del tipus antic G

0

= hV

0

; �; P

0

; Si,

on S =2 V �es l'�unica variable nova, V

0

= V [ fSg, i on P

0

s'obt�e afegint a P les noves

produccions fS!X j X 2Hg.

�

Es immediat veri�car que L(G

0

) = L(G).

Remarquem que aquesta modi�caci�o �es compatible amb la de�nici�o de gram�atiques

regulars, que continuen essent les que tenen totes les produccions lineals per la dreta o

per l'esquerra.
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Transformaci�o de gram�atica a aut�omat

Sigui G

e

= hV;�; P

e

; F i una gram�atica

lineal per l'esquerra, on les produccions

de P

e

estan en la forma normal de�nida

a la secci�o precedent, i on F representa

el subconjunt de variables inicials.

De�nim el nfa M = hV;�; �; I; F i, on

I = fX 2V j X!� 2 P

e

g

i on 8X2V 8a2�

�(X; a) = fY j Y !Xa 2 P

e

g:

Sigui G

d

= hV;�; P

d

; Ii una gram�atica

lineal per la dreta, on les produccions de

P

d

estan en la forma normal de�nida a

la secci�o precedent, i on I representa el

subconjunt de variables inicials.

De�nim el nfa M = hV;�; �; I; F i, on

F = fX 2V j X!� 2 P

d

g

i on 8X2V 8a2�

�(X; a) = fY j X!aY 2 P

d

g:

Transformaci�o d'aut�omat a gram�atica

Sigui M = hV;�; �; I; F i un nfa qualsevol.

De�nim G

e

= hV;�; P

e

; F i, on

P

e

=fY !Xa j Y 2�(X; a)g

[ fX!� j X 2Ig:

De�nim G

d

= hV;�; P

d

; Ii, on

P

d

=fX!aY j Y 2�(X; a)g

[ fX!� j X 2Fg:

Pas de gram�atica esquerra a gram�atica dreta, i viceversa

Sigui G

e

= hV;�; P

e

; F i una gram�atica

lineal per l'esquerra, on les produccions

de P

e

estan en la forma normal de�nida

a la secci�o precedent, i on F representa

el subconjunt de variables inicials.

De�nim G

d

= hV;�; P

d

; Ii, on

P

d

=fX!aY j Y !Xa 2 P

e

g

[ fX!� j X 2Fg

i on

I = fX 2V j X!� 2 P

e

g:

Sigui G

d

= hV;�; P

d

; Ii una gram�atica

lineal per la dreta, on les produccions de

P

d

estan en la forma normal de�nida a

la secci�o precedent, i on I representa el

subconjunt de variables inicials.

De�nim G

e

= hV;�; P

e

; F i, on

P

e

=fY !Xa j X!aY 2 P

d

g

[ fX!� j X 2Ig

i on

F = fX 2V j X!� 2 P

d

g:

Demostraci�o conjunta de les tres transformacions

Lema 1. 8w2�

�

8X;Y 2V els tres enunciats seg�uents s�on equivalents:

(1) Y 2 �(X;w) (2) Y

�

)

G

e

Xw (3) X

�

)

G

d

wY .

Demostraci

�

o. Immediata, per inducci�o sobre jwj. �
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Lema 2.(e)

Y

�

)

G

e

w () 9X2I Y 2�(X;w):

Demostraci

�

o. Resulta del lema

anterior i del fet que

X 2I () (X ! �)2P

e

:

�

Lema 2.(d)

X

�

)

G

d

w () 9Y 2F Y 2�(X;w):

Demostraci

�

o. Resulta del lema

anterior i del fet que

Y 2F () (Y ! �)2P

d

:

�

Proposici

�

o. L(M) = L(G

e

)

Demostraci

�

o. w2L(M) ()

() 9X 2I 9Y 2F Y 2�(X;w)

() 9Y 2F Y

�

)

G

e

w

() w 2 L(G

e

):

�

Proposici

�

o. L(M) = L(G

d

)

Demostraci

�

o. w2L(M) ()

() 9X 2I 9Y 2F Y 2�(X;w)

() 9X 2I X

�

)

G

d

w

() w 2 L(G

d

):

�

Aquest parell de proposicions sim�etriques que acabem de demostrar ens permeten

formular en forma de teorema la propietat fonamental amb qu�e hem introdu��t el tema de

les gram�atiques regulars.

Teorema. La fam��lia de llenguatges generats per les gram�atiques regulars �es la fam��lia

dels llenguatges regulars.

Com que les gram�atiques regulars s�on un cas particular de les gram�atiques incontex-

tuals, podem enunciar el corol

.

lari seg�uent del teorema precedent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars est�a inclosa en la fam��lia dels llenguatges

incontextuals.

De nou el llenguatge fa

n

b

n

j n > 0g, exposat a l'exemple 4.25, serveix per posar de

manifest que aquesta inclusi�o dels regulars en els incontextuals �es estricta.

Exemple 6.13 Considerem novament l'aut�omat de�nit a l'exemple 6.10. La construc-

ci�o de la gram�atica per l'esquerra es fa, com hem vist, associant a cada variable una

producci�o per cada etxa que arriba a l'estat corresponent. En canvi, les produccions

per la dreta corresponen a les etxes que surten de l'estat corresponent.

�

Es a dir, el

modus operandi �es id�entic a l'utilitzat en la construcci�o dels sistemes d'equacions lineals

associats a l'aut�omat. Les gram�atiques regulars s�on, en aquest cas, les seg�uents:

Esquerra

A! Ba j Db j �

B ! Aa j Bb j Da

C ! Cb j Ab

D ! Ca

Dreta

A! aB j bC

B ! aA j bB j �

C ! aD j bC

D ! aB j bA j � :

En el cas de la gram�atica de l'esquerra, les variables inicials s�on B i D, mentre que en el

cas de la gram�atica de la dreta la variable inicial �es A. Remarquem, doncs, la identitat

formal que resulta entre sistemes lineals d'equacions i gram�atiques regulars, on els �unics

canvis s�on el del signe igual per la etxa i el del signe additiu per la barra vertical.
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Si es volgu�es passar la gram�atica de l'esquerra a la forma usual amb una �unica

variable inicial, n'hi hauria prou d'afegir el nou s��mbol inicial S i les produccions S!

B i S ! D. En cas de voler mantenir la forma normal sense produccions un�aries,

substituir��em aquestes noves produccions per

S ! Aa j Bb j Da j Ca :

Amb vista a facilitar el record de les transformacions anteriors, pot ser �util limitar-se

a retenir les regles que regeixen la conversi�o d'aut�omat a gram�atica dreta, i viceversa. Es

tracta de la conversi�o m�es natural, ja que tant l'aut�omat com la gram�atica dreta processen

els mots d'esquerra a dreta, mentre que una gram�atica esquerra genera els mots de dreta

a esquerra. Aleshores, per construir una gram�atica esquerra a partir d'un aut�omat podem

seguir el cam�� indirecte seg�uent. Primer, revessar l'aut�omat, �es a dir, construir a partir

de l'aut�omat donat l'aut�omat que reconeix el llenguatge revessat (aquesta construcci�o es

troba a la secci�o 7 del cap��tol 4). Segon, construir, seguint el procediment que acabem

d'exposar, la gram�atica dreta que correspon a aquest aut�omat revessat. Tercer, revessar

aquesta gram�atica, �es a dir, construir a partir d'ella la gram�atica que genera el llenguatge

revessat (aquesta construcci�o es troba a la secci�o 5 del cap��tol 2). El resultat �nal �es una

gram�atica esquerra que genera el llenguatge original. Aquesta gram�atica ser�a exactament

la que haur��em obtingut aplicant directament la transformaci�o d'aut�omat a gram�atica

esquerra. Quant a la construcci�o rec��proca, de gram�atica esquerra a aut�omat, cal seguir

els tres passos anteriors en l'ordre invers, amb l'�unic canvi que ara el pas segon consistir�a

a construir un aut�omat a partir d'una gram�atica dreta, i no a l'inrev�es com abans.

Inambig�uitat dels llenguatges regulars

Quan la construcci�o d'una gram�atica regular, seguint les regles donades en aquesta ma-

teixa secci�o, es fa a partir d'un aut�omat �nit que �es determinista, la gram�atica obtinguda,

tant si �es lineal per la dreta com per l'esquerra, resulta no ambigua. Aquest fet �es una

conseq�u�encia immediata de la correspond�encia biun��voca que hem establert entre les tran-

sicions de l'aut�omat i les produccions de la gram�atica. En efecte, d'aix�o resulta una altra

correspond�encia, tamb�e biun��voca, entre camins recorreguts en processar un mot en el graf

de l'aut�omat i arbres de derivaci�o d'aquest mateix mot en les gram�atiques considerades.

L'esquema d'aquesta correspond�encia ha estat dibuixat a la �gura 6.4.

Aix�� doncs, la unicitat de l'arbre de derivaci�o d'un mot qualsevol, tant en gram�atiques

dretes com en gram�atiques esquerres, �es un resultat de la unicitat del cam�� d'acceptaci�o

d'aquest mot quan l'aut�omat donat �es determinista. Podem, doncs, enunciar el teorema

seg�uent.

Teorema. Tots els llenguatges regulars s�on inambigus.

No hem de confondre la unicitat de l'arbre de derivaci�o amb la possibilitat d'identi-

�car pas a pas quina �es la producci�o que cal elegir per generar un mot donat. Aquesta

possibilitat, que existeix en les gram�atiques lineals per la dreta que provenen d'aut�omats

deterministes, no existeix en general en les gram�atiques per l'esquerra.
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X i i+ 1X i+ 2X

i+ 1X

X i

i+ 2X X i

i+ 1X

i+ 2Xi+ 1a

i+ 1ai+ 2a

i+ 2a

i+ 1a i+ 2a

Fig. 6.4 Correspond�encia entre camins i arbres de derivaci�o

6.7 Mor�smes i substitucions de llenguatges regulars

Hem diferit �ns a aquest cap��tol la demostraci�o que els llenguatges regulars s�on tan-

cats respecte dels mor�smes i les substitucions, perqu�e aquestes s�on propietats lligades

a la racionalitat dels llenguatges regulars i no a la seva recognoscibilitat.

�

Es a dir que

requereixen disposar d'especi�cacions generatives dels llenguatges, com ho s�on tant les

gram�atiques com les expressions regulars.

Mor�sme d'un llenguatge regular

La construcci�o de la gram�atica que genera la imatge per un mor�sme d'un llenguatge

regular es fa aplicant la regla general donada al cap��tol 2 per a gram�atiques qualssevol.

�

Es clar que el procediment all�� exposat conserva la regularitat de la gram�atica. I aquest

fet es fa encara m�es manifest si partim d'una gram�atica en la forma normal de�nida en

aquest mateix cap��tol.

Sigui L

1

un llenguatge regular qualsevol i sigui G

1

= hV;�

1

; P

1

; Si una gram�atica

lineal per la dreta en forma normal que el generi. Sigui h:�

�

1

�! �

�

2

un mor�sme. La

gram�atica G

2

= hV;�

2

; P

2

; Si que genera h(L

1

), constru��da seguint la regla general per a

cfgs, mant�e en P

2

totes les produccions de la forma X!� que hi havia a P

1

i converteix

cada producci�o de P

1

de la forma X ! aY en la producci�o X ! h(a)Y de P

2

. Aix��,

les produccions de P

2

resulten totes lineals per la dreta (encara que no quedin en forma

normal).

Com que es tracta d'un cas particular de la construcci�o general, no cal tornar a

demostrar que L(G

2

) = h(L

1

). I com que la gram�atica G

2

obtinguda �es regular, en resulta

el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de l'aplicaci�o de mor-

�smes directes.

Exemple 6.14 Una de les aplicacions principals de la conservaci�o de la regularitat

quan s'aplica un mor�sme �es facilitar la demostraci�o de la no-regularitat de determinats

llenguatges. Al cap��tol 7 desenvoluparem aquesta idea m�es extensament. Un exemple
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senzill d'aquesta aplicaci�o �es la utilitzaci�o dels mor�smes per esborrar s��mbols dels mots

d'un llenguatge i transformar-lo en un altre de m�es simple. Aix��, l'aplicaci�o del mor�sme

h(a) = a, h(b) = b, h(c) = h(d) = � transforma el llenguatge L

1

= fc(ad)

n

db

n

cc j n > 0g

en el llenguatge L

2

= fa

n

b

n

j n > 0g. El llenguatge L

1

no pot ser regular, ja que si ho

fos tamb�e ho seria L

2

. I �es m�es f�acil demostrar directament la no-regularitat de L

2

que

la de L

1

.

Substituci�o regular d'un llenguatge regular

L'exist�encia d'expressions regulars associades a qualsevol llenguatge regular ens permet

fer una construcci�o de les substitucions basada en aquest fet. Per�o, a difer�encia del que

acabem de fer en el cas dels mor�smes, no podem apro�tar, per als llenguatges regulars,

la construcci�o general de les substitucions feta per a cfl. La ra�o d'aix�o �es que encara que

part��ssim de gram�atiques regulars per a tots els llenguatges implicats en la substituci�o, el

proc�es que se segueix no preservaria aquesta regularitat.

Sigui L

0

un llenguatge regular de�nit sobre un determinat alfabet �

0

i sigui

�:�

0

�

�! Reg

una substituci�o on la imatge de cada mot �es un llenguatge regular. Direm que � �es una

substituci�o regular. Considerem que aquesta substituci�o ve de�nida per les imatges dels

s��mbols de �

0

. Sigui �

0

= fa

1

; : : : ; a

n

g, i sigui L

i

= �(a

i

) per a cada i entre 1 i n.

Considerem que a cada L

i

li podem associar una expressi�o regular r

i

. Sigui r

0

l'expressi�o

regular associada al llenguatge L

0

.

Reemplacem cada ocurr�encia d'un s��mbol a

i

a r

0

per l'expressi�o regular r

i

. Sigui r

l'expressi�o regular que resulta de fer aquests reempla�caments.

Proposici

�

o. L(r) = � (L(r

0

)).

Demostraci

�

o. La demostraci�o es basa en les propietats de les substitucions estudiades

al cap��tol 1. Recordem que la substituci�o d'una reuni�o, concatenaci�o o estrella de llen-

guatges �es la reuni�o, concatenaci�o o estrella de la substituci�o d'aquests llenguatges. Una

senzilla inducci�o sobre el nombre d'operadors de r

0

completa la prova. �

Podem concloure �nalment amb el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges regulars �es tancada respecte de les substitucions

regulars.

Un raonament id�entic al fet per als llenguatges incontextuals al �nal del cap��tol 2

permet a�rmar que, tamb�e en el cas dels llenguatges regulars, les propietats de tancament

respecte de les operacions de reuni�o, concatenaci�o i estrella s'haurien pogut deduir del

tancament respecte de les substitucions. Nom�es cal tenir en compte que els conjunts

fa

1

; a

2

g, fa

1

a

2

g i a

�

1

que serveixen de base a les substitucions corresponents a la reuni�o,

concatenaci�o i estrella, s�on llenguatges regulars.

Exercicis

6.1 Trobeu directament, sense construir-ne pr�eviament els aut�omats �nits, expressions regulars dels

llenguatges de�nits als apartats 1 a 4 de l'exercici 4.1.
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6.2 Trobeu expressions regulars a partir dels aut�omats �nits que corresponen als llenguatges dels apar-

tats 5 a 9 de l'exercici 4.1.

6.3 Trobeu gram�atiques regulars per a tots els llenguatges de�nits a l'exercici 4.1.

6.4 Doneu una gram�atica incontextual inambigua que generi el conjunt d'expressions regulars ben for-

mades sobre l'alfabet f�;+; �; (; );�;?; a; bg .

6.5 Constru��u dfa que reconeguin els llenguatges associats a les expressions regulars seg�uents:

1. ((ab

�

ab)

�

a

�

b)

�

2. ((a

�

b)

�

a

�

c)

�

b

�

(ab

�

)

�

3. b

�

a(bb+ bab

�

a)

�

ba(bb)

�

4. � + (a + bb+ ba(aa+ b)

�

ab)

�

a

5. (a+ b(ab

�

a)

�

b)

�

6. (a+ b(bb+ bab+ ab

�

a)

�

baa)

�

6.6 Demostreu que l'expressi�o regular seg�uent, de�nida sobre l'alfabet f0; 1g, descriu el llenguatge

format per � i pels mots que, interpretats com a nombres binaris, tenen un valor m�ultiple de cinc:

(0 + 1(10 + (0 + 11)(01

�

01)

�

01

�

00)

�

(0 + 11)(01

�

01)

�

1)

�

.

6.7 Demostreu les equival�encies seg�uents entre expressions regulars:

1. a

�

(b+ ca

�

)

�

= (a+ b

�

c)

�

b

�

.

2. (bb+ ba+ a)

�

baa

�

= a

�

b(aa

�

b+ ba

�

b)

�

aa

�

.

3. (� + (a + b)

�

baa)a

�

= �+ a+ (a+ b)

�

aa.

4. (� + b)a

�

(b + bba

�

)

�

= b

�

(a + bb+ bbb)

�

b

�

.

6.8 Considereu l'expressi�o regular seg�uent, sobre l'alfabet �=fa; b; cg:

r = c

�

(� + a(a + b+ c)

�

+ (a+ b+ c)

�

b)c

�

.

Trobeu un contraexemple que provi que L(r) 6=�

�

. Demostreu que L(r

2

)=�

�

.

6.9 Doneu una gram�atica regular per a l'�unic llenguatge sobre l'alfabet fa ; bg que satisf�a l'equaci�o

L = La .

6.10 Trobeu una condici�o necess�aria i su�cient que ha de complir qualsevol llenguatge L que satisfaci

l'equaci�o (La+ b)

�

= (bL+ a)

�

.

6.11 Demostreu l'equival�encia seg�uent, en la qual r i s designen expressions regulars:

(8s (rs)

�

r=(r + s)

�

) () r=r

�

.

6.12 Considereu els dos llenguatges seg�uents:

1. L

1

= fw2fa ; bg

�

j jwj =

_

4g.

2. L

2

= fw2fa ; bg

�

j 9x; y2fa ; bg

�

w = xabayg.

De�nim, a partir d'aquests, el llenguatge L sobre l'alfabet fa; b; cg

L = fxcy j x2L

1

^ y2L

2

^ jxj= jyjg.

Constru��u una gram�atica incontextual per a L. Generalitzeu aquesta construcci�o a llenguatges

regulars L

1

i L

2

qualssevol.

6.13 Constru��u una gram�atica regular per al llenguatge format pels mots que no tenen cap pre�x que

pertanyi al llenguatge associat a l'expressi�o regular seg�uent:
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b

�

aba

�

b(bb+ bab

�

a)

�

b .

6.14 Sabem que la fam��lia dels llenguatges regulars �es la generada a partir dels conjunts �nits per les

operacions de reuni�o, concatenaci�o i estrella. Afegir-hi l'operaci�o de complementaci�o no amplia

aquesta fam��lia. En canvi, ens demanem quines fam��lies de llenguatges s'obtenen quan se suprimeix

l'operaci�o estrella. Suposarem, per tal de simpli�car-ho, que ens referim a llenguatges sobre l'alfabet

fa ; bg.

1. Demostreu que la fam��lia de llenguatges generada a partir dels conjunts fag, fbg, ? i f�g per

les operacions de reuni�o i concatenaci�o �es la fam��lia dels conjunts �nits.

2. La consideraci�o de la complementaci�o comporta l'aparici�o de conjunts in�nits. Demostreu que

la fam��lia de llenguatges generada a partir dels conjunts �nits per les operacions de reuni�o i

complementaci�o est�a formada exactament pels conjunts �nits i co�nits. Doneu algun exemple

de llenguatge regular que no sigui ni �nit ni co�nit.

3. Considereu la fam��lia de llenguatges generada pels conjunts �nits i les operacions de reuni�o, con-

catenaci�o i complementaci�o. Demostreu que el llenguatge (ababa)

�

pertany a aquesta fam��lia.

�

Es a dir, trobeu una expressi�o d'aquest llenguatge en qu�e intervinguin els s��mbols a, b i els

operadors de reuni�o, concatenaci�o i complementaci�o, per�o no l'estrella de Kleene.

4. Trobeu algun llenguatge regular que no pertanyi a aquesta �ultima fam��lia.
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Cap��tol 7 Propietats d'iteraci�o

Els models estudiats �ns ara que caracteritzen les fam��lies de llenguatges regulars i in-

contextuals |fa i cfg, respectivament| s�on clarament de naturalesa o b�e iterativa o

b�e recursiva. Aquest fet es tradueix en una estructura necess�ariament repetitiva dels

mots acceptats o generats, respectivament, pels models considerats. En aquest cap��tol

estudiarem una s�erie de proposicions, anomenades lemes de bombament, que descriuen

propietats estructurals dels llenguatges regulars i incontextuals que posen de manifest

precisament aquesta caracter��stica repetitiva dels seus mots. El fet que aquestes propie-

tats siguin condicions necess�aries i de veri�caci�o senzilla les converteix en eines d'una gran

pot�encia i simplicitat per decidir la no-pertinen�ca de certs llenguatges a aquestes fam��lies.

Addicionalment tamb�e ens permetran atacar altres problemes com, per exemple, la de-

mostraci�o de l'ambig�uitat inherent d'alguns llenguatges incontextuals.

7.1 Lema de bombament de llenguatges regulars

El resultat seg�uent, conegut com a lema de bombament (pumping lemma) per a llen-

guatges regulars, �es degut a Bar-Hillel, Perles i Shamir [BPS61] i descriu la naturalesa

repetitiva dels mots dels llenguatges regulars. Aquesta estructura est�a en correspond�encia,

b�asicament, amb l'aparici�o de bucles en la computaci�o de mots su�cientment llargs sobre

aut�omats �nits deterministes.

Proposici

�

o (Lema de bombament). En un llenguatge regular L, tot mot w de longitud

no inferior a un determinat valor N , propi de L, admet una factoritzaci�o w = xyz que

satisf�a

1. jxyj 6 N

2. jyj > 1

3. 8i > 0 xy

i

z2L

Demostraci

�

o. Considerem un dfa qualsevol, M = hQ;�; �; q

0

; F i, que reconegui el

llenguatge L. Sigui N el nombre d'estats de Q i w2L un mot qualsevol de longitud igual

o superior a N (observem que si el llenguatge �es �nit no existeix cap mot que satisfaci

aquesta condici�o). Escrivint aquest mot com a successi�o de s��mbols tenim w=a

1

a

2

� � � a

m

,

ambm > N . Com que el mot w �es su�cientment llarg, el proc�es dels N primers s��mbols ha

de passar, com a m��nim, dues vegades per un mateix estat (hi ha un bucle). Si representem

per q

i

l'estat q

0

�a

1

a

2

� � � a

i

, �es a dir, l'estat al qual arriba l'aut�omat despr�es de processar els

i primers s��mbols de w, la propietat anterior es pot formalitzar dient que existeixen dos
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naturals j; k 0 6 j < k 6 N tals que q

j

=q

k

. A m�es, com que w 2 L, es t�e q

0

w=q

m

2F .

Vegeu la �gura 7.1, que il�lustra la computaci�o de w sobre M.

q
mq

j
q

k=q
0

aja1
...
...

akj+1a
...
...

amk+1a ...
...

Fig. 7.1 Computaci�o del mot w = a

1

a

2

� � �a

m

sobre un dfa

Aquest bucle en la computaci�o del mot sobre l'aut�omat ens permet considerar la

partici�o de w en tres trossos, x = a

1

a

2

� � � a

j

, y = a

j+1

� � � a

k

i z = a

k+1

� � � a

m

, que

compleixen jyj > 1 i jxyj 6 N . El submot y �es el que provoca el bucle de l'aut�omat sobre

q

j

, �es a dir que q

j

�y = q

j

. Trivialment, per inducci�o es t�e que per a tot natural i > 0

q

j

y

i

= q

j

i, en aquest cas,

q

0

�xy

i

z = q

j

�y

i

z = q

j

�z = q

m

2F ,

�es a dir que xy

i

z2L. �

Informalment, la propietat que hem provat �es que, donat un mot w su�cientment llarg

pertanyent a un llenguatge regular L donat, podem trobar un submot de w a prop del

comen�cament (no m�es enll�a de l'N -�esim s��mbol) tal que els mots resultants de bombar-lo

(repetir-lo) tantes vegades com es vulgui s�on tots del llenguatge L.

El lema de bombament s'utilitza per demostrar la no-regularitat d'un llenguatge pro-

posat. Per fer aix�o, n'hi ha prou de provar que el llenguatge donat no satisf�a aquesta

condici�o.

�

Es a dir, hem de partir del contrarec��proc de l'enunciat anterior.

Contrarrec

�

�proc. Si L �es un llenguatge que satisf�a la condici�o seg�uent:

\Per a qualsevol natural N > 1 existeix un mot w2L de longitud igual o superior a N

tal que per a tota factoritzaci�o w=xyz que satisf�a les condicions jxyj 6 N i jyj > 1

existeix un natural i > 0 tal que xy

i

z 62L",

aleshores L no �es regular.

Amb vista a la seva aplicaci�o en demostracions, ens interessar�a tenir formalitzada la

condici�o de no-regularitat:

8N > 1 9w2L

jwj > N ^ 8x; y; z ((w=xyz ^ jxyj 6 N ^ jyj > 1) ) 9i > 0 xy

i

z 62L) .

Vegem a continuaci�o alguns exemples d'aplicaci�o per tal de demostrar la no-regularitat

d'una s�erie de llenguatges.

Exemple 7.1 Demostrarem, utilitzant el lema de bombament, que el llenguatge L=

fa

n

b

n

j n > 0g no �es un llenguatge regular.

Donat un natural N > 1 qualsevol, prenem w=a

N

b

N

2L, que satisf�a jwj=2N > N .

Sigui una factoritzaci�o qualsevol w = xyz amb jxyj 6 N i jyj > 1. S'ha de tenir que
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x= a

j

, y= a

k

i z= a

N�j�k

b

N

, amb k > 1 i j + k 6 N . Aix�� doncs, �es obvi que per a

tot natural i 6=1 el mot xy

i

z no �es del llenguatge L. Per exemple, si prenem i=0 es t�e:

xy

0

z=xz=a

N�k

b

N

62L. En conseq�u�encia, hem demostrat que L no �es regular.

Observeu que la restricci�o jxyj 6 N imposada sobre la factoritzaci�o de w en x, y i z fa

que el submot y a bombar (repetir) estigui contingut en els N primers s��mbols del mot w.

Aquest fet �es el que ens permet fer una tria adequada de w per poder trencar f�acilment

l'estructura dels mots del llenguatge L. En l'exemple precedent, aix�o s'ha concretat

prenent un mot w amb un pre�x de a's su�cientment llarg.

Exemple 7.2 Ens proposem de demostrar que el llenguatge dels pal��ndroms de longi-

tud parella no �es un llenguatge regular.

Sigui L = fuu

R

j u 2 fa ; bg

�

g. Per a qualsevol natural N > 1, prenem el mot

del llenguatge w = a

N

bba

N

de longitud superior a N . Per a qualsevol factoritzaci�o

w=xyz sota les condicions del lema de bombament s'ha de complir que x= a

j

, y= a

k

i z= a

N�j�k

bba

N

. En aquest cas, qualsevol bombament i 6=1 resulta en xy

i

z 62L. Per

exemple, per a i = 2, es t�e xy

2

z= a

N+k

bba

N

62L. Queda demostrat, doncs, el car�acter

no regular del llenguatge L.

Fixeu-vos que, en aquest cas, el bombament modi�ca el nombre de a's d'abans de la

primera b sense tocar el nombre de a's de despr�es de la segona b, de manera que despla�ca

del centre del mot la subcadena bb. Com que l'�unica manera que el mot resultant es

pugui escriure com la concatenaci�o d'un mot u i el seu revessat u

R

�es que les dues b's

formin la subcadena central, el mot resultant del bombament no �es del llenguatge L.

Exemple 7.3 Veurem que el llenguatge L=fa

n

b

m

j n 6=mg no �es regular.

Donat un natural qualsevol N > 1, triarem un mot del llenguatge amb menys a's

que b's i mitjan�cant un bombament positiu adequat igualarem el nombre de a's i de b's i

convertirem el mot en un que no sigui del llenguatge. El mot ha de tenir un pre�x de N

a's com a m��nim, ja que volem que el bombament nom�es afecti els s��mbols a, per�o amb

quantes b's de m�es hem de partir? D'entrada, posem un nombre C > 0 indeterminat i,

m�es tard, ja veurem quin ha de ser el seu valor i quina relaci�o t�e amb N . Aix�� doncs,

triem el mot w=a

N

b

N+C

2L de longitud superior a N . Sigui una factoritzaci�o qualsevol

w = xyz amb jxyj 6 N i jyj > 1. Es t�e que x = a

j

, y = a

k

i z = a

N�j�k

b

N+C

, amb

j + k 6 N i k > 1. Per tant, xy

i

z = a

j

a

ik

a

N�j�k

b

N+C

= a

N+k(i�1)

b

N+C

. Si volem

tenir tantes a's com b's nom�es hem d'igualar N + k(i � 1) a N + C i veure que la i

que cal triar �es (C=k) + 1. Ara b�e, i ha de ser un nombre natural i, per tant, hem de

garantir que la divisi�o C=k sigui entera. Com que k �es un natural �tat entre 1 i N ,

haur��em de triar un nombre C que tingui com a m��nim tots els divisors entre 1 i N ,

per exemple, C = N !. Ara ja estem en condicions d'escriure la demostraci�o un altre

cop des del principi: w = a

N

b

N+N !

2 L, i prenent un bombament i= (N !=k) + 1 es t�e

xy

i

z=a

N+k((N !=k)+1�1)

b

N+N !

=a

N+N !

b

N+N !

62L .

Sobre el rec��proc del lema de bombament

El lema de bombament descriu una condici�o necess�aria de pertinen�ca a la fam��lia dels
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llenguatges regulars, per�o el seu rec��proc �es fals. A continuaci�o veurem l'exemple d'un

llenguatge que satisf�a la condici�o del lema i que, tanmateix, no �es regular.

Exemple 7.4 Demostrarem que el llenguatge L = fuu

R

v j u; v 2 fa ; bg

+

g compleix

la condici�o del lema de bombament. Prenem la constant N = 4. Sigui w un mot del

llenguatge L de longitud igual o superior a N . Considerem una descomposici�o qualsevol

de w en la forma uu

R

v (el fet que n'hi pugui haver m�es d'una no afecta la correctesa de la

demostraci�o) i representem per u

i

l'i-�esim s��mbol del pre�x u i per v

i

l'i-�esim s��mbol del

su�x v. D'aquesta manera, w=u

1

u

2

� � �u

n

u

n

u

n�1

� � �u

1

v

1

v

2

� � �v

m

per a certs n;m > 1.

Distingirem dos casos,

1. juj > 2. Considerem la factoritzaci�o w= xyz, amb x= �, y= u

1

i z= u

2

� � �u

n

u

R

v,

que satisf�a les condicions: jyj > 1 i jxyj 6 N . Es compleix que, per a tot natural i,

xy

i

z2L. Vegem-ho. Si i=0, aleshores xy

0

z= z 2L, ja que �es la concatenaci�o del

pre�x pal��ndrom u

2

� � �u

n

u

n

� � �u

2

amb el su�x u

1

v, ambd�os de longitud superior a

un. Si i=1, aleshores xyz=w2L. Finalment, si i > 2, es t�e xy

i

z=u

1

i

z2L, ja que

cont�e el pre�x pal��ndrom u

1

u

1

i el su�x u

1

i�2

z de longitud no nul�la.

2. juj = 1. En aquest cas considerem la factoritzaci�o w = xyz amb x = uu

R

, y = v

1

i z = v

2

� � �v

m

.

�

Es evident que aquesta factoritzaci�o satisf�a les condicions jyj > 1 i

jxyj 6 N . Observeu que, a m�es, se satisf�a jzj > 1 perqu�e la longitud de w �es m�es gran

o igual que 4. Aix��, per a tot natural i es t�e xy

i

z = uu

R

v

1

i

z 2 L, ja que es continua

mantenint el pre�x pal��ndrom uu

R

i el su�x v

0

=v

1

i

z no �es buit, ni tan sols quan i=0.

Exemple 7.5 Demostrarem ara que el llenguatge

L=fuu

R

v j u; v2fa ; bg

+

g

no �es regular per la via de demostrar que la seva intersecci�o amb un llenguatge regular

tampoc no ho �es. Sigui L

0

el llenguatge intersecci�o de L i el conjunt regular aba

�

bba

�

bab.

Es compleix que

L

0

= L \ aba

�

bba

�

bab = faba

n

bba

n

bab j n > 0g ,

ja que no �es possible construir cap pre�x de la forma uu

R

sense que la subcadena central

sigui bb. Aix�o obliga a prendre el mateix nombre de a's a esquerra i dreta de bb. Ara

demostrar que L

0

no �es regular �es senzill.

Per a qualsevol N > 1 prenem w = aba

N

bba

N

bab 2 L

0

, de longitud superior a N .

Sigui w = xyz una partici�o qualsevol amb jxyj 6 N i jyj > 1. Necess�ariament xy ser�a un

pre�x de aba

N�2

i qualsevol bombament diferent de la unitat alterar�a l'estructura de la

cadena total i ocasionar�a un mot que no pertany al llenguatge L

0

. En conseq�u�encia, L

0

no �es regular i, per tant, L tampoc ja que, en cas contrari, tamb�e ho seria L

0

.

Veri�caci�o de la no-regularitat de llenguatges

Hi ha llenguatges no regulars, com el dels exemples 7.4 i 7.5 anteriors, sobre els quals �es

impossible aplicar directament el lema de bombament. En d'altres casos, la utilitzaci�o

directa del lema pot ser dif��cil o simplement laboriosa. Si ens �xem en el procediment

que hem seguit per demostrar la no-regularitat del llenguatge de l'exemple 7.5, veurem

que ha consistit a obtenir per intersecci�o amb un llenguatge regular un subconjunt no
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regular del llenguatge de partida sobre el qual, ara s��, es pot aplicar f�acilment el lema de

bombament. Aquest procediment es pot generalitzar de la manera seg�uent:

Sigui L el llenguatge de partida i L

0

el llenguatge resultant d'haver aplicat sobre L una

s�erie d'operacions que preserven la regularitat. Si demostrem que L

0

no �es regular,

aleshores tenim que L tampoc no ho �es, ja que si L fos regular L

0

tamb�e ho seria.

D'aquesta manera, en molts casos podem disminuir la di�cultat del problema i donar

demostracions m�es senzilles i elegants. Algunes transformacions t��piques s�on passar al

complementari o al revessat, fer la intersecci�o amb un llenguatge regular i l'aplicaci�o de

mor�smes directes o inversos. A continuaci�o veurem exemples en qu�e es posa de manifest

la utilitat de cadascuna d'aquestes operacions.

Exemple 7.6 Demostrarem que el llenguatge

L=fa

n

j n �es un nombre compostg

no �es un llenguatge regular. Si volem atacar el llenguatge L directament amb el lema

de bombament ens adonarem que el problema es tradueix a trobar un bombament prou

general que ens permeti transformar una cadena de a's de longitud igual a un nombre

compost en una cadena de a's de longitud igual a un nombre primer, i que aquest no

sembla de cap manera un problema f�acil de resoldre. En canvi, si considerem el llenguatge

complementari, el problema es torna prou senzill. Vegem-ho. Sigui

L=fa

n

j n �es un nombre primerg .

Com que el conjunt de nombres primers �es in�nit, en podem considerar d'arbitr�ari-

ament grans. Amb aix�o, donat un natural N > 1 qualsevol, podem escollir el mot

w= a

p

, on p �es el m��nim nombre primer m�es gran que N .

�

Es evident que w 2 L i que

jwj= p > N . Per a qualsevol descomposici�o de w en x; y; z sota les condicions del lema

de bombament tenim que x = a

j

, y = a

k

i z = a

p�j�k

, amb j + k 6 N i k > 1. Per

tant, xy

i

z = a

j

a

ik

a

p�j�k

= a

p+k(i�1)

. Si prenem el bombament i= p + 1 ens quedar�a

xy

i

z= a

p+kp

= a

p(k+1)

, que no �es un mot de L, ja que p(k + 1) �es un nombre compost.

Podem concloure, per tant, que L no �es un llenguatge regular, i aix�o implica que el seu

complementari L tampoc no ho �es.

Exemple 7.7 Una manera alternativa de demostrar que el llenguatge presentat a l'ex-

emple 7.3, L = fa

n

b

m

j n 6= mg, no �es un llenguatge regular es basa en el fet que el

complementari del llenguatge en q�uesti�o �es la reuni�o d'un llenguatge regular i d'un no

regular ja conegut. En concret, el complementari de L �es la reuni�o del llenguatge dels

mots de a

�

b

�

que tenen el mateix nombre de a's i b's amb el conjunt de mots que no

estan en a

�

b

�

. En aquest cas, �es evident que

L

0

= L \ a

�

b

�

= fa

n

b

n

j n > 0g :

Com que L

0

�es un llenguatge no regular, el llenguatge de partida L tampoc no pot ser-ho,

ja que les operacions aplicades (complementaci�o i intersecci�o amb un llenguatge regular)

preserven la regularitat.

Exemple 7.8 De�nim els arbres binaris complets com aquells que tenen totes les fulles

a la mateixa dist�ancia de l'arrel. Recordem que a l'exemple 1.11 hem introdu��t una
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manera de codi�car els arbres binaris. Seguint aquella mateixa notaci�o, de�nim recursi-

vament el llenguatge dels arbres binaris complets de la manera seg�uent:

L = f0g [ f2ww j w2Lg = f0; 200; 2200200; 222002002200200; � � � g .

La �gura 7.2 cont�e la representaci�o en forma d'arbre dels quatre primers mots del llen-

guatge L que corresponen als arbres d'al�c�aria 0, 1, 2 i 3, respectivament.

0 0

2

2

0 0

2

0 0

2

2

2

0 0

2

2

0 0

2

0 0

2

0 0

2

0

Fig. 7.2 Els primers mots del llenguatge L en forma d'arbres binaris

Demostrarem a continuaci�o que aquest llenguatge no �es regular. Com a repre-

sentacions d'arbres binaris complets, els mots de L tenen longituds corresponents a les

pot�encies successives de dos menys la unitat (1, 3, 7, 15, 31, etc.). Nom�es per aquest

motiu el llenguatge ja no �es regular. Amb l'aplicaci�o d'un mor�sme podem passar a

considerar �unicament longituds si confonem els s��mbols 0 i 2 en un de sol. Vegem-ho.

Considerem el mor�sme

h: f0; 2g

�

�! fag

�

,

de�nit per h(0)=h(2)=a. La imatge de L per h �es el llenguatge que cont�e les cadenes

de a's de longitud igual al nombre d'elements dels arbres binaris complets,

L

0

= h(L) = fa

2

n

�1

j n > 1g = fa; aaa; aaaaaaa; aaaaaaaaaaaaaaa; : : : g .

Donat un natural N > 1 qualsevol, prenem el mot w= a

2

N

�1

2L

0

, que t�e longitud

2

N

� 1 > N . Sigui w=xyz una factoritzaci�o qualsevol de w que compleixi les condicions

del lema de bombament. Necess�ariament es t�e que x=a

j

, y=a

k

i z=a

2

N

�1�j�k

, amb

j + k 6 N i k > 1. Per tant, xy

i

z = a

2

N

�1+k(i�1)

. Si prenem el bombament i = 2,

ens quedar�a xy

i

z = a

2

N

�1+k

. Aquest mot no pertany a L

0

ja que t�e una longitud que

no correspon al nombre d'elements de cap arbre binari complet. Aix�o ho podem veure

�tant estrictament la longitud 2

N

� 1 + k entre dues longituds corresponents al nombre

d'elements de dos arbres binaris complets consecutius:

2

N

� 1 < 2

N

� 1 + k < 2

N+1

� 1 ,

ja que 1 6 k 6 N < 2

N

.

Concloem, doncs, que L

0

no �es regular i, per tant, L tampoc no pot ser-ho, ja que

L

0

�es imatge de L via un mor�sme.

Exemple 7.9 Suposem que es vol demostrar que el llenguatge

L = f(01)

n

(10)

n

j n > 0g

no �es regular. Si es pren el mor�sme h: fa; bg

�

�! f0; 1g

�

de�nit per h(a)=01 i h(b)=10

i es calcula l'antiimatge del llenguatge L, s'obt�e

L

0

= h

�1

(L) = fa

n

b

n

j n > 0g .
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Ja sabem que L

0

no �es un llenguatge regular i, per tant, L tampoc no pot ser-ho, ja

que L

0

�es l'antiimatge de L via un mor�sme.

Observeu que tamb�e podem a�rmar que L �es la imatge directa per h de L

0

, L=h(L

0

).

Per�o aix�o no ens permet extreure cap conclusi�o sobre la no-regularitat de L. Tot i que

sabem que L

0

no �es regular, la imatge d'un llenguatge no regular pot ser un llenguatge

regular.

1

Exemple 7.10 Si volem demostrar que el llenguatge

L=fbaba

2

ba

3

� � � ba

n

j n > 0g

no �es regular ens trobem amb l'inconvenient que els mots de L tenen moltes alternances

de a's i b's en els seus primers s��mbols i aix�o ens obligar�a a fer una distinci�o per casos

de les possibles localitzacions del submot y dintre d'un pre�x de N s��mbols. Aquesta

di�cultat es pot evitar de manera senzilla considerant el revessat

L

R

=fa

n

ba

n�1

ba

n�2

� � �ab j n > 0g

Ara ja tenim pre�xos de a's arbitr�ariament llargs i podem aplicar el lema de bom-

bament de manera senzilla: donat un natural qualsevol N > 1, escollim el mot w =

a

N

ba

N�1

ba

N�2

� � �ab 2 L

R

. Qualsevol bombament diferent d'1 ens permet veure que

xy

i

z 62L

R

. En conseq�u�encia, L

R

no �es regular i, per tant, L tampoc.

7.2 Lemes de bombament de llenguatges incontextuals

L'estructura repetitiva dels mots dels llenguatges incontextuals ve donada per l'aparici�o de

variables repetides en les cadenes de derivaci�o de mots su�cientment llargs. La derivaci�o

d'un mot d'aquestes caracter��stiques �es, en general,

S

�

) uAy

�

) uvAxy

�

) uvwxy .

�

Es clar que el fragment de derivaci�o A

�

) vAx es pot repetir recursivament tantes vegades

com es vulgui

S

�

) uAy

�

) uvAxy

�

) uv

2

Ax

2

y

�

) uv

3

Ax

3

y � � �

�

) uv

n

Ax

n

y

�

) uv

n

wx

n

y .

�

Es a dir que tots els mots de la forma uv

n

wx

n

y s�on generats tamb�e per la gram�atica i,

per tant, pertanyen al mateix llenguatge incontextual considerat.

La proposici�o seg�uent, deguda a W. Ogden [Ogd68], caracteritza aquesta propietat

dels llenguatges incontextuals. Per tal de restringir la zona del mot de partida en la qual

s'aplicar�a el bombament, el lema d'Ogden considera el marcatge d'unes posicions deter-

minades d'aquest mot, les quals tindran una preemin�encia especial. En aquest context,

fer un marcatge d'un mot consisteix a distingir-ne o assenyalar-ne unes quantes posicions.

Podem interpretar que distingir una posici�o en un mot �es subratllar el s��mbol que ocupa

aquesta posici�o dintre de la seq�u�encia total de s��mbols.

�

Es f�acil de veure que el nombre

de marcatges possibles d'un mot w donat �es 2

jwj

. Representem per M(w) el conjunt de

tots els marcatges del mot w. Per a un cert marcatge � 2M(w), representem per jwj

�

el nombre de s��mbols marcats (segons �) de w. Estenem aquesta notaci�o a qualsevol

subseq�u�encia de s��mbols de w.

1

Considereu l'exemple trivial d'un mor�sme h que esborri tots els s��mbols. La imatge per h de qualsevol llenguatge

�es sempre el llenguatge regular f�g.
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Exemple 7.11 Donat el mot w = baaababb sobre l'alfabet fa ; bg, �

1

= baaababb i

�

2

= baaababb s�on dos marcatges de w. Per a aquests dos marcatges es t�e jwj

�

1

= 4 i

jwj

�

2

= 5. Considerem ara la factoritzaci�o w= xyz, amb x= baa, y = ab i z = abb i el

marcatge �=baaababb . En aquest cas, tenim jxyj

�

=3 i jxzj

�

=2 .

Proposici

�

o (Lema d'Ogden). Per a tota cfg G = hV;�; P; Si, existeix un natural

N > 1 tal que, per a tot mot z 2 L(G) i per a tot marcatge amb un nombre de posicions

distingides igual o superior a N , existeix una factoritzaci�o z=uvwxy en qu�e:

1. El submot w t�e almenys una posici�o distingida.

2. Els submots v i x tenen, entre els dos, almenys una posici�o distingida.

3. El submot vwx t�e un m�axim de N posicions distingides.

4. Existeix una variable A 2 V tal que S

�

) uAy, A

�

) vAx i A

�

) w. I com a

conseq�u�encia d'aix�o, 8i > 0 uv

i

wx

i

y 2 L(G) .

Demostraci

�

o. Comencem recordant que la relaci�o entre l'al�c�aria d'un arbre i el seu

nombre de fulles �es exponencial de base igual a l'arietat m�axima de l'arbre. M�es conc-

retament, per a un arbre k-ari es t�e que, si l'al�c�aria �es h, aleshores el nombre de fulles

�es menor o igual que k

h

(la igualtat es d�ona quan l'arbre �es complet). Dit amb altres

paraules: si un arbre k-ari t�e un nombre de fulles m�es gran que k

h

, aleshores �es que l'arbre

t�e una al�c�aria m�es gran que h.

Demostrem a continuaci�o el lema d'Ogden. Sigui G = hV;�; P; Si una gram�ati-

ca incontextual qualsevol. Representem per H el nombre de variables de V i prenem

k = maxfj�j j X �! � 2 Pg. Aquest valor de k, que �es la longitud m�axima de les

parts dretes de les produccions de G, ens d�ona l'arietat m�axima dels arbres de derivaci�o

d'aquesta gram�atica. Prenem com a constant del lema d'Ogden N=k

H

+1. Sigui ara un

mot z2L(G) amb un marcatge qualsevol de N posicions o m�es. Considerem un arbre de

derivaci�o qualsevol de z segons la gram�atica G.

Com que aquest arbre cont�e moltes posicions distingides, segur que �es molt profund.

Aix�o es tradueix en el fet que almenys cont�e un cam�� C des de l'arrel �ns a les fulles

prou llarg perqu�e es repeteixin variables en determinats nodes. Dintre d'aquest cam��,

ens interessen nom�es els nodes �utils amb vista a la generaci�o de posicions distingides.

Anomenem aquests nodes punts de rami�caci�o i els de�nim com els nodes que tenen m�es

d'un �ll que o b�e �es distingit, o b�e t�e descendents distingits.

La de�nici�o d'aquest cam�� es pot fer mitjan�cant el procediment recursiu seg�uent: el

primer node de C �es l'arrel de l'arbre. Sigui n el darrer node considerat. Si aquest node �es

una fulla, aleshores ja hem acabat, altrament n �es un node intern de l'arbre de derivaci�o i,

en aquest cas, hem d'afegir a C un �ll de n que tingui un nombre m�axim de descendents

distingits i continuar recursivament en aquest punt.

Vegem ara quants punts de rami�caci�o ha de contenir com a m��nim aquest cam��. Per

construcci�o de C se satisf�a:

1. Cada punt de rami�caci�o conserva, com a m��nim, una proporci�o 1=k dels descendents

distingits que t�e el punt de rami�caci�o immediatament precedent.

2. Al llarg dels nodes intermedis entre dos punts de rami�caci�o consecutius el nombre

de descendents distingits es mant�e.
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Com que el node arrel t�e N=k

H

+1 o m�es descendents distingits, C ha de tenir, com

a m��nim,H+1 punts de rami�caci�o i, per tant, entre els H+1 darrers n'hi ha d'haver dos

que repeteixin variable. Sigui A aquesta variable i siguin n

1

i n

2

els punts de rami�caci�o,

amb n

2

el de profunditat major. Aquesta situaci�o ens d�ona una factoritzaci�o z=uvwxy

del mot original tal com est�a representat a la �gura 7.3.

A

A

n1

2n

u v w yx

S

z

Fig. 7.3 Factoritzaci�o del mot z en: u; v; w; x i y

D'aquesta factoritzaci�o �es clar que

S

�

) uAy, A

�

) vAx i A

�

) w .

Vegem �nalment que els submots satisfan les condicions que exigeix el lema:

1. El nombre de posicions distingides de w �es no nul ja que l'arrel del subarbre que el

genera �es el punt de rami�caci�o n

2

.

2. El nombre de posicions distingides de vx �es no nul ja que, des del punt de rami�caci�o

n

1

, es genera el submot vwx i, com que n

1

ha de tenir m�es d'un �ll amb descendents

distingits, aquests no poden estar concentrats tots en el submot w.

3. El nombre de posicions distingides de vwx �es menor o igual que N ja que el punt de

rami�caci�o n

1

, que �es l'arrel d'aquest subarbre, est�a entre els H + 1 m�es profunds.

�

De manera semblant a com passava amb el lema de bombament per a llenguatges regu-

lars, el lema d'Ogden descriu una condici�o necess�aria per�o no su�cient d'incontextualitat

i, per tant, necessitem treballar amb el contrarec��proc per demostrar la no-pertinen�ca de

determinats llenguatges a la fam��lia dels incontextuals.

Contrarrec

�

�proc. Si L �es un llenguatge que satisf�a la condici�o seg�uent:

\Per a tot natural N > 1 existeix un mot z2L i un marcatge � de N o m�es posicions

d'aquest mot tal que per a qualsevol factoritzaci�o z=uvwxy que satisfaci les condi-

cions jvwxj

�

6 N , jwj

�

> 1 i jvxj

�

> 1 existeix un natural i > 0 amb uv

i

wx

i

y 62L",

aleshores L no �es un llenguatge incontextual.
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Amb vista a la seva aplicaci�o en demostracions, ens interessar�a tenir formalitzada

aquesta condici�o de no-incontextualitat. Utilitzant la notaci�o introdu��da al comen�cament

d'aquesta secci�o es t�e

8N > 1 9z2L 9�2M(z) (jzj

�

> N ^ 8u; v; w; x; y ((z=uvwxy ^

jvwxj

�

6 N ^ jwj

�

> 1 ^ jvxj

�

> 1) ) 9i > 0 uv

i

wx

i

y 62L)) .

En cas que el marcatge considerat faci refer�encia a totes les posicions del mot, s'obt�e

un cas particular (m�es feble) del lema d'Ogden en el qual les consideracions sobre el

nombre de posicions distingides passen a ser consideracions sobre longituds en nombre

de s��mbols. Aquest resultat, anterior al Lema d'Ogden, �es degut a Bar-Hillel, Perles i

Shamir [BPS61].

Corol

.

lari (Lema de Bar-Hillel). Si L �es un llenguatge que satisf�a la condici�o

8N > 1 9z2L (jzj > N ^ 8u; v; w; x; y ((z=uvwxy ^

jvwxj 6 N ^ jwj > 1 ^ jvxj > 1) ) 9i > 0 uv

i

wx

i

y 62L)) ,

aleshores L no �es un llenguatge incontextual.

Vegem amb uns quants exemples l'aplicaci�o d'aquests lemes i quina relaci�o hi ha entre

la forma feble i la forma forta. Comencem per un cas que es pugui resoldre aplicant el

lema de Bar-Hillel.

Exemple 7.12 Considerem el llenguatge L = fa

n

b

n

c

n

j n > 0g. Donat un natural

N > 1 qualsevol, prenem el mot z = a

N

b

N

c

N

de longitud superior a N . Considerem

ara qualsevol factoritzaci�o z=uvwxy que compleixi les condicions del lema. Com que la

darrera a de z est�a a dist�ancia N + 1 de la primera c i jvwxj 6 N es t�e que el submot

vwx que inclou la part que s'ha de bombar no pot contenir alhora s��mbols a, b i c. Si hi

afegim que jvxj > 1, resulta que qualsevol bombament diferent de la unitat trencar�a la

igualtat entre el nombre de s��mbols a, b i c.

En detall, els diferents casos surten de considerar totes les possibilitats de situar els

submots per bombar v i x dintre de z: 1) Si vx 2 a

+

, aleshores, per a un bombament

i = 0, es t�e uv

0

wx

0

y = uwy 62 L ja que t�e menys a's que b's i c's. 2) Els dos casos,

vx 2 b

+

i vx 2 c

+

, es tracten manera an�aloga. 3) Si vx cont�e a's i b's, aleshores, per

a un bombament i= 0, es t�e uwy 62 L ja que t�e m�es c's que a's i b's. 4) El darrer cas

que es d�ona quan vx cont�e b's i c's es resol an�alogament. En conseq�u�encia, L no �es un

llenguatge incontextual.

La idea essencial per aplicar el lema de Bar-Hillel �es tenir en compte el fet que els

submots v i x no poden estar gaire separats l'un de l'altre (en concret, no m�es de N

s��mbols). A l'exemple anterior, hem apro�tat aquest fet per assegurar que el bombament

no podia afectar s��mbols a, b i c alhora.

El fet de marcar algunes posicions concretes de z utilitzant el lema d'Ogden permet

restringir el nombre de casos de bombament, ja que podem assegurar que almenys un dels

submots v i x ha d'estar localitzat en una zona concreta de z. De tota manera, perdem la

condici�o sobre la longitud m�axima del submot vwx que ten��em en el lema de Bar-Hillel,
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ja que ara nom�es estem autoritzats a suposar que el nombre de posicions distingides de

vwx (per�o no la seva longitud) �es menor o igual que N . Vegem-ho en un exemple.

Exemple 7.13 Considerem el llenguatge L= fa

i

b

j

c

k

j i 6 j 6 kg. Apliquem el lema

d'Ogden per demostrar que no �es un llenguatge incontextual. Sigui un natural N > 1

qualsevol. Elegim el mot z = a

N

b

N+1

c

N+2

2 L i el marcatge � = a

N

b

N+1

c

N+2

que

distingeix les N primeres posicions. Considerem qualsevol factoritzaci�o z= uvwxy que

compleixi les condicions del lema d'Ogden i vegem quins s�on els casos possibles per als

submots v i x.

El fet que jwj

�

> 1 obliga que v2a

�

. A m�es x ha de ser uniliteral, altrament prenem

un bombament i = 2 i tenim uv

2

wx

2

y 62 L ja que ni tant sols pertany a a

�

b

�

c

�

(per

exemple, si x cont�e a's i b's aleshores en uv

2

wx

2

y apareixer�a alguna b abans que alguna

a). Estudiem els casos que es presenten:

1. Si v= �, aleshores x2 a

+

i un bombament per i=2 produir�a uv

2

wx

2

y 62 L ja que

contindr�a un nombre de a's m�es gran o igual que el nombre de b's.

2. Si v2a

+

, aleshores apareixen quatre casos per al submot x. Si x=�, x2a

+

o x2c

+

,

triem com abans un bombament i=2 i podem assegurar que el mot uv

2

wx

2

y t�e un

nombre de a's igual o superior al nombre de b's. Finalment, si x2b

+

i triem tamb�e

i=2, es compleix que el mot uv

2

wx

2

y t�e un nombre de b's m�es gran o igual que el

nombre de c's i tampoc no pertany a L.

Posarem ara de manifest que el lema d'Ogden �es m�es fort i permet tractar m�es casos

que no el de Bar-Hillel, presentant l'exemple d'un llenguatge no incontextual sobre el qual

no �es aplicable el lema de Bar-Hillel i s��, en canvi, el d'Ogden.

Exemple 7.14 Considerem el llenguatge

L=fa

i

b

j

c

k

d

l

j i=0 _ j=k= lg .

Demostrarem que no podem aplicar a L el lema de Bar-Hillel. Observeu que L es pot

expressar com a reuni�o dels llenguatges disjunts

b

�

c

�

d

�

[ a

+

fb

n

c

n

d

n

j n > 0g .

En tenim prou a prendre N =2. Sigui z un mot qualsevol de L de longitud m�es gran o

igual que dos. Hi ha dos casos:

1. Si z2 b

�

c

�

d

�

, aleshores es tracta de triar una factoritzaci�o que permeti un bomba-

ment uniliteral (per exemple, v2 b

+

i x= � si el mot cont�e b's) i segur que, per a

tot i > 0, es t�e uv

i

wx

i

y2b

�

c

�

d

�

� L.

2. Si z 2 a

+

fb

n

c

n

d

n

j n > 0g, aleshores segur que podem triar una factoritzaci�o de

l'estil v= a i x= �. Si el nombre de a's de z �es superior a 1, aleshores, per a tot

i > 0, es t�e uv

i

wx

i

y 2 a

+

fb

n

c

n

d

n

j n > 0g � L. Si el mot z nom�es tenia una a,

aleshores, per al bombament i= 0, es t�e uwy 2 b

�

c

�

d

�

� L mentre que qualsevol

bombament positiu i > 1 d�ona uv

i

wx

i

y2a

+

fb

n

c

n

d

n

j n > 0g � L.

Exemple 7.15 Considerem el mateix llenguatge L que en l'exemple precedent. De-

mostrarem que no �es un llenguatge incontextual utilitzant el lema d'Ogden.
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Donat un natural qualsevol N > 1, prenem el mot z= ab

N

c

N

d

N

2 L i el marcatge

� = ab

N

c

N

d

N

de N posicions. Considerem ara qualsevol factoritzaci�o z = uvwxy que

compleixi les condicions del lema d'Ogden. Si v o x no s�on uniliterals, aleshores, per a

qualsevol bombament amb i > 2, es t�e uv

i

wx

i

y 62L ja que uv

i

wx

i

y 62a

�

b

�

c

�

d

�

. Si v i x

s�on uniliterals, aleshores per for�ca x2d

�

ja que si la x no contingu�es cap d, aleshores v

tampoc no contindria posicions distingides i, per tant, es tindria jvxj

�

=0.

1. Si x = �, aleshores v 2 d

+

i un bombament amb i = 0 produir�a uwy 62 L ja que

contindr�a el mateix pre�x no nul de a's per�o menys d's que b's i c's.

2. Si x2 d

+

, aleshores cal considerar les cinc possibilitats per a v. Si v= �, v2 a

+

o

v2d

+

, aleshores un bombament per i=2 ens assegura que el mot uv

2

wx

2

y continua

tenint un pre�x no nul de a's i un nombre de d's estrictament superior al nombre

de b's i c's. Els dos casos restants, v2b

+

i v2c

+

, es poden resoldre tamb�e amb un

bombament i= 2, ja que s'obtenen mots uv

2

wx

2

y que conserven un pre�x no nul

de a's i que tenen un nombre de d's estrictament superior al nombre de c's i b's,

respectivament.

7.3 Llenguatges inherentment ambigus

En aquesta secci�o posarem de manifest l'exist�encia de llenguatges incontextuals inherent-

ment ambigus. Veurem que el lema d'Ogden �es tamb�e una eina adequada per raonar sobre

l'ambig�uitat de les gram�atiques incontextuals i aix�o ser�a la base de la demostraci�o que el

llenguatge incontextual fa

i

b

j

c

k

j i= j _ j=kg, presentat a la secci�o 2.3 del cap��tol 2, �es

inherentment ambigu.

Proposici

�

o. El llenguatge L=fa

i

b

j

c

k

j i= j _ j=kg �es inherentment ambigu.

Demostraci

�

o. Sigui G= hV;�; P; Si una gram�atica incontextual qualsevol que generi

L. Sigui N

0

la constant del lema d'Ogden per a aquesta gram�atica. Considerem N el

m�axim entre N

0

i 3. A continuaci�o, provarem que existeixen dues derivacions diferents

del mot a

N+N !

b

N+N !

c

N+N !

2L per la gram�atica G. Dividim la demostraci�o en tres parts.

- Primera part

Considerem el mot z = a

N

b

N

c

N+N !

2 L i el marcatge � = a

N

b

N

c

N+N !

que en distingeix

les N primeres posicions. El lema d'Ogden ens assegura l'exist�encia d'una factoritzaci�o

z=uvwxy que satisf�a determinades condicions.

En primer lloc, pel fet que el submot w ha de contenir almenys una posici�o distingida,

�es necessari que u; v2a

�

.

En segon lloc, x no pot contenir dos s��mbols diferents ja que, en aquest cas, en

fer un bombament per i = 2, el mot resultant uv

2

wx

2

y no seria de a

�

b

�

c

�

i, per tant,

no pertanyeria a L. En conseq�u�encia, x ha de ser un mot de a

�

+ b

�

+ c

�

. Ara b�e,

x no pot ser de a

�

, ja que, en aquest cas, tindr��em vx = a

p

amb p > 1 i, per tant,

uv

2

wx

2

y = a

N+p

b

N

c

N+N !

62 L . Tampoc no es pot donar la possibilitat x 2 c

�

, ja que si

x=c

q

, aleshores necess�ariament v=a

p

, amb p > 1, perqu�e x no t�e cap posici�o distingida.

En aquest cas, un bombament per i=2 d�ona com a resultat uv

2

wx

2

y=a

N+p

b

N

c

N+N !+q

62L.

En conseq�u�encia, x 2 b

�

. Sigui x= b

q

, amb q 6 N , i sigui v = a

p

, amb p > 1. Amb

un bombament per i=2 obtenim uv

2

wx

2

y=a

N+p

b

N+q

c

N+N !

. Com que aquest mot ha de
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pert�anyer a L, i com que q 6=N !, ja que q 6 N i N > 3, resulta necess�ariament que p=q.

La factoritzaci�o que estem considerant �es, per tant, de la forma:

z = a

N�p�r

| {z }

u

a

p

|{z}

v

a

r

b

s

|{z}

w

b

p

|{z}

x

b

N�p�s

c

N+N !

| {z }

y

amb 1 6 p 6 N .

Sabem, per aplicaci�o del lema d'Ogden, que existeix una variable A2V associada a

aquesta factoritzaci�o tal que, per a tot i > 0, es t�e una derivaci�o del tipus

S

�

) uAy

�

) uv

i

wx

i

y 2 L .

Si prenem i=(N !=p) + 1 (valor sempre enter pel �tament de p), en resulta la derivaci�o

S

�

) a

N�p�r

Ab

N�p�s

c

N+N !

�

) a

N+N !

b

N+N !

c

N+N !

on la derivaci�o de la dreta correspon a

A

�

) a

N !+p+r

b

N !+p+s

.

- Segona part

Considerem ara el mot z

0

=a

N+N !

b

N

c

N

2L del qual en distingim les N darreres posicions.

Un raonament sim�etric al de l'apartat 1 ens portaria a establir l'exist�encia d'una derivaci�o

del tipus

S

�

) a

N+N !

b

N�p

0

�s

0

Bc

N�p

0

�r

0

�

) a

N+N !

b

N+N !

c

N+N !

on la derivaci�o de la dreta correspon a

B

�

) b

N !+p

0

+s

0

c

N !+p

0

+r

0

.

- Tercera part

Es tracta de demostrar que les dues derivacions del mot a

N+N !

b

N+N !

c

N+N !

2L, constru��des

a les parts primera i segona, no poden correspondre a un mateix arbre de derivaci�o i que,

per tant, la gram�atica G �es ambigua.

Suposem que les dues derivacions anteriors corresponguessin a un mateix arbre de

derivaci�o. Com que la variable A genera a's i b's per�o no c's i, en canvi, la variable B

genera b's i c's per�o no a's, els nodes interns de l'arbre corresponents a aquestes variables

no poden ser un d'ells antecessor de l'altre. Per tant, l'arbre considerat seria de la forma

representada a la �gura 7.4.

Per�o, en aquest cas, el nombre de s��mbols b generats ha de ser, com a m��nim,

N ! + p+ s + N ! + p

0

+ s

0

,

valor que �es for�cosament superior al total resultant de N + N !. Aquesta contradicci�o

invalida la suposici�o que les dues derivacions corresponen a un �unic arbre de derivaci�o.

�

Exercicis

7.1 Els llenguatges seg�uents s�on tots regulars. Doneu subconjunts no regulars de cadascun d'ells.

1. ((a+ b)

�

c)

�

(a+ b)

�

2. fw2fa ; bg

�

j jwj =

_

2g
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aN+N! cN+N!bN+N!

aN-p-r cN-p’-r’cN!+p’+r’bN!+p’+s’bN!+p+saN!+p+r

bN+N!

A B

S

Fig. 7.4 Les dues derivacions del mot a

N+N !

b

N+N !

c

N+N !

en un sol arbre

3. fxcy j x; y2fa ; bg

�

g

7.2 Demostreu que hi ha llenguatges incontextuals lineals que no s�on regulars.

7.3 Demostreu que els llenguatges seg�uents no s�on regulars:

1. El llenguatge de les expressions regulars sobre l'alfabet f�;+; �; (; );�;?; a; bg .

2. fa

i

b

j

c

k

j j = max(i;k)g

3. fa

i

b

j

j mcd(i;j) = 1g

4. fa

i

b

j

j i 6= j ^ i 6= 2jg

5. fa

i

b

j

c

k

j i 6= j _ j 6= kg

6. fa

i

b

j

c

k

d

l

j i = k _ j = lg

7. fw2 (a+ b+ c)

�

j jwj

a

6 jwj

b

_ jwj

a

6 jwj

c

g

8. fw2 (a+ b+ c)

�

j 9u; v2 (a+ b+ c)

�

w=uv ^ juj= jvj

2

g

9. fa

n

ww j n > 0 ^ w2 (a+ b)

�

g

10. fxcy j x; y2 (a+ b)

�

^ x

R

�es submot de yg

11. fxcy j x; y2 (a+ b)

�

^ (jxj < jyj _ jxj =

_

2)g

12. fxcy j x; y2 (a+ b)

�

^ (x = y _ jxj 6=

_

5)g

13. faba

2

ba

3

b � � �a

n�1

ba

n

b j n > 1g

14. fab

i

1

ab

i

2

� � �ab

i

n

j n > 1 ^ i

1

; : : : ; i

n

> 1 ^ (9j 1 6 j 6 n i

j

= j)g

7.4 Doneu un subconjunt in�nit i regular del llenguatge fww

R

j w2 (a+ b)

�

g. Demostreu que, en canvi,

cap subconjunt in�nit del llenguatge fwcw

R

j w2 (a+ b)

�

g no pot ser regular.

7.5 Sigui f una funci�o num�erica de�nida sobre els naturals. Preneu el llenguatge L = fa

n

b

f(n)

j n > 0g

i discutiu la seva regularitat en cadascun dels casos seg�uents:

1. f constant.

2. f constant per trams i de�nida nom�es per un nombre �nit de trams.

3. f bijectiva.

4. Imatge(f) �nit.

7.6 Siguin f i g dues funcions funcions num�eriques creixents de�nides sobre els naturals. Considereu

els dos llenguatges seg�uents, que suposarem regulars:
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A=fa

f(n)

j n > 0g i B=fa

g(n)

j n > 0g.

Considereu tamb�e els llenguatges

L

1

=fa

f(n)+g(n)

j n > 0g i L

2

=fa

f(n)�g(n)

j n > 0g.

Demostreu que L

1

ha de ser regular i doneu un contraexemple que provi que L

2

pot no ser-ho.

7.7 Siguin L

1

= fa

n

2

j n > 0g i L

2

= fa

2

n

j n > 0g dos llenguatges de�nits sobre l'alfabet uniliteral

�=fag.

1. Demostreu que L

1

i L

2

no s�on regulars.

2. Demostreu que L

1

i L

2

no s�on incontextuals.

7.8 En el sup�osit de considerar nom�es alfabets � uniliterals, demostreu les dues a�rmacions seg�uents:

1. El lema de bombament de Bar-Hillel �es una condici�o necess�aria i su�cient de regularitat.

2. Per a tot llenguatge L sobre �, L �es incontextual si i nom�es si L �es regular.

7.9 Demostreu la versi�o seg�uent, m�es potent, del lema de bombament dels llenguatges regulars:

Lema. Si L �es un llenguatge regular, aleshores

9N > 0 8w2L 8w

1

; w

2

; w

3

2�

�

(w=w

1

w

2

w

3

^ jw

2

j=N ) =) 9x; y; z2�

�

w

2

=xyz ^ jyj > 1 ^ (8i > 0 w

1

xy

i

zw

3

2L).

Es demana:

1. Utilitzeu el lema per demostrar directament la no-regularitat del llenguatge

frr

R

s j r; s2fa ; bg

�

g.

2. Demostreu que el lema de Bar-Hillel es dedueix de l'anterior.

7.10 Demostreu que els llenguatges seg�uents no s�on incontextuals:

1. fw2 (a+ b+ c)

�

j jwj

a

= jwj

b

= jwj

c

g

2. fww j w2 (a+ b)

�

g

3. fa

i

b

j

j j = i

2

g

4. fa

i

b

i

c

j

j i 6= jg

5. fa

i

b

j

c

k

j i 6= j ^ j 6= kg

6. fa

i

b

j

c

k

j i 6= j ^ j 6= k ^ i 6= kg

7. fa

i

b

j

c

k

j j = max(i;k)g

8. fa

i

b

j

c

i

d

j

j i; j > 1g

7.11 Demostreu el lema de bombament seg�uent per a llenguatges lineals:

Lema de bombament. Si L �es un cfl lineal, llavors

9N > 0 8z2L jzj > N =) 9u; v; w; x; y z=uvwxy ^ juvxyj 6 N

^ jvxj > 1 ^ (8i > 0 uv

i

wx

i

y2L):

7.12 Demostreu, per aplicaci�o del lema de bombament precedent, que els llenguatges de�nits als exerci-

cis 2.8 i 2.9 no s�on lineals.
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Cap��tol 8 Aut�omats amb pila

8.1 Introducci�o

En aquest cap��tol presentarem un nou model de computaci�o: l'aut�omat amb pila o pda (de

l'angl�es push-down automaton). Informalment, un pda �es un aut�omat �nit que disposa

d'una mem�oria amb estructura de pila on emmagatzema s��mbols de treball. La utilitzaci�o

d'aquesta pila permet als pda fer determinats comptatges i comparacions sobre els mots

d'entrada i, en general, possibilita guardar m�es informaci�o que la que estrictament es

pot codi�car en els estats d'un aut�omat �nit. Un pda, com el que est�a representat

esquem�aticament a la �gura 8.1, �es doncs un model reconeixedor amb un control �nit i

una mem�oria potencialment in�nita.

control finit
d’estats pila

mot d’entrada

Fig. 8.1 Esquema d'un aut�omat amb pila

Comen�carem, com al cap��tol 4, de�nint el model determinista, que posteriorment es-

tendrem al cas indeterminista. Veurem que, en la seva versi�o indeterminista, els pda s�on

equivalents a les cfgs i que, per tant, suposen una manera alternativa de caracteritzar la

fam��lia dels llenguatges incontextuals. D'altra banda, els pda deterministes constitueixen

una eina e�cient d'an�alisi sint�actica per a una extensa gamma de llenguatges incontex-

tuals i s�on molt importants en l'�area de la compilaci�o de llenguatges de programaci�o.

Els pdadeterministes, per�o, caracteritzen nom�es un subconjunt estricte dels llenguatges

incontextuals. De tota manera, aquesta fam��lia �es prou �amplia per abastar la de�nici�o

dels llenguatges de programaci�o habituals.

Conv�e advertir al lector que, per tal de no carregar excessivament el text, les demostra-

cions corresponents a l'equival�encia entre gram�atiques incontextuals i aut�omats amb pila

han estat despla�cades en forma d'annexos al �nal del cap��tol. Remarquem, tamb�e, que

la demostraci�o de la propietat de tancament dels dcfl respecte de la complementaci�o �es

presentada nom�es en l��nies generals, sense incidir en els aspectes m�es t�ecnics que poden
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di�cultar la comprensi�o d'una construcci�o conceptualment senzilla.

8.2 Aut�omats amb pila deterministes

Un aut�omat amb pila determinista (abreujadament un dpda, de l'angl�es deterministic

push-down automaton) �es una estructura de la forma

M= hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i ,

els components de la qual es de�neixen a continuaci�o

- Q �es un conjunt �nit no buit d'estats.

- � �es un alfabet (anomenat d'entrada).

- � �es un alfabet (anomenat de pila).

- � �es la funci�o de transici�o que de�nirem tot seguit.

- q

0

2Q �es l'estat inicial.

- Z

0

2� �es el s��mbol de fons de pila.

- F � Q �es el conjunt d'estats acceptadors.

La funci�o de transici�o �es una aplicaci�o de la forma

�:Q� (� [ f�g)� � �! Q� �

�

,

que �es parcial, �es a dir que no est�a necess�ariament de�nida per a tots els punts del conjunt

de partida. Satisf�a, a m�es, la condici�o seg�uent, anomenada condici�o de determinisme: per

a tot estat p i tot s��mbol de pila Z, si �(p; �; Z) est�a de�nida, aleshores �(p; a; Z) no ho

est�a per a cap s��mbol a de �.

Expressarem les transicions �(p; a; Z) = (q; �) en la forma Zpa ` �q,

1

on els tres

components del domini de de�nici�o apareixen simplement concatenats, sense cap separaci�o

entre ells. La funci�o de transici�o es pot veure, per tant, com un subconjunt �nit del

producte cartesi�a

�Q(� [ f�g)� �

�

Q ,

que compleix unes condicions determinades.

Els criteris de notaci�o que farem servir s�on coherents amb els que hem donat en els

cap��tols precedents. Usarem les darreres lletres min�uscules de l'alfabet llat�� (� � � w, x, y,

z) per representar els mots sobre �, les maj�uscules llatines (A, B, ..., Z) per representar

els s��mbols de l'alfabet de pila i les lletres gregues min�uscules (�, �, , : : : , !) per

representar els mots sobre l'alfabet de pila � . A m�es, per evitar confusions, procurarem

que els alfabets d'entrada i de pila siguin disjunts.

De manera semblant als aut�omats �nits, els aut�omats amb pila es poden descriure

mitjan�cant diagrames de transicions. Es tracta de grafs dirigits que tenen per v�ertexs els

estats de l'aut�omat i tals que cada transici�o de la forma Zpa ` �q est�a representada per un

arc que va de l'estat p a l'estat q, etiquetat amb Zaj� (vegeu la �gura 8.2). L'estat inicial

el representarem amb una etxa que hi incideix i els estats acceptadors els identi�carem

amb una creueta.

1

Aix�o ens permetr�a, com veurem m�es endavant, expressar una seq�u�encia de transicions d'un pda com l'aplicaci�o d'un

conjunt de regles de reescriptura.
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Za α|p q

Fig. 8.2 Una transici�o Zpa ` �q

Exemple 8.1 La �gura 8.3 representa un dpda de dos estats fq

0

; q

1

g, que t�e per estat

acceptador l'estat q

0

, per alfabet d'entrada els s��mbols a i b i per alfabet de pila els

s��mbols A, B i Z

0

.

| λ
λ|

| AA
| BB

aA
bB
aB
bA

q0 q1

Z0 Z0| Aa
Z0 Z0| Bb

Z0Z0 |

Fig. 8.3 Un aut�omat amb pila determinista

Observeu que la funci�o de transici�o del dpda precedent �es parcial |per exemple,

no est�a de�nida en (q

0

; a; A)| i que compleix la condici�o de determinisme exigida: com

que est�a de�nida en (q

1

; �; Z

0

), aleshores no est�a de�nida en (q

1

; a; Z

0

) ni en (q

1

; b; Z

0

).

El funcionament d'un dpda es pot descriure de la manera seg�uent: el control de

l'aut�omat comen�ca en l'estat inicial amb el s��mbol Z

0

com a �unic element de la pila

i, a partir d'aquest moment, llegeix un a un i d'esquerra a dreta els s��mbols del mot

d'entrada, canviant d'estat i modi�cant el contingut de la pila segons que indiqui la

funci�o de transici�o. Cada pas del c�alcul dep�en �unicament de l'estat actual, del s��mbol

llegit en el mot d'entrada i del s��mbol del cim de la pila. La transici�o corresponent indica

quin ha de ser el nou estat i quin ha de ser el mot que s'ha d'afegir a la pila una vegada

eliminat el s��mbol del cim. En la notaci�o Zpa ` �q, p �es l'estat actual, q el nou, a el

s��mbol llegit de l'entrada, Z el s��mbol del cim de la pila i � el mot que s'afegeix a la pila,

llegit de baix cap a dalt.

2

Una vegada llegit tot el mot de l'entrada, aquest �es acceptat

si i nom�es si s'accedeix a algun estat acceptador. Si en un moment donat del c�alcul la

funci�o de transici�o es troba inde�nida i queden s��mbols de l'entrada davant o a la dreta

del cap�cal, l'aut�omat s'atura i rebutja el mot d'entrada.

La de�nici�o que hem donat de la funci�o de transici�o d'un dpda admet transicions

de la forma Zp� ` �q (que escriurem Zp ` �q). Aquestes transicions, que anomenem

�-transicions, tenen la particularitat de permetre un canvi d'estat i de contingut de la pila

sense consumir cap s��mbol del mot d'entrada. Observeu que l'indeterminisme que podria

apar�eixer a cada pas de c�alcul, per la tria de llegir o no un nou s��mbol del mot d'entrada,

�es eliminat per la condici�o exigida a la funci�o de transici�o que for�ca que nom�es es pugui

realitzar una �-transici�o quan cap altra opci�o no �es possible. M�es endavant discutirem la

necessitat i les implicacions d'aquestes �-transicions.

2

Conv�e advertir que hi ha textos que segueixen la convenci�o contr�aria: el s��mbol de m�es a l'esquerra de � �es el de la

part superior de la pila.
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Llenguatge reconegut per un DPDA

Per caracteritzar formalment el llenguatge associat a un aut�omat amb pila determinista

M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i qualsevol, necessitem de�nir primer els conceptes de con�gu-

raci�o i de transici�o directa entre con�guracions.

Definici

�

o. Anomenem con�guraci�o (o descripci�o instant�ania) tot mot �px 2 �

�

Q�

�

,

on p representa l'estat actual, x el su�x de l'entrada compr�es entre el s��mbol que est�a

llegint el cap�cal i l'extrem dret, i �2�

�

el contingut de la pila, llegit de baix cap a dalt.

Definici

�

o. Diem que existeix una transici�o directa (o un pas directe) d'una con�guraci�o

px a una altra 

0

qx

0

, i ho representem per px `

{

M



0

qx

0

(o simplement per px ` 

0

qx

0

quan M estigui sobreent�es) quan existeix a2� [ f�g tal que x=ax

0

, existeixen Z 2� i

�; �2�

�

tals que =�Z , 

0

=�� i la funci�o � cont�e la transici�o Zpa ` �q.

En altres paraules, el pas directe de la con�guraci�o �Zpax

0

a la con�guraci�o ��qx

0

,

utilitzant la transici�o Zpa ` �q, no �es res m�es que reescriure el submot Zpa de la primera

con�guraci�o en �q per tal d'obtenir la segona. La �gura 8.4 representa esquem�aticament

una transici�o directa.

p

x’

α

a

Z q

x’

α

β

Fig. 8.4 Transici�o directa de la con�guraci�o �Zpax

0

a la con�guraci�o ��qx

0

En tant que ` �es una relaci�o entre parells de con�guracions, podem considerar el seu

tancament reexiu i transitiu, el qual representarem per `

{

�

. Aix��, diem que k `

{

�

k

0

si

es pot passar de la con�guraci�o k a la con�guraci�o k

0

en zero o m�es passos de transici�o

directa. En altres paraules, sempre que existeixin k

0

, k

1

, ..., k

n

con�guracions interm�edies

tals que

k = k

0

` k

1

` � � � ` k

n�1

` k

n

= k

0

.

Utilitzarem la notaci�o k `

{

n

k

0

per representar el pas de la con�guraci�o k a la con�guraci�o

k

0

en exactament n transicions directes. Estem ja en condicions de de�nir el llenguatge

reconegut per un aut�omat amb pila determinista.

Definici

�

o. Donat un dpda M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i qualsevol, s'anomena llenguatge

reconegut per aquest aut�omat, i es representa per L(M), el conjunt dels mots que permeten

passar de la con�guraci�o inicial a una con�guraci�o amb estat acceptador despr�es d'haver

consumit tots els s��mbols del mot d'entrada. Formalment,

L(M) = fw2�

�

j 9�2�

�

9q2F Z

0

q

0

w `

{

�

�qg .

Definici

�

o. Anomenarem llenguatge incontextual determinista, abreujadament dcfl,

qualsevol llenguatge reconegut per un dpda. Representarem per DCFL la fam��lia dels

dcfl.
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Veuremm�es endavant, en aquest mateix cap��tol, la justi�caci�o d'aquesta denominaci�o,

�es a dir, que els dcfl s�on tots ells cfl. A continuaci�o presentem alguns exemples de dcfl

i la seva caracteritzaci�o via dpda.

Exemple 8.2 L'aut�omat amb pila donat a l'exemple 8.1 reconeix el llenguatge dels

mots de fa ; bg

�

que tenen el mateix nombre de s��mbols a i b. El seu funcionament �es

molt senzill: els s��mbols A i B de l'alfabet de pila s'associen, respectivament, als s��mbols

a i b de l'entrada, i el contingut de la pila reecteix, a cada pas de c�alcul, la difer�encia

de s��mbols a i b del mot d'entrada que han estat llegits �ns a aquest moment. L'estat q

0

correspon als pre�xos amb el mateix nombre de a's i b's i, per tant, �es estat acceptador,

mentre que l'estat no acceptador q

1

correspon als pre�xos en qu�e el nombre de a's i b's �es

diferent. La gesti�o de la pila en l'estat q

1

�es la seg�uent: si hi ha super�avit de a's (apareix

un s��mbol A al cim de la pila), noves a's incrementen aquest super�avit (s'afegeixen m�es

s��mbols A a la pila) i noves b's el decrementen (s'eliminen A's de la pila). En cas de

super�avit de b's (el cim de la pila �es un s��mbol B), el comportament �es el sim�etric. Es

retorna a q

0

cada vegada que el comptador de a's i b's s'iguala (apareix Z

0

al cim de la

pila); per tant, el mot d'entrada acabar�a la seva computaci�o en q

0

{i ser�a acceptat{ si i

nom�es si t�e tantes a's com b's .

Exemple 8.3 Considerem el llenguatge fwcw

R

j w2 (a + b)

�

g sobre l'alfabet fa; b; cg.

La �gura 8.5 representa un dpda sense �-transicions que el reconeix.

λ|aA
| λbB

λ|aA’
| λB’b

| ABaB
A’|bA’ B

|bB’ BB’
| ABbA

BBb |B

A’|A’c
|cB’ B’
|c AA

c B|Bq0 q1 q2

A’|A’a A
B’|a AB’

|a AAA

Z0 Z0| A’a
Z0Z0 |b B’

Z0Z0 |c

Fig. 8.5 dpda que reconeix el llenguatge fwcw

R

j w2 (a+ b)

�

g

La funci�o de transici�o d'aquest mateix aut�omat, expressada en forma de regles de

reescriptura, es troba a la taula 8.1.

Taula 8.1 Taula de transicions del dpda de la �gura 8.5

Z

0

q

0

a ` Z

0

A

0

q

0

Z

0

q

0

b ` Z

0

B

0

q

0

Z

0

q

0

c ` Z

0

q

2

A

0

q

0

a ` A

0

Aq

0

A

0

q

0

b ` A

0

Bq

0

A

0

q

0

c ` A

0

q

1

Aq

0

a ` AAq

0

Aq

0

b ` ABq

0

Aq

0

c ` Aq

1

B

0

q

0

a ` B

0

Aq

0

B

0

q

0

b ` B

0

Bq

0

B

0

q

0

c ` B

0

q

1

Bq

0

a ` BAq

0

Bq

0

b ` BBq

0

Bq

0

c ` Bq

1

A

0

q

1

a ` q

2

Aq

1

a ` q

1

B

0

q

1

b ` q

2

Bq

1

b ` q

1
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La idea b�asica del funcionament de l'aut�omat �es que emmagatzema a la pila el pre�x

w del mot de l'entrada i despr�es de consumir el s��mbol c compara, s��mbol a s��mbol, el

contingut de la pila amb el su�x w

R

que queda per llegir. L'aut�omat accepta quan, despr�es

de consumir tot el mot de l'entrada, a la pila nom�es hi queda el s��mbol de fons Z

0

. Per

exemple, a continuaci�o presentem la seq�u�encia de con�guracions que porten l'aut�omat

descrit a acceptar el mot w=abacaba. Observeu que hem subratllat els submots que es

reescriuen a cada pas.

Z

0

q

0

abacaba ` Z

0

A

0

q

0

bacaba ` Z

0

A

0

Bq

0

acaba ` Z

0

A

0

BAq

0

caba

` Z

0

A

0

BAq

1

aba ` Z

0

A

0

Bq

1

ba ` Z

0

A

0

q

1

a ` Z

0

q

2

i el mot �es acceptat, ja que q

2

2F .

�

Es interessant assenyalar que el fet de marcar de manera especial el primer s��mbol

que guardem a la pila (A

0

o B

0

) possibilita la construcci�o de l'aut�omat sense utilitzar �-

transicions, ja que permet anticipar en un pas el coneixement que no queden m�es s��mbols

�utils a la pila i passar a l'estat acceptador consumint justament el darrer s��mbol del mot

d'entrada i no despr�es amb una �-transici�o. Amb la mateixa idea es podria construir un

dpda sense �-transicions equivalent al de l'exemple 8.1.

A la vista de l'exemple precedent, ens podem preguntar si �es sempre possible evitar

les �-transicions en els dpda, ja que en tal cas aquestes serien sup�erues. La resposta �es

negativa. Podem constatar-ho a l'exemple seg�uent.

Exemple 8.4 Sigui el llenguatge fa

n

b

m

1c

n

j n;m > 1g [ fa

n

b

m

2c

m

j n;m > 1g sobre

l'alfabet �=fa; b; c; 1; 2g. L'aut�omat de la �gura 8.6 �es un dpda que el reconeix.

Ab AB|

| BBbB

λ|cA

λ|cA

| λcB

| AAaA
Z0 Z0 A|a

Z0 | λ

| λB

| λA

q

q

q

q

q1

3

2

6

q

5

4

λ

| B

|B1

2B

Fig. 8.6 dpda que reconeix fa

n

b

m

1c

n

j n;m > 1g [ fa

n

b

m

2c

m

j n;m > 1g

El dpda presentat funciona b�asicament de la manera seg�uent: els estats q

1

i q

2

s'utilitzen per memoritzar la quantitat de s��mbols a i b que hi ha al principi del mot

d'entrada (guardant els s��mbols auxiliars corresponents A i B a la pila) i per for�car que

l'ordre sigui correcte (primer les a's i despr�es les b's). El s��mbol 1 o 2 que es llegeix a

continuaci�o determina un dels dos possibles camins a seguir sobre l'aut�omat: un a trav�es

dels estats q

3

, q

5

i q

6

(per als mots de la forma a

n

b

m

1c

n

) i l'altre a trav�es dels estats q

4

i

q

6

(per als mots de la forma a

n

b

m

2c

m

). En el primer cas, es desapilen amb �-transicions

els s��mbols B que han quedat damunt la pila i que han passat a ser in�utils a l'efecte de

comptatge (estat q

3

) i despr�es es comprova que hi ha tantes c's a l'entrada com s��mbols

A a la pila (estat q

5

). En el segon cas, el comptatge dels s��mbols c es pot fer directament,

ja que cal aparellar-los amb els s��mbols B del cim de la pila (estat q

4

). En qualsevol dels
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dos casos, es fa una �-transici�o cap a l'estat acceptador quan el comptatge acaba tenint

�exit.

Observeu que els parells d'estats q

1

, q

2

i q

3

, q

5

es poden agrupar en sengles estats

�unics. No ho hem fet per preservar la claredat i la connexi�o entre la idea del disseny de

l'aut�omat i el paper que juga cadascun dels estats. Observeu tamb�e que, en l'acceptaci�o

dels mots del tipus a

n

b

m

2c

m

, el dpda constru��t no es preocupa de buidar els s��mbols A

que han quedat al fons de la pila, producte del processament inicial del pre�x a

n

. Aix�o

no t�e cap import�ancia, perqu�e el criteri d'acceptaci�o que hem de�nit nom�es t�e en compte

l'estat d'acabament i no el contingut �nal de la pila.

Si mirem detingudament el llenguatge de l'exemple 8.4, ens convencerem que les

�-transicions s�on inevitables. La clau del problema rau en el fet que el s��mbol (1 o 2)

que ens permet decidir si estem esperant un mot de la forma a

n

b

m

1c

n

o b�e a

n

b

m

2c

m

no

apareix �ns despr�es d'haver llegit el primer grup de a's i b's i, per tant, obliga a guardar

en la pila els s��mbols B corresponents a les b's per si es tract�es del segon cas (podeu

comprovar que, en canvi, el llenguatge fa

n

1b

m

c

n

j n;m > 1g[fa

n

2b

m

c

m

j n;m > 1g s�� que

pot ser reconegut per un dpda sense �-transicions). Per tant, el model de dpda amb �-

transicions pot recon�eixer un conjunt de llenguatges m�es gran que no pas el mateix model

sense aquestes transicions buides. Aquesta caracter��stica i el fet que el model conserva

totes les propietats que fan del dpda una eina �util i e�cient en el camp de la compilaci�o

en justi�quen la introducci�o.

L'exist�encia de les �-transicions t�e com a conseq�u�encia que un dpda pot entrar en

bucle sense consumir s��mbols del mot d'entrada. Si el bucle es produeix abans d'haver

llegit completament l'entrada, aquesta entrada no �es acceptada, si ens atenim a la de�nici�o

d'acceptaci�o. Per�o un mot pot ser acceptat encara que l'aut�omat no s'aturi. N'hi ha prou

que, un cop llegit enterament, l'aut�omat accedeixi a algun estat acceptador, ja sigui

abans d'entrar en un bucle de �-transicions, ja sigui a dins mateix del bucle. Observeu

que aquesta situaci�o �es impossible en el model d'aut�omat �nit

3

, ja que un dfa efectua

exactament tants passos de transici�o com s��mbols tingui el mot d'entrada �ns a aturar-se

en un estat d'acceptaci�o o de rebuig. Per tant, el seu cost �es sempre lineal respecte de la

llargada de l'entrada.

M�es endavant, en tractar les propietats dels dcfl, veurem que, afortunadament,

aquests bucles de �-transicions s�on detectables i evitables de manera algor��smica.

Un altre fet interessant d'observar a l'exemple 8.4 precedent �es que el s��mbol 1 o 2 que

apareix en els mots del llenguatge �es el que converteix en determinista el llenguatge en

q�uesti�o. Es pot demostrar que, en canvi, no existeix cap dpda que reconegui el llenguatge

fa

n

b

m

c

n

j n;m > 1g [fa

n

b

m

c

m

j n;m > 1g. Informalment, aix�o prov�e del fet que els mots

d'aquest llenguatge no tenen cap caracter��stica que permeti distingir, en algun moment

del c�alcul, si el mot de l'entrada ha de ser del tipus a

n

b

m

c

n

o b�e del tipus a

n

b

m

c

m

. Aix�o

obliga a considerar indetermin��sticament les dues possibilitats i a disposar, per tant, d'un

model indeterminista de pda.

3

Ens referim al model d'aut�omat�nit deterministaunidireccional. M�es endavant, al cap��tol 9, veurem que els aut�omats

�nits bidireccionals tamb�e poden entrar en bucle.
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8.3 Aut�omats amb pila indeterministes

El model indeterminista d'aut�omat amb pila que presentarem en aquesta secci�o �es un

recurs conceptual que t�e l'inter�es te�oric de ser equivalent al model de gram�atica in-

contextual i, per tant, de caracteritzar la fam��lia dels llenguatges incontextuals. Els

dpda s�on un cas particular d'aquests aut�omats amb pila indeterministes, per�o no s�on

models equivalents, ja que la fam��lia dels dcfl �es un subconjunt estricte de la fam��lia

dels cfl. En aquest sentit, veurem que un llenguatge clarament incontextual com ara

fa

n

b

m

c

n

j n;m > 1g [ fa

n

b

m

c

m

j n;m > 1g, que hem vist al �nal de la secci�o anterior, i

que no �es dcfl, s�� que �es reconegut per un aut�omat amb pila indeterminista.

Definici

�

o. Un aut�omat amb pila indeterminista (abreujadament npda, de l'angl�es,

non-deterministic push-down automaton) �es un tuple de set components

M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i ,

on Q, �, � , q

0

, Z

0

i F tenen el mateix signi�cat que en la de�nici�o dels dpda, per�o ara

la funci�o de transici�o � �es qualsevol subconjunt �nit del producte cartesi�a

�Q(� [ f�g)� �

�

Q .

Es de�neixen els conceptes de con�guraci�o i transici�o entre con�guracions exacta-

ment igual que en el cas determinista. Observeu que l'�unica difer�encia respecte del model

determinista �es que ara una con�guraci�o pot anar seguida directament de diferents con-

�guracions. Finalment, el llenguatge reconegut per un npda �es tamb�e el conjunt de

mots que permeten passar de la con�guraci�o inicial a una con�guraci�o amb estat accepta-

dor despr�es d'haver-se consumit tots els s��mbols. Formalment, donat un npda qualsevol

M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i, s'anomena llenguatge reconegut per aquest aut�omat, i es re-

presenta per L(M), el conjunt

L(M) = fw 2 �

�

j 9�2�

�

9q2F Z

0

q

0

w `

{

�

�qg .

La idea d'indeterminisme presentada �es la mateixa que ja hem vist al cap��tol 4

d'aut�omats �nits. Intu��tivament, un pda indeterminista accepta un mot w quan exis-

teix un cam�� acceptador, �es a dir, una seq�u�encia de tries que condueixen, al llarg del

proc�es del mot en q�uesti�o, des de la con�guraci�o inicial a una con�guraci�o acceptadora.

L'aut�omat rebutja el mot w quan cap de les tries possibles, al llarg del proc�es de w, no

porta a una con�guraci�o acceptadora. Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 8.5 Considerem el llenguatge dels mots pal��ndroms de longitud parella,

fww

R

j w2(a + b)

�

g. La �gura 8.7 �es un npda que el reconeix.

| ABaB
| ABbA
| BBbB

λ|aA

| λbB

| λBb
| λaA

| AaA A

|a Z0Z0 A
Z0 |b Z0 B

Z0 | λ

Z0 | λ
21 3

Fig. 8.7 npda que reconeix fww

R

j w 2 (a+ b)

�

g
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Observeu que en aquest aut�omat el car�acter indeterminista de la funci�o de transici�o

ve donat pels parells de transicions seg�uents:

A1a ` AA1; A1a ` 2

| {z }

i B1b ` BB1; B1b ` 2

| {z }

.

El seu funcionament �es molt semblant al de l'aut�omat de la �gura 8.5. Per acceptar un

mot, cal llegir i apilar w s��mbol a s��mbol i, un cop arribats a la meitat del mot, llegir

w

R

comparant-lo amb el que tenim a la pila, mentre es va desapilant. El punt clau aqu��

�es com es determina aquesta meitat que marca el canvi de comportament de l'aut�omat.

L'indeterminisme es pot veure com un ajut extern que indica en quin moment l'aut�omat

ha de comen�car a desapilar. Aquest fet �es impossible de decidir de manera determinista

sense dotar l'aut�omat d'altres recursos, com ara la possibilitat de fer recular el cap�cal, o

la de permetre-li posar marques als s��mbols de l'entrada.

Exemple 8.6 Sigui el llenguatge fa

n

b

m

c

n

j n;m > 1g[fa

n

b

m

c

m

j n;m > 1g , esmentat

anteriorment. A la �gura 8.8 es representa un npda que el reconeix.

Ab A|

λ|cA

λ|cAAb A|

| λcB

| AAaA

| λcB

q3

q2 q4

q6
q1

|a Z0Z0 A

|a Z0Z0

Z0 |b Z0 B
|a Z0Z0

| BBBb

Z0 | λ

Z0 | λ
q5

Fig. 8.8 npda que reconeix fa

n

b

m

c

n

j n;m > 1g [ fa

n

b

m

c

m

j n;m > 1g

El graf d'estats descriu b�asicament dos camins possibles per arribar a l'estat accep-

tador: un a trav�es dels estats q

1

, q

3

, q

5

i q

6

, per acceptar els mots de la forma a

n

b

m

c

n

,

i l'altre seguint els estats q

1

, q

2

, q

4

i q

6

, per acceptar els mots de la forma a

n

b

m

c

m

. La

tria indeterminista entre aquests dos camins es fa en l'estat q

1

amb el primer s��mbol del

mot d'entrada. En qualsevol dels dos casos, la seq�u�encia d'estats i el tipus de transicions

garanteixen l'ordre dels s��mbols i el seu nombre m��nim, �es a dir, mots de a

+

b

+

c

+

. Fi-

nalment, la pila s'utilitza per comptar el mateix nombre de a's i c's en el primer cam�� i

el mateix nombre de b's i c's en el segon.

Remarquem que, a difer�encia dels dpda, els npda poden prescindir de les �-transi-

cions sense perdre pot�encia de c�alcul. La demostraci�o d'aix�o, que deixem per al lector,

no �es dif��cil.

Exemple 8.7 L'aut�omat de la �gura 8.9 �es un npda sense �-transicions que reconeix

el llenguatge fa

n

b

m

1c

n

j n;m > 1g [ fa

n

b

m

2c

m

j n;m > 1g, presentat a l'exemple 8.4

com a prototipus de dcfl que no pot ser reconegut per cap dpda sense �-transicions.

Podeu comparar aquest aut�omat amb el dpda que apareix a la �gura 8.6.
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λ|cA

| λcB

q3

q2 q4

q6
q1

| AAaA
| A’aA’ A
|a Z0Z0 A’

A|bA
A’|A’b

A|bA
A’|A’b

|a Z0Z0

Z0 |b Z0 B’

| BBBb
| B’bB’ B

|a Z0Z0

| A’1A’
A|1A

|B’2 B’
|2B B

λ|cA’

λ|cB’

q5

Fig. 8.9 npda sense �-transicions

8.4 Equival�encia entre aut�omats amb pila

i gram�atiques incontextuals

En aquesta secci�o veurem que els aut�omats amb pila indeterministes i les gram�atiques

incontextuals caracteritzen la mateixa fam��lia de llenguatges. Una conseq�u�encia d'aquest

resultat �es que, at�es que tot dpda �es un cas particular de npda, els dcfl s�on efectivament

cfl (com el seu nom suggeria). Farem la demostraci�o en dos passos: en primer lloc,

demostrarem que a tota cfg li correspon un npda que reconeix el llenguatge generat per

ella, i despr�es provarem la correspond�encia inversa. En ambd�os casos, explicitarem les

construccions involucrades.

Construcci�o d'un NPDA a partir d'una CFG

Informalment, el npda resultant d'aquesta construcci�o concentra tot el proc�es en un

�unic estat i utilitza la pila per fer un recorregut, en preordre (top-down), d'un arbre de

derivaci�o seguint les produccions de la gram�atica. L'indeterminisme del pda ser�a essencial

per poder optar entre les diferents produccions de la gram�atica que s�on aplicables a cada

pas. Si algun dels camins possibles porta l'aut�omat a reproduir en la pila el recorregut

d'un arbre de derivaci�o del mot d'entrada, aleshores el mot �es acceptat, altrament �es

rebutjat. L'alfabet de pila ha de contenir, per tant, variables i s��mbols terminals de la

gram�atica. Precisament, el tipus de s��mbol que apareix al cim de la pila determina, a cada

pas del c�alcul, el comportament que ha de seguir l'aut�omat: 1) Si el cim de la pila �es una

variable X, l'aut�omat ha de tenir un cam�� possible per cada producci�o de la gram�atica

del tipus X! �. Escollir-ne un signi�ca fer una �-transici�o que substitueixi, a la pila,

la variable X per la part dreta de la producci�o, �. 2) Si el cim de la pila �es un s��mbol

terminal a, l'aut�omat ha de veri�car que sigui igual al s��mbol en curs del mot d'entrada i

avan�car el cap�cal de lectura cap al s��mbol seg�uent. Calen, doncs, dos tipus de transicions:

unes per reectir aquesta tria entre les diferents produccions aplicables (indeterminisme) i

unes altres per comprovar que el mot que es va construint a la pila coincideix exactament

amb el de l'entrada. Finalment, la condici�o d'acceptaci�o �es que l'aut�omat hagi consumit

tots els s��mbols de l'entrada i a la pila hi resti �unicament el s��mbol Z

0

, �es a dir, que

algun dels camins possibles hagi perm�es reproduir, a la pila, un arbre de derivaci�o del

mot d'entrada. Formalitzem aquestes idees.
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Donada una gram�atica incontextual G = hV;�; P; Si qualsevol, de�nim el npda

M

G

= hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; ffgi , on

- Q = fq

0

; p; fg. El conjunt d'estats est�a format per un estat inicial, un estat acceptador

i un estat que anomenarem de proc�es.

- � = � [ V [ fZ

0

g on Z

0

62V [� . L'alfabet de pila cont�e les variables, els terminals

i el s��mbol Z

0

.

- El conjunt de transicions est�a format per:

1. Z

0

q

0

` Z

0

Sp . Una �-transici�o inicial que permet comen�car el proc�es, a base de

posar la variable inicial de la gram�atica al cim de la pila i evolucionar cap a l'estat

p.

2. fZp ` �

R

p j Z!� 2 Pg . Amb la variable Z al cim de la pila hi ha d'haver una

�-transici�o per a cada producci�o de la gram�atica associada a la mateixa variable.

Observeu que la convenci�o que hem adoptat d'escriure la pila de baix cap a dalt

obliga a posar �

R

a la part dreta de la transici�o.

3. fapa ` p j a2�g . Les transicions que comproven que els terminals de l'arbre es

corresponen amb els s��mbols del mot d'entrada.

4. Z

0

p ` f . Una �-transici�o que permet passar a l'estat acceptador f quan tot el mot

ha estat processat.

Proposici

�

o. L(M

G

) = L(G) .

Demostraci

�

o. La demostraci�o d'aquesta proposici�o es troba a l'annex A, al �nal del

cap��tol. �

Exemple 8.8 Considerem el llenguatge L=fw2(a+b)

�

j jwj

a

= jwj

b

g. Les produccions

seg�uents descriuen una gram�atica incontextual G que genera L

S ! aSbS j bSaS j � .

Sigui el mot w= abbaba2L. L'arbre de la �gura 8.10 �es un possible arbre de derivaci�o

de w segons la gram�atica G.

a

S

S b

b

S

Sa

a S b S

λ λ

Sλ

λ

Fig. 8.10 Un arbre de derivaci�o per al mot abbaba
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L'aut�omat M

G

, constru��t segons la de�nici�o precedent, contindr�a les transicions se-

g�uents.

1. La transici�o inicial: Z

0

q

0

` Z

0

Sp .

2. Les transicions associades a cada producci�o:

Sp ` SbSap , Sp ` SaSbp i Sp ` p .

3. Les transicions de comprovaci�o dels s��mbols de l'entrada amb els terminals de la

pila: apa ` p i bpb ` p .

4. La transici�o de pas a l'estat acceptador: Z

0

p ` f .

Aquest npda que hem constru��t reconeix L. Com a exemple, donem a continuaci�o

una seq�u�encia de con�guracions que prova que M

G

accepta el mot w.

4

Observeu que els

s��mbols que van apareixent al cim de la pila a cada pas del proc�es s�on els que corresponen

al recorregut en preordre de l'arbre de derivaci�o de la �gura 8.10.

Z

0

q

0

abbaba ` Z

0

Spabbaba ` Z

0

SbSapabbaba

` Z

0

SbSpbbaba ` Z

0

Sbpbbaba

` Z

0

Spbaba ` Z

0

SaSbpbaba

` Z

0

SaSpaba ` Z

0

SaSbSapaba

` Z

0

SaSbSpba ` Z

0

SaSbpba

` Z

0

SaSpa ` Z

0

Sapa

` Z

0

Sp ` Z

0

p

` f

i el mot �es acceptat, ja que f �es un estat acceptador.

Remarquem, una vegada m�es, que la construcci�o del npda a partir de la cfg ens d�ona

com a resultat un aut�omat amb tres estats, dels quals l'inicial i l'acceptador tenen una

funci�o rutin�aria, mentre que tot el proc�es espec���c es realitza sobre un �unic estat. Aix�o

�es tant com dir que no �es mitjan�cant els canvis d'estat que l'aut�omat fa la seva funci�o,

sin�o a trav�es del proc�es de modi�car la pila (en efecte, cada modi�caci�o d'una variable

al cim de la pila correspon a l'aplicaci�o d'una producci�o), la qual cosa representa una

traducci�o exacta del proc�es de derivaci�o de la gram�atica. Aix��, el diagrama de transicions

de l'aut�omat es redueix a tornar a escriure la gram�atica en una forma diferent per�o

an�aloga.

Aquest fet posa clarament de manifest la p�erdua del car�acter autom�atic dels pda

indeterministes. Conceptualment, un npda �es molt m�es proper a una gram�atica incon-

textual que no pas a un model reconeixedor. Els �unics aut�omats \veritables" s�on, des

d'aquest punt de vista, els dpda, els quals permeten tractar l'acceptaci�o de mots de

manera e�cient.

Construcci�o d'una CFG a partir d'un NPDA

Amb vista a facilitar la construcci�o en aquest sentit, �es convenient introduir un nou

model d'aut�omat amb pila, que anomenarem npda d'acceptaci�o per pila buida. Es tracta

4

Conv�e assenyalar que el que proposem no �es l'�unic cam�� acceptador de w sobre M

G

. Cada arbre de derivaci�o de w

segons la gram�atica d�ona lloc a un cam�� acceptador diferent.
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b�asicament d'un npda usual (que en aquest context anomenarem npda d'acceptaci�o

per estat �nal) en qu�e els estats acceptadors s�on irrellevants i l'acceptaci�o dels mots es

produeix per buidat de la pila.

Formalment, es de�neix com una estructura M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

;?i , on Q, �, � ,

�, q

0

i Z

0

tenen el mateix signi�cat que en la de�nici�o dels npda d'acceptaci�o per estat

�nal. El llenguatge reconegut per aquest aut�omat M �es:

L(M) = fw2�

�

j 9q2Q Z

0

q

0

w `

{

�

qg .

La �gura 8.11 cont�e un npda d'acceptaci�o per pila buida, equivalent al de la �gura 8.3,

que reconeix el llenguatge dels mots sobre fa ; bg que tenen tantes a's com b's.

| λ
λ|

| AA
| BB

aA
bB
aB
bA

q1

Z0 Z0| Aa
Z0 Z0| Bb

q0

q2

Z0 λ|
Z0 Z0|

Fig. 8.11 Un npda d'acceptaci�o per pila buida

�

Es senzill demostrar l'equival�encia dels dos models d'aut�omat amb pila presentats.

Donarem aqu�� nom�es la demostraci�o d'una de les implicacions. L'altra implicaci�o �es

considerada a l'exercici 8.5.

Proposici

�

o. Per a tot llenguatge L, si L �es reconegut per un npda d'acceptaci�o per

estat �nal, llavors tamb�e �es reconegut per un npda d'acceptaci�o per pila buida.

Demostraci

�

o. Sigui M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i un npda d'acceptaci�o per estat �nal

que reconeix L. Es tracta senzillament d'incorporar un nou estat q

f

, accessible des dels

estats acceptadors, que s'encarregui de buidar la pila. Addicionalment, cal protegir el

fons de la pila amb un nou s��mbol X

0

per sota de Z

0

, per acceptar correctament aquells

mots que porten M a buidar la pila en un estat acceptador (ser�a necessari afegir un nou

estat inicial, q

i

, per inicialitzar adequadament la pila).

Formalment, la construcci�o del npda d'acceptaci�o per pila buida equivalent �es la

seg�uent: M

0

= hQ

0

; �; �

0

; �

0

; q

i

; Z

0

;?i, on Q

0

=Q [ fq

i

; q

f

g, �

0

=� [ fX

0

g i

�

0

= � [ fZ

0

q

i

` X

0

Z

0

q

0

g [ fXq ` q

f

j q2F ^X 2�

0

g [ fXq

f

` q

f

j X 2�

0

g.

�

Es clar que els dos aut�omats reconeixen el mateix llenguatge. �

Ja estem en condicions de presentar el proc�es de construcci�o, a partir d'un npda

M d'acceptaci�o per pila buida, d'una gram�atica G

M

que generi el mateix llenguatge

que reconeix M . Sigui M = hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

;?i un npda d'acceptaci�o per pila buida.

Constru��m la gram�atica G

M

= hV;�; P; Si, on S �es un s��mbol nou, de la manera seg�uent:

- V = fSg [ Q � � � Q . Representarem les variables del tipus (p;A; q)2Q� ��Q

en la forma [pAq], i el seu signi�cat ser�a el seg�uent: la gram�atica G

M

podr�a generar

un mot w a partir d'una variable [pAq] si i nom�es si l'aut�omat M , amb contingut de

pila A, passa de l'estat p al q consumint w i buidant la pila.
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- El conjunt de produccions est�a format per:

1. S! [q

0

Z

0

q] per a cada q2Q .

2. [pAq]!a per a cada (Apa ` q)2� amb a2� [ f�g .

3. [pAq

i

m

]!a[qB

1

q

i

1

][q

i

1

B

2

q

i

2

] � � � [q

i

m�1

B

m

q

i

m

]

per a cada (Apa ` B

m

� � �B

1

q)2� i cada (q

i

1

; : : : ; q

i

m

)2Q

m

.

Proposici

�

o. L(G

M

) = L(M) .

Demostraci

�

o. La demostraci�o d'aquesta proposici�o es troba a l'annex B, al �nal del

cap��tol. �

La construcci�o donada �es general per a npda. Com que els dpda en s�on casos par-

ticulars, la manera de construir la gram�atica equivalent segueix exactament els mateixos

passos. De tota manera, aquestes contruccions donen lloc, en general, a un nombre de

produccions de la gram�atica que �es exponencial amb respecte la talla del pda de partida.

�

Es f�acil veure

5

que podem fer passar el cost d'aquesta construcci�o d'exponencial a c�ubic si

prenem la precauci�o de transformar pr�eviament les transicions que afegeixen un nombre

arbitrari de s��mbols a la pila en seq�u�encies de transicions que substitueixen el s��mbolo de

cim de pila per dos s��mbols com a m�axim. Vegeu l'exercici 8.14.

Exemple 8.9 Tornem a considerar el llenguatge L dels mots que tenen tantes a's

com b's. Es tracta de construir una gram�atica incontextual per a L, a partir del npda

d'acceptaci�o per pila buida de la �gura 8.11, el qual anomenem M .

La gram�atica G

M

estar�a descrita per les produccions seg�uents.

1. Les produccions lligades a la variable inicial:

S! [q

0

Z

0

q

0

] j [q

0

Z

0

q

1

] j [q

0

Z

0

q

2

].

2. Les produccions derivades de les transicions que esborren s��mbols de la pila, �es a

dir, Aq

1

b ` q

1

, Bq

1

a ` q

1

i Z

0

q

0

` q

2

:

[q

1

Aq

1

]!b; [q

1

Bq

1

]!a i [q

0

Z

0

q

2

]!� .

3. Les produccions derivades de les transicions que no fan decr�eixer el nombre de

s��mbols de la pila. Per exemple, la transici�o Z

0

q

0

a ` Z

0

Aq

1

origina totes les pro-

duccions del tipus

[q

0

Z

0

q

0

]!a[q

1

Aq

00

][q

00

Z

0

q

0

] ,

on q

0

i q

00

s�on estats qualssevol de l'aut�omat (q

0

, q

1

, o q

2

).

�

Es a dir,

[q

0

Z

0

q

0

]!a[q

1

Aq

0

][q

0

Z

0

q

0

] j a[q

1

Aq

1

][q

1

Z

0

q

0

] j a[q

1

Aq

2

][q

2

Z

0

q

0

]

[q

0

Z

0

q

1

]!a[q

1

Aq

0

][q

0

Z

0

q

1

] j a[q

1

Aq

1

][q

1

Z

0

q

1

] j a[q

1

Aq

2

][q

2

Z

0

q

1

]

[q

0

Z

0

q

2

]!a[q

1

Aq

0

][q

0

Z

0

q

2

] j a[q

1

Aq

1

][q

1

Z

0

q

2

] j a[q

1

Aq

2

][q

2

Z

0

q

2

] :

Observeu que el seguiment estricte del proc�es de construcci�o comporta una explosi�o

exponencial del nombre de produccions respecte del nombre d'estats de l'aut�omat.

De tota manera, moltes d'aquestes produccions generades no seran necess�aries, ja

que contindran s��mbols in�utils. En el cas present, raonaments molt simples sobre el

npda M ens permeten reduir dr�asticament el conjunt de produccions a considerar.

5

Vegeu [HMU01], p�ags. 294 i 295.
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Per exemple, s'observa que M nom�es utilitza Z

0

en el fons de la pila i que nom�es

pot buidar la pila amb la transici�o cap a l'estat q

2

(ja que �es l'�unica que esborra el

s��mbol Z

0

). Per tant, podem deixar de considerar les variables del tipus [pZ

0

q] amb

q diferent de q

2

, en particular [q

0

Z

0

q

0

] i [q

0

Z

0

q

1

]. Observeu tamb�e que, del fet que

l'estat q

2

no tingui cap transici�o de�nida, se'n despr�en que totes les variables del

tipus [q

2

Xq] seran in�utils en la gram�atica. Amb aquestes simpli�cacions, les nou

produccions presentades anteriorment es redueixen a:

[q

0

Z

0

q

2

]!a[q

1

Aq

0

][q

0

Z

0

q

2

] j a[q

1

Aq

1

][q

1

Z

0

q

2

] .

Els criteris de simpli�caci�o ja exposats i d'altres de semblants ens permeten reduir

la resta de produccions al conjunt seg�uent.

- Z

0

q

0

b ` Z

0

Bq

1

origina:

[q

0

Z

0

q

2

]!b[q

1

Bq

0

][q

0

Z

0

q

2

] j b[q

1

Bq

1

][q

1

Z

0

q

2

] .

- Aq

1

a ` AAq

1

origina:

[q

1

Aq

0

]!a[q

1

Aq

1

][q

1

Aq

0

] ; [q

1

Aq

1

]!a[q

1

Aq

1

][q

1

Aq

1

] i

[q

1

Aq

2

]!a[q

1

Aq

1

][q

1

Aq

2

] .

- Bq

1

b ` BBq

1

origina:

[q

1

Bq

0

]!a[q

1

Bq

1

][q

1

Bq

0

] ; [q

1

Bq

1

]!a[q

1

Bq

1

][q

1

Bq

1

] i

[q

1

Bq

2

]!a[q

1

Bq

1

][q

1

Bq

2

] .

- Finalment, q

1

Z

0

` Z

0

q

0

origina: [q

1

Z

0

q

2

]! [q

0

Z

0

q

2

] .

Observeu tamb�e que de les produccions associades a la variable S nom�es t�e sentit S!

[q

0

Z

0

q

2

]. Identi�carem aquestes dues variables en una de sola i rebatejarem la resta de

variables amb noms m�es senzills:

S = [q

0

Z

0

q

2

] , A = [q

1

Z

0

q

2

] , B = [q

1

Aq

0

] , C = [q

1

Aq

1

] ,

D = [q

1

Aq

2

] , E = [q

1

Bq

0

] , F = [q

1

Bq

1

] i G = [q

1

Bq

2

].

Escrivim la gram�atica resultant:

S!� j aBS j aCA j bES j bFA

A!S

B!aCB

C!b j aCC

D!aCD

E!bFE

F!a j bFF

G!bFG :

Observeu que les variables B, D, E i G s�on s��mbols no fecunds, que les variables D i G

s�on no accessibles i que la variable A �es la \mateixa" que la S. L'eliminaci�o d'aquests

s��mbols no �utils i redundants d�ona com a resultat la gram�atica seg�uent amb nom�es tres

variables i set produccions:

S!� j aCS j bFS

C!b j aCC

F!a j bFF:

La gram�atica constru��da a l'exemple precedent �es equivalent a la de l'8.8, per�o a m�es

aquesta �es inambigua. Aquest fet no s'ha donat per casualitat. Fixeu-vos que el npda
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d'acceptaci�o per pila buida original, tot i ser indeterminista, t�e un �unic cam�� acceptador

per a cada mot que reconeix, i que aquest fet es tradueix en un �unic arbre de derivaci�o

possible en la gram�atica. La unicitat del cam�� acceptador �es immediata quan el pda de

partida �es determinista i es fa la construcci�o can�onica per a passar a un npda d'acceptaci�o

per pila buida. Aquest resultat ens proveeix d'un mecanisme per construir gram�atiques in-

ambigues per als dcfl (sempre que coneguem els dpda corresponents). Addicionalment,

ens permet a�rmar que tots els dcfl s�on inambigus.

A la vista de les dues proposicions presentades en aquesta secci�o, podem enunciar el

teorema seg�uent.

Teorema. Un llenguatge �es incontextual si i nom�es si �es el llenguatge reconegut per

algun aut�omat amb pila.

En conseq�u�encia, a partir d'ara podem estudiar els cfl a trav�es dels aut�omats amb

pila que els reconeixen. Aix�o ser�a �util perqu�e sovint els pda ajuden a comprendre f�acilment

si un llenguatge donat �es o no cfl, per la via de concentrar-se en l'argument principal

|quines tasques es poden resoldre amb una pila?| i prescindir dels secundaris.

Considereu per exemple, el llenguatge L = fw 2 fa ; bg

�

j jwj

a

= 2jwj

b

g . Justi�car

l'exist�encia d'un pda que el reconegui �es prou senzill. Conceptualment �es el mateix dpda

que el de l'exemple 8.1, el qual acceptava els mots amb el mateix nombre de a's i b's.

En aquell cas, la pila es feia servir per comptar la difer�encia entre s��mbols a i b que es

portaven llegits a cada moment i el pda acceptava nom�es quan el contingut de la pila

en acabar el processament del mot d'entrada era exactament Z

0

(difer�encia igual a zero).

Ara volem que la pila reecteixi la difer�encia entre el nombre de a's i el doble del nombre

de b's. Per fer aix�o, nom�es cal que els s��mbols b comptin doble en el recompte a la pila.

M�es concretament, a l'inici el pda carrega a la pila una A o dues B's segons que el primer

s��mbol sigui a o b, respectivament. A partir d'aquest moment, si el pda llegeix una nova

b i la difer�encia �es favorable a les b's (al cim de la pila hi ha una B), es carreguen dos

s��mbols B m�es a la pila, mentre que si la difer�encia �es de signe contrari (al cim de la pila hi

ha una A), el que cal fer �es eliminar dues A's de la pila (aix�o s'haur�a de fer en dos passos,

utilitzant un estat addicional i una �-transici�o). En el cas que nom�es quedi una A a la pila

i el s��mbol llegit sigui una b, l'aut�omat haur�a d'esborrar aquesta A i carregar una B a la

pila (novament fent �us d'un estat intermedi). Finalment, el comportament davant de nous

s��mbols a del mot d'entrada no ha variat respecte al dpda referit anteriorment. Com en

aquell cas, tamb�e el pda haur�a d'acceptar quan, despr�es d'haver processat completament

el mot d'entrada, a la pila nom�es hi quedi el s��mbol Z

0

.

Com que aquest pda esbossat �es determinista, tenim la seguretat que existeix una

gram�atica inambigua per a L i, a m�es, la podem construir autom�aticament a partir de

l'aut�omat. Adoneu-vos que, en canvi, construir directament una cfg no ambigua per a

L no �es una tasca gens f�acil.

En el cas contrari podem veure, per exemple, que el llenguatge dels mots quadrats,

fxx j x 2 (a + b)

�

g, no �es incontextual. Un hipot�etic pda que accept�es L hauria de fer

servir la pila per memoritzar els s��mbols de la primera meitat del mot, per poder comprovar

despr�es que coincideixen amb els de la segona. Decidir on est�a la meitat del mot no �es

un problema, ja que podem disposar d'indeterminisme, per�o el que ser�a impossible de fer

�es comparar, sense perdre informaci�o, els s��mbols de la segona meitat amb els que han

estat carregats pr�eviament a la pila. El motiu �es que els s��mbols llegits d'esquerra a dreta
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es guarden de baix cap a dalt en la pila i, per tant, queden emmagatzemats en l'ordre

invers al que seria �util: en el moment de llegir el primer s��mbol de la segona meitat,

aquest s'hauria de comparar amb el que es troba a sota de tot en la pila, i aquest acc�es

�es impossible en una estructura d'aquest tipus.

6

Evidentment, aquests darrers raonaments no constitueixen demostracions formals,

sin�o simples justi�cacions intu��tives del car�acter dels llenguatges considerats. Fer una

demostraci�o formal requeriria, en el primer cas, la construcci�o efectiva del pda i la seva

veri�caci�o, mentre que en el segon cas ens podria servir l'aplicaci�o del lema de bombament

per a llenguatges incontextuals que ja hem descrit al cap��tol 7.

8.5 Propietats de tancament dels CFL i dels DCFL

Intersecci�o d'un CFL i un llenguatge regular

Ja coneixem, del cap��tol 2, que la intersecci�o de dos cfl qualssevol no �es necess�ariament un

cfl. Ara b�e, si almenys un dels dos �es regular, aleshores podem assegurar que el llenguatge

intersecci�o �es un llenguatge incontextual. Per demostrar aix�o farem la construcci�o d'un

pda que reconeix el llenguatge intersecci�o a partir del pda i del fa que reconeixen els

llenguatges considerats.

Donats un pda, M = hQ

M

; �; �; �

M

; q

0

; Z

0

; F

M

i, que reconeix un determinat llen-

guatge L, i un dfa, A= hQ

A

; �; �

A

; p

0

; F

A

i, que reconeix un llenguatge R, es tracta de

construir un pdaM

0

que reconegui el llenguatge intersecci�o L\R. Per fer-ho, ens basarem

en la idea, utilitzada tamb�e al cap��tol 4, de simular el funcionament dels dos aut�omats

simult�aniament. Estendrem la mem�oria fent el producte cartesi�a d'estats Q

A

� Q

M

i la

funci�o de transici�o �

A

actuar�a sobre el primer component, mentre que �

M

ho far�a sobre el

segon. La pila de M

0

reproduir�a exactament la de M , l'estat inicial de M

0

ser�a el parell

format pels estats inicials de cadascun dels aut�omats i els estats acceptadors seran els

parells del producte cartesi�a F

A

� F

M

, ja que M

0

ha d'acceptar aquells mots que siguin

acceptats per tots dos aut�omats. Remarquem que, en el cas particular en qu�e l'aut�omat

M realitzi una �-transici�o, M

0

ha de simular la transici�o corresponent de M , actualitzant

la pila i els possibles estats seg�uents, sense variar l'estat actual de A. Aquest fet donar�a

lloc a dos tipus de transicions en M

0

: les que consumeixen efectivament un nou s��mbol

de l'entrada i reprodueixen el comportament dels dos aut�omats i les �-transicions, que

reecteixen el comportament de M i deixen A moment�aniament aturat.

Formalment, l'aut�omat constru��t �es M

0

= hQ;�; �; �; (p

0

; q

0

); Z

0

; F i , els components

del qual, encara no de�nits, s�on

- Q = Q

A

�Q

M

,

- F = F

A

� F

M

,

i � cont�e les transicions

1. fZ(p; q)a ` �(p

0

; q

0

) j a2� ^ �

A

(p; a)=p

0

^ Zqa ` �q

0

2�

M

g .

6

Algunes modi�cacions en el model d'aut�omat amb pila, com per exemple la que veurem al cap��tol 9, que consisteix

a dotar-lo d'un cap�cal bidireccional (que pugui avan�car i retrocedir en la cinta d'entrada), permetrien superar aquesta

limitaci�o.
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2. fZ(p; q) ` �(p; q

0

) j Zq ` �q

0

2�

M

g .

Exemple 8.10 Suposem que volem construir un pda que accepti el llenguatge

L

0

=fww

R

j w2(a+b)

�

^jwj=

_

3g. La de�nici�o d'aquest llenguatge combina una condici�o

t��picament incontextual (la condici�o de pal��ndrom) amb una condici�o t��picament regular

(longitud m�ultiple de tres). Podem considerar-lo, doncs, com la intersecci�o d'un llen-

guatge regular R=fw2 (a + b)

�

j jwj=

_

3g i un d'incontextual L=fww

R

j w2 (a + b)

�

g.

La �gura 8.12 representa un senzill dfa que reconeix R, mentre que anteriorment, a la

�gura 8.7, ha estat exposat un npda que reconeix L.

a,b a,b

a,b

321

Fig. 8.12 dfa que reconeix els mots de longitud m�ultiple de tres

El npda que resulta del proc�es d'intersecci�o d'aquests dos darrers aut�omats est�a

dibuixat a la �gura 8.13, on t

1

resumeix el conjunt de transicions

Z

0

ajZ

0

A ; Z

0

bjZ

0

B ; AajAA ; BajBA ; AbjAB ; BbjBB ,

mentre que t

2

resumeix les transicions Aaj� i Bbj� , i el s��mbol t

3

signi�ca Z

0

jZ

0

.

t2

t2

t2

t2

t2

3t
t2

3t3t

t1

t1t1

3,3

2,32,2

1,2 1,3

2,1

3,13,2

1,1

Fig. 8.13 npda que reconeix el llenguatge fww

R

j w2 (a+ b)

�

^ jwj=

_

3g

Proposici

�

o. L(M

0

)=R \ L.

Demostraci

�

o. Es demostra f�acilment, per inducci�o sobre el nombre n de passos de

proc�es, que en M

0

hi ha la transici�o Z

0

(p

0

; q

0

)w `

{

n

�(p; q) si i nom�es si en A es d�ona

p

0

w=p i en M hi ha la transici�o Z

0

q

0

w `

{

n

�q. Aix�� doncs, per a tot mot w2�

�

w2L(M

0

)()9�2�

�

9(p; q)2F

A

�F

M

Z

0

(p

0

; q

0

)w `

{

�

M

0

�(p; q)

()9p2F

A

p

0

w=p ^ 9�2�

�

9q2F

M

Z

0

q

0

w `

{

�

M

�q

()w2L(A) ^ w2L(M)

()w2L \R

�

Com a conseq�u�encia de la proposici�o anterior, podem enunciar el teorema seg�uent.
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Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de la intersecci�o

amb llenguatges regulars.

Observeu que si l'aut�omat amb pila de partida �es determinista, la construcci�o con-

siderada mant�e aquest determinisme, i d�ona com a resultat un dpda. Per tant, tamb�e

podem enunciar el corol�lari seg�uent.

Corol

.

lari. La fam��lia dels dcfl �es tancada respecte de la intersecci�o amb llenguatges

regulars.

Mor�sme invers d'un CFL

Demostrarem que la fam��lia dels cfl �es tancada respecte de l'aplicaci�o de mor�smes

inversos. De la mateixa manera que passava amb els llenguatges regulars (cap��tol 4), els

aut�omats |en aquest cas amb pila| seran una eina adequada per fer-ho.

Sigui h:�

�

1

�! �

�

2

un mor�sme qualsevol i M

2

= hQ

2

; �

2

; �; �

2

; q

00

0

; Z

0

; F

2

i un npda

que reconeix un cert llenguatge L

2

� �

�

2

. L'objectiu �es construir un npda M

1

que reco-

negui el llenguatge h

�1

(L

2

). Essencialment, el comportament de M

1

davant d'un s��mbol

a2�

1

de l'entrada i d'un determinat contingut de la pila ser�a simular el comportament

de M

2

davant del mot h(a) i el mateix contingut de pila. D'aquesta maneraM

1

acceptar�a

un mot w si i nom�es si M

2

accepta h(w), �es a dir que L(M

1

) = h

�1

(L(M

2

)) = h

�1

(L

2

).

Aquesta idea �es la mateixa que utilitz�avem al cap��tol 4 per demostrar que l'aplicaci�o de

mor�smes inversos tamb�e preserva el car�acter regular dels llenguatges, amb l'�unic canvi

que els aut�omats involucrats eren fa i no pda. Recordem que en aquell cas la construcci�o

era molt senzilla perqu�e la simulaci�o de M

2

sobre el mot h(a) es pot resumir en un sol pas

de c�alcul de M

1

. Ara la simulaci�o �es una mica m�es complicada. Fixeu-vos que el pdaM

1

pot desapilar un nombre no determinat de s��mbols de la pila durant el c�alcul sobre el mot

h(a). Com que en una sola transici�o un pda nom�es pot modi�car el s��mbol del cim de la

pila, la simulaci�o de M

1

sobre tota la cadena h(a) pot requerir m�es d'un pas. Plantejarem

la soluci�o d'aquest problema simulant el comportament de M

1

s��mbol a s��mbol del mot

h(a) i utilitzant tants estats com faci falta.

Funcionalment, la soluci�o emprada es pot interpretar com la introducci�o al control de

M

1

d'una mem�oria interm�edia que permet emmagatzemar el mot h(a) i que proporciona,

un a un, els s��mbols d'aquest mot al control de l'aut�omatM

2

. A cada pas de la simulaci�o

del mot h(a) en la mem�oria interm�edia, necessitem tenir const�ancia de l'estat en qu�e es

trobaria l'aut�omat M

2

i de la posici�o en qu�e estaria el cap�cal de M

2

. Podem interpretar

aquesta simulaci�o com si hi hagu�es un cursor virtual que va recorrent el mot h(a) d'es-

querra a dreta en la mem�oria interm�edia. L'esquema de la �gura 8.14 il�lustra aquesta

idea.

Com que nom�es la posici�o del cursor i els s��mbols que hi ha a la seva dreta s�on

rellevants, podem identi�car el conjunt de situacions possibles amb el conjunt de su�xos

dels mots h(a) per a cada a de �

1

, �es a dir,

S = fy2�

�

2

j 9a2�

1

9x2�

�

2

h(a)=xyg .

Aix�� doncs, cada canvi d'estat i de posici�o del cap�cal en l'aut�omat M

2

pot ser representat

per un parell de Q

2

� S. De fet, com que Q

2

i S s�on disjunts, �es m�es senzill identi�car

aquests parells amb mots de Q

2

S$ (cadenes formades per un estat de Q

2

seguit d'un
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M2  de 

M1control de 
M1 M2i 

a

h(a)

mot d’entrada

control
pila de

Fig. 8.14 Construcci�o d'unpda per al mor�sme invers

su�x de h(a) per a alguna a, i d'un s��mbol separador $ que no pertany ni a �

1

ni a �

2

).

Aquest conjunt, que �es evidentment �nit, ser�a el conjunt d'estats de l'aut�omat M

1

i el

representarem per Q

1

. Aix�� la informaci�o del contingut de la mem�oria interm�edia queda

representada en els estats de Q

1

. Les con�guracions de l'aut�omat M

1

seran del tipus

�qy$w , on �2�

�

�es el contingut de la pila, qy$2Q

1

�es l'estat actual i w2�

�

1

�es el su�x

del mot d'entrada que queda a la dreta del cap�cal. S'observa, per tant, que el s��mbol $

fa nom�es la funci�o de separador de l'estat actual (a l'esquerra) i del mot d'entrada (a la

dreta). Aix�o �es necessari perqu�e els mots y i w es podrien confondre en el cas que els

alfabets �

1

i �

2

no fossin disjunts. Observeu tamb�e que les situacions en qu�e el cursor

virtual hagi recorregut tota la mem�oria interm�edia vindran donades per y= �, �es a dir,

per estats de Q

2

$. Amb tot aix�o, el funcionament de M

1

ser�a el seg�uent: comen�cant en

l'estat inicial q

0

0

=q

00

0

$, carregar�a a la mem�oria interm�edia la imatge del primer s��mbol del

mot d'entrada. A partir d'aquest moment simular�a el funcionament de M

2

sobre aquest

mot imatge, i cada vegada que el cursor virtual hagi recorregut el contingut sencer de la

mem�oria interm�edia llegir�a un nou s��mbol de l'entrada i carregar�a novament la mem�oria

interm�edia amb la imatge corresponent. Finalment, M

1

acceptar�a un mot quan la seva

computaci�o, despr�es de consumir tots els s��mbols d'entrada, acabi en un estat q$ amb

q2F

2

.

Formalment, el pda constru��t �es

M

1

= hQ

1

; �

1

; �; �

1

; q

0

0

; Z

0

; F

1

i ,

on els components nous s�on

- Q

1

=Q

2

S$ ,

- q

0

0

=q

00

0

$ ,

- F

1

=F

2

$ ,

i �

1

cont�e les transicions seg�uents:

1. fZp$a `

{

M

1

Zph(a)$ j a2�

1

^ Z2� ^ p2Q

2

g . Quan el cursor virtual arriba al �nal

de la mem�oria interm�edia, es consumeix un nou s��mbol a de l'entrada i es carrega la

mem�oria interm�edia amb h(a).

2. fZpy$ `

{

M

1

�qy$ j Zp `

{

M

2

�q2�

2

^ y2Sg . Simulaci�o de les �-transicions de M

2

. No

es consumeix cap s��mbol de l'entrada ni tampoc de la mem�oria interm�edia.

3. fZpby$ `

{

M

1

�qy$ j Zpb `

{

M

2

�q2 �

2

^ by2Sg . Simulaci�o dels moviments de M

2

amb

entrada b de la mem�oria interm�edia. El cursor virtual avan�ca una posici�o. El cap�cal

que llegeix l'entrada no es mou.
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Exemple 8.11 Tornem a reprendre el llenguatge L

2

= fww

R

j w 2 (a + b)

�

g vist en

exemples precedents i considerem el mor�sme h: fc ; dg

�

�! fa ; bg

�

, de�nit per h(c)=ab

i h(d)=ba. Ara volem caracteritzar, mitjan�cant un pda, el conjunt h

�1

(L

2

), �es a dir, el

llenguatge dels mots de fc ; dg

�

tals que la seva imatge pel mor�sme h �es un pal��ndrom de

longitud parella en fa ; bg

�

. Recordem que el npda de la �gura 8.7, que aqu�� anomenarem

M

2

, reconeix el llenguatge L

2

. Aix�� doncs, no hem de fer res m�es que construir l'aut�omat

per al mor�sme invers seguint les regles que hem donat en aquesta secci�o. En aquest

cas, el conjunt de su�xos possibles �es S = f�; a; b; ab; bag i l'aut�omat M

1

resultant, que

reconeix el llenguatge h

�1

(L

2

), est�a representat a la �gura 8.15. Observeu que, per tal

de simpli�car la notaci�o, hem utilitzat el s��mbol � per representar qualsevol s��mbol de

pila. Aix��, per exemple, la transici�o �1$c ` �1ab$ signi�ca que, sigui quin sigui el s��mbol

del cim de la pila, si el s��mbol en curs del mot d'entrada �es una c i l'estat actual �es 1$,

l'aut�omat passar�a a l'estat 1ab$ i deixar�a la pila tal com est�a.

|c* * |c* *

| ** d

b1 $

1$

1a$

1ab$ 2b$ 2ab$

3$ 2$

ba1 $ 2a$ ba2 $

| ** d

λ|B λ|B

λ|B

λ|A

λ|A

Z0 | λ Z0 | λ

λ|A

| ABA

|BAB

| A**

| B**

Fig. 8.15 npda M

1

que reconeix el llenguatge h

�1

(L

2

)

Observeu tamb�e que, per motius de claredat, en el diagrama de transicions precedent

no hem incl�os tots els estats ni tampoc totes les transicions que surten d'aplicar estric-

tament la construcci�o general de l'aut�omat M

1

. En particular, no apareixen els estats

3a$, 3b$, 3ab$ i 3ba$, que s�on morts i, per tant, no �utils, i pel que fa a les transicions,

han estat eliminades totes aquelles que no es podrien aplicar mai, i que s�on:

Z

0

1a$ ` Z

0

A1$; A1a$ ` AA1$; A1a$ ` 2$;

Z

0

1b$ ` Z

0

B1$; B1b$ ` BB1$; B1b$ ` 2$:

Analitzem a continuaci�o l'aut�omat que hem constru��t. Essencialment, M

1

realitza

dos tipus de bucles: dos sobre l'estat inicial i dos sobre l'estat 2$. Els dos primers |que

involucren les ternes d'estats 1$, 1ab$, 1b$ i 1$, 1ba$, 1a$, respectivament| serveixen

per carregar a la pila un mot AB per cada c de l'entrada i un mot BA per cada d.

�

Es

evident que aquesta feina es pot resumir en un sol estat. Els altres dos |que involucren

les ternes d'estats 2$, 2ab$, 2b$ i 2$, 2ba$, 2a$, respectivament| fan la feina inversa,

�es a dir, descarreguen de la pila mots BA o AB en processar, respectivament, s��mbols

c i d del mot d'entrada. En aquest cas, tamb�e es pot sintetitzar aquest proc�es en un

nombre menor d'estats, tot i que el fet d'haver d'eliminar dos s��mbols consecutius de la

pila obligar�a a tenir sengles estats intermedis.

A la �gura 8.16 hi trobem descrit un npda equivalent a M

1

que incorpora les sim-

pli�cacions que acabem d'esmentar. L'estat 1 fa la feina dels estats 1$, 1ab$, 1b$, 1ba$ i

1a$; els estats 2, 3 i 4 resumeixen la feina de 2$, 2ab$, 2b$, 2ba$ i 2a$; i �nalment l'estat

5 equival al 3$.
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Ac λ|

dB λ|

Ac λ|

dB λ|

Z0 Z0| Ac B
| AAc AB
|c ABBB

Z0 Z0| Bd A
| AAd AB
|Bd BBA

λ|B

λ|A

Z0 | λ Z0 | λ
1 5

2

4

3

Fig. 8.16 npda equivalent al de la �gura 8.15

�

Es clar que aquest aut�omat codi�ca a la pila cada c per AB i cada d per BA. Si

prenem els mots de pila AB i BA com a s��mbols at�omics C i D, l'aut�omat precedent es

pot simpli�car encara m�es i donar lloc al pda de la �gura 8.17.

| λcD
| λCd

λ|cD

| λdC

| CDcD
| CDdC
| DDdD| CcC C

Z0 Z0| Cc
Z0 Z0| Dd

Z0 | λ

Z0 | λ

1 2 3

Fig. 8.17 npda equivalent al de la �gura 8.16

No �es dif��cil de veure que el llenguatge h

�1

(L

2

) �es

L

1

= fw j 9x2fc ; dg

�

w=x (x

R

)g ,

on  (w) representa el mot obtingut canviant les c's de w per d's, i viceversa.

�

Es a dir,

que L

1

�es un llenguatge molt proper al dels pal��ndroms de longitud parella: si el s��mbol

a dist�ancia n del principi �es una c, aleshores el s��mbol a la mateixa dist�ancia comen�cant

pel �nal ha de ser una d, i viceversa, si el s��mbol n-�esim �es una d, aleshores el s��mbol

corresponent comen�cant pel �nal ha de ser una c. Observeu que el npda de la �gura 8.17

�es exactament el que haur��em obtingut si hagu�essim constru��t l'aut�omat directament a

partir del llenguatge L

1

(�xeu-vos que la idea per construir-lo �es exactament la mateixa

que a l'exemple 8.5 ens portava al pda representat a la �gura 8.7).

Proposici

�

o. L(M

1

)=h

�1

(L

2

) .

Demostraci

�

o. Es demostra f�acilment que per a tot �; �2�

�

; p; q2Q i a2�

1

es t�e

�ph(a) `

{

�

M

2

�q () �p$a `

{

M

1

�ph(a)$ `

{

�

M

1

�q$ : (1)

En efecte, l'aut�omat M

1

no fa altra cosa que carregar a la mem�oria interm�edia el mot

h(a) (transici�o del tipus 1 de la de�nici�o) i despr�es simular el comportament de M

2

amb

aquesta entrada (transicions dels tipus 2 i 3 de la de�nici�o).

Considerem ara un mot qualsevol w=a

1

a

2

� � � a

n

2�

�

1

pertanyent al llenguatge L(M

1

) .

Segur que existeixen �2�

�

i q2F

1

tals que
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Z

0

q

0

0

w `

{

�

M

1

�q .

Tenint en compte que q

0

0

�es q

00

0

$, podem descompondre aquest c�alcul en els passos seg�uents:

Z

0

q

00

0

$a

1

a

2

� � � a

n

`

{

M

1

Z

0

q

00

0

h(a

1

)$a

2

� � � a

n

`

{

�

M

1

�

1

q

1

$a

2

� � � a

n

`

{

M

1

�

1

q

1

h(a

2

)$a

3

� � � a

n

`

{

�

M

1

�

2

q

2

$a

3

� � � a

n

� � �

`

{

M

1

�

n�1

q

n�1

h(a

n

)$ `

{

�

M

1

�

n

q

n

$ = �q :

En virtut de la f�ormula 1, ha d'existir en M

2

el c�alcul seg�uent:

Z

0

q

00

0

h(w) = Z

0

q

00

0

h(a

1

)h(a

2

) � � �h(a

n

) `

{

�

M

2

�

1

q

1

h(a

2

) � � � h(a

n

)

`

{

�

M

2

�

2

q

2

h(a

3

) � � � h(a

n

)

� � �

`

{

�

M

2

�

n�1

q

n�1

h(a

n

)

`

{

�

M

2

�

n

q

n

= �q

n

:

Com que q2F

1

aleshores q

n

2F

2

i, per tant, h(w)2 L(M

2

), que �es el mateix que dir

w2h

�1

(L(M

2

)) � h

�1

(L

2

) .

Observeu que la cadena d'implicacions que hem seguit �es totalment reversible, i aquest

fet ens d�ona autom�aticament l'altra inclusi�o. �

A la vista de la proposici�o precedent podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges incontextuals �es tancada respecte de l'aplicaci�o

de mor�smes inversos.

Tot i que la construcci�o que hem donat �es general per a npda, observeu que en el cas

particular de partir d'un dpda, la mateixa construcci�o ens permet trobar un dpda que

reconeix el llenguatge h

�1

(L

2

). Per tant, tamb�e podem enunciar el corol�lari seg�uent.

Corol

.

lari. La fam��lia dels dcfl �es tancada respecte de l'aplicaci�o de mor�smes in-

versos.

Complementaci�o d'un DCFL

En aquest apartat enunciarem la propietat que els dcfl, a difer�encia dels cfl, formen

una fam��lia tancada respecte de la complementaci�o i veurem les l��nies generals de la

demostraci�o.

La idea essencial per a la construcci�o d'un dpda que reconegui el llenguatge com-

plementari del que reconeix un altre dpda donat �es la mateixa que en el cas de dfa:

intercanviar els estats acceptadors i no acceptadors. De tota manera, els dpda presenten

tres problemes que fan que aquesta construcci�o no pugui ser tan senzilla com en el cas dels

aut�omats �nits. Vegem-los a continuaci�o. Sigui M un dpda qualsevol, L el llenguatge

que reconeix i w un mot qualsevol sobre l'alfabet d'entrada. AnomenemM

0

el dpda que

s'obt�e de M intercanviant els estats acceptadors pels que no ho s�on, i viceversa. En la

computaci�o de M sobre el mot w es poden donar tres situacions conictives:

1. Abans que el cap�cal hagi arribat a l'extrem dret del mot d'entrada, el c�alcul pot

aturar-se perqu�e en un moment donat la funci�o de transici�o pot no estar de�nida.
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2. L'aut�omat pot entrar en un bucle de �-transicions abans d'haver llegit completament

l'entrada.

3. Despr�es que el cap�cal hagi superat l'extrem dret del mot d'entrada, l'aut�omat pot

realitzar un seguit de �-transicions que el portin a passar per estats acceptadors i no

acceptadors.

En qualsevol dels dos primers casos, el dpda M no avan�car�a m�es enll�a d'un s��mbol

determinat en la cadena d'entrada. Representem per x el pre�x de w (diferent de w)

que M ha deixat a l'esquerra del cap�cal quan aix�o succeeix. Evidentment, el mot w no

pertany al llenguatge L i tampoc no hi pertanyen tots aquells que tinguin x com a pre�x

propi, els quals s�on, per tant, mots de L. Ara b�e, �xeu-vos que M

0

tamb�e rebutja tots

els mots amb pre�x x, ja que el c�alcul de l'aut�omat sobre aquests mots segueix sense

processar m�es enll�a de x en la cadena d'entrada.

En el tercer cas, conv�e remarcar que la de�nici�o que hem donat de llenguatge reconegut

no exigeix que el proc�es del mot acabi en un estat acceptador, sin�o nom�es que passi per

algun estat acceptador un cop llegit el mot sencer. At�es que existeix algun estat acceptador

en la cua d'estats que M recorre una vegada ha consumit tot el mot d'entrada, l'aut�omat

accepta w i, per tant, aquest mot pertany a L. Per�o, precisament per l'exist�encia d'algun

estat no acceptador en aquest conjunt d'estats, sabem que M

0

tamb�e acceptar�a el mot w.

Observem, doncs, que en cap de les situacions precedents l'aut�omatM

0

no reconeix el

llenguatge L com nosaltres preten��em. La construcci�o d'un dpda per al complementari es

basar�a a fer successives modi�cacions a l'aut�omat de partida per evitar els inconvenients

que hem esmentat pr�eviament. Veurem a continuaci�o les l��nies principals d'aquesta cons-

trucci�o, sense incloure'n les demostracions.

7

A partir d'aquest moment representarem per

q qualsevol estat de l'aut�omat M i per Z i a s��mbols qualssevol dels alfabets de pila i

d'entrada, respectivament.

1. Evitar les inde�nicions de la funci�o de transici�o �es una tasca senzilla: nom�es hem

d'afegir un estat mort no acceptador que reculli totes les transicions no de�nides i

que s'encarregui d'avan�car el cap�cal de lectura �ns a superar l'extrem dret del mot

d'entrada. Formalment, si p �es aquest estat mort, cal afegir la transici�o Zqa ` Zp

sempre que la funci�o de transici�o original no estigui de�nida per a Zqa ni per a

Zq i, pel que fa a l'estat mort, s'han d'incloure les transicions Zpa ` Zp. Una

segona font d'inde�nici�o pot provenir del fet que el dpda buidi completament la

pila abans d'haver processat tota l'entrada. Per tal d'impedir aquests possibles

buidats de la pila nom�es cal protegir el fons de pila amb un nou s��mbol X

0

just

a sota del s��mbol Z

0

. Aix��, si en un moment donat del c�alcul apareix X

0

al cim

de la pila, vol dir que s'hauria arribat a una situaci�o de buidat de pila i podem

fer evolucionar l'aut�omat cap a l'estat mort.

�

Es a dir, haurem d'incorporar les

transicions X

0

qa ` Z

0

p. Per afegir aquest s��mbol X

0

, n'hi ha prou a considerar

un nou estat inicial q

0

0

i una transici�o addicional Z

0

q

0

0

` X

0

Z

0

q

0

.

2. Considerem ara la manera d'evitar que el dpda pugui entrar en un cicle in�nit

de c�alcul. Aquest fet es donar�a sempre que existeixi un estat q, un s��mbol de pila

Z, un mot de pila �2 �

�

i un natural n > 1 tals que Zq `

{

n

�Zq , o el que �es el

mateix

7

En podeu trobar una demostraci�o detallada a [HoU79].
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Zq=�

1

q

1

` �

2

q

2

` � � � ` �

n

q

n

=�Zq .

�

Es a dir, hi ha un bucle de n passos en el c�alcul que nom�es involucra �-transicions

(no es consumeix cap m�es s��mbol del mot d'entrada) i que no buida mai el con-

tingut de la pila. Fixeu-vos que aquests bucles no depenen per a res del mot

d'entrada i que, per tant, es poden detectar amb l'�unica informaci�o del dpda. Per

evitar-los, cal tenir en compte si el conjunt d'estats q

1

; q

2

; : : : ; q

n

, que forma aquest

bucle, cont�e algun estat acceptador o no. Si cap q

i

no �es estat acceptador, aleshores

�es clar que cal rebutjar el mot d'entrada i, per tant, substituirem l'antiga transici�o

que iniciava el cicle en q per una nova transici�o cap a l'estat mort: Zq ` Zp. Si al-

gun dels q

i

�es acceptador, aleshores el mot d'entrada ha de ser acceptat nom�es en el

cas en qu�e el dpda entri en bucle just quan el cap�cal estigui a la dreta del mot d'en-

trada. Per tant, considerarem un nou estat acceptador f i les transicions: Zq ` Zf

|per acceptar quan no hi ha m�es s��mbols per processar| i Zf ` Zp |si queden

m�es s��mbols a l'entrada hauran de ser llegits des de l'estat mort|. Amb aquestes

transformacions descrites ens assegurarem que, o b�e l'aut�omat acaba processant

tot el mot sense entrar en un cicle de �-transicions, o b�e, si a partir d'un moment

donat l'aut�omat nom�es aplica �-transicions, la pila s'haur�a d'acabar buidant i,

per tant, hi haur�a un pas cap a l'estat mort.

La conseq�u�encia d'haver fet les transformacions esbossades als apartats 1 i 2 �es que

ara disposem d'un nou dpdaM

0

que reconeix el mateix llenguatge que l'original i tal que,

davant de qualsevol mot d'entrada w, segur que acaba el c�alcul i deixa el cap�cal a la dreta

del darrer s��mbol de w. Per construir, a partir de M

0

, un aut�omat M

00

que accepti el

llenguatge complementari nom�es haurem de tenir en compte la tercera de les di�cultats.

3. Una soluci�o possible es basa a marcar els estats de M

0

amb un segon component

que indiqui si el dpda ha passat per algun estat acceptador o no des de la darrera

transici�o que hagi consumit realment un s��mbol del mot d'entrada. Per cada estat

q de M

0

, n'hi ha d'haver tres en M

00

: dos d'ells associats als valors cert i fals del

segon component, que representarem per (q;C) i (q;F), i un tercer d'acceptaci�o,

representat per (q;A). Els estats acceptadors de M

00

seran precisament aquells

estats amb segon component igual a A. Quant a l'estat inicial, o b�e ser�a (q

0

;C)

si q

0

�es acceptador en M

0

o b�e (q

0

;F) altrament. Com que M

0

�es determinista i

no t�e transicions inde�nides, es t�e que per a tot s��mbol de pila Z i tot estat p, o

b�e M

0

t�e de�nida una �-transici�o del tipus Zp ` �q o b�e t�e de�nides transicions

Zpa ` �q per a tot s��mbol a de �. Amb aix�o, la funci�o de transici�o de M

0

es

traduir�a de la manera seg�uent en M

00

:

- Les �-transicions Zp ` �q de M

0

donen lloc, en M

00

, a les transicions

seg�uents: Z(p;C) ` �(q;C) i Z(p;F) ` �(q; x), on x val C o F segons que q

sigui estat acceptador o no.

- Les transicions Zpa ` �q deM

0

donen lloc, enM

00

, a les transicions seg�uents:

Z(p;C)a ` �(q; x), Z(p;F) ` Z(p;A) i Z(p;A)a ` �(q; x), on x val, com

abans, C quan q �es estat acceptador i F altrament.

Observeu que l'aut�omat M

00

b�asicament simula el comportament de M

0

pel que

fa a la transici�o entre estats i que pot evolucionar cap als estats acceptadors

(de tipus A) nom�es en unes condicions determinades: quan M

0

no hauria passat
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per cap estat acceptador des del darrer moviment del cap�cal, �es a dir, des dels

estats de tipus F. Des d'aquests estats de tipus A s'accepta el mot d'entrada

si el cap�cal de lectura ja se'n troba a la dreta, o b�e es continua normalment la

simulaci�o de M

0

en el cas que encara quedin s��mbols per llegir. Observeu que

aquest criteri per accedir als estats acceptadors �es el que determina pr�opiament

el pas al complementari. Aix��, si M

0

rebutja un mot w, segur que n'acaba la

computaci�o en un estat q no acceptador i que, a m�es, en la seq�u�encia eventual de

�-transicions que hagi pogut realitzar despr�es de consumir el mot d'entrada no

haur�a passat per cap estat acceptador, per tant,M

00

haur�a arribat a l'estat (q;F) i

existir�a una �-transici�o cap a l'estat corresponent (q;A) per acceptar w. En canvi,

si M

0

accepta w, aleshores la seva computaci�o inclou algun estat acceptador q en

la seva seq�u�encia terminal de �-transicions, i la computaci�o de M

00

acabar�a en

un estat de la forma (q

0

;C). Com que els estats acceptadors de M

00

nom�es s�on

accessibles directament des dels estats de tipus F, M

00

no podr�a assolir cap estat

acceptador i rebutjar�a w.

A la vista dels resultats precedents podem enunciar el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels dcfl �es tancada respecte de la complementaci�o.

Exercicis

8.1 Constru��u aut�omats amb pila deterministes per als llenguatges seg�uents:

1. El llenguatge de Dyck D

0

�

1

(vegeu-ne la de�nici�o a l'exercici 2.15).

2. fa

2i

b

i+2j

c

3j+1

j i; j > 0g

3. fa

i

b

j

c

k

d

i

j i > 0 ^ j > k > 0g

4. fw2 (a+ b)

�

j 2jwj

a

= 3jwj

b

g

5. fw2 (a+ b)

�

j jwj

a

6= jwj

b

g

6. El conjunt de mots sobre l'alfabet fa ; bg en qu�e no hi ha cap pre�x propi que contingui igual

nombre de a's que de b's.

8.2 Constru��u gram�atiques inambig�ues per als llenguatges de�nits als apartats 4, 5 i 6 de l'exercici

precedent.

8.3 Constru��u aut�omats amb pila per als seg�uents llenguatges incontextuals no deterministes:

1. fa

i

b

j

j i=j _ 2i=jg

2. fa

i

b

j

c

k

j i=j _ j=kg

3. fa

i

b

j

c

k

d

l

j i=k _ j= lg

4. fa

i

b

j

c

k

d

l

j (i=j ^ k= l) _ (i= l ^ j=k)g

5. fab

i

1

ab

i

2

� � �ab

i

n

j n > 1 ^ 9j 1 6 j 6 n i

j

=n� jg

6. fab

i

1

ab

i

2

� � �ab

i

n

j n > 1 ^ 9j 1 6 j 6 n i

j

6=jg

8.4 Demostreu que els llenguatges seg�uents s�on incontextuals:

1. fw2 (a+ b)

�

j w=w

R

^ 8x; y2 (a+ b)

�

w 6=xabayg

2. fw2a

+

b

+

c

+

j jwj

b

6 jwj

c

^ jwj

c

=

_

2g

3. fxcy j x; y2 (a+ b)

�

^ jxj

a

+ jyj

b

=

_

2 ^ jxj= jyjg

4. fa

n

w j w2 (a+ b)

�

^ ((n parell ^ jwj

a

> jwj

b

) _ (n senar ^ jwj

a

< jwj

b

))g
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8.5 Demostreu que per a tot llenguatge L:

1. Si L �es reconegut per un npda d'acceptaci�o per pila buida aleshores tamb�e �es reconegut per

un npda d'acceptaci�o per estat �nal.

Considereu el model de dpda d'acceptaci�o per pila buida de�nit, a partir dels dpda d'acceptaci�o

per estat �nal, de manera an�aloga al cas indeterminista. Demostreu que per a tot llenguatge L es

t�e:

2. Si L �es reconegut per un dpda d'acceptaci�o per pila buida aleshores tamb�e �es reconegut per

algun dpda d'acceptaci�o per estat �nal.

3. Doneu contraexemples per a la inclusi�o contr�aria.

Diem que un llenguatge L �es pre�xial (o b�e que compleix la propietat del pre�x) quan no cont�e cap

mot que sigui pre�x propi d'algun altre, �es a dir,

8x2L 8y2�

+

xy 62L.

4. Demostreu que els llenguatges que es poden recon�eixer amb dpda d'acceptaci�o per pila buida

s�on exactament els dcfl pre�xials.

8.6 Demostreu que la intersecci�o de dos cfl pot no ser incontextual �ns i tot en el cas en qu�e tots dos

llenguatges siguin deterministes.

8.7 Siguin L un dcfl i R un llenguatge regular qualssevol.

1. Demostreu que el llenguatge LR �es dcfl.

2. Demostreu que el llenguatge RL pot no ser dcfl.

8.8 Demostreu que si L �es un dcfl, aleshores tamb�e ho s�on els llenguatges seg�uents:

1. El conjunt de mots de L que no contenen com a pre�x cap altre mot de L.

2. El conjunt de mots de L que no s�on pre�xos de cap altre mot de L.

8.9 Demostreu que les operacions seg�uents (les quals preserven la condici�o d'incontextualitat) aplicades

sobre dcfl poden donar com a resultat llenguatges no deterministes.

1. Reuni�o.

2. Concatenaci�o.

3. Tancament positiu i de Kleene.

4. Mor�sme directe.

5. Revessament.

8.10 Demostreu que la reuni�o d'un llenguatge no incontextual i un llenguatge �nit �es un llenguatge no

incontextual. Trobeu, en canvi, un contraexemple que posi de manifest que la concatenaci�o d'un

llenguatge no incontextual amb un llenguatge �nit no buit pot ser un llenguatge incontextual.

8.11 Demostreu que la reuni�o, la concatenaci�o i l'estrella de Kleene de llenguatges no incontextuals poden

ser llenguatges incontextuals.

8.12 Sigui L un dcfl i R un llenguatge regular. Doneu algorismes que permetin respondre les q�uestions

seg�uents:

1. L �es co�nit.

2. L i R s�on disjunts.

3. L �es un subconjunt de R.

4. R �es un subconjunt de L.

5. L i R s�on iguals.

Demostreu que les q�uestions 2 i 3 tamb�e s�on decidibles per a cfl no deterministes.
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8.13 Demostreu que tot llenguatge incontextual L �es reconegut per algun npda que utilitza un alfabet

de pila amb nom�es dos s��mbols.

8.14 Demostreu que a tot pda li podem associar un altre pda que reconeix el mateix llenguatge i que sa-

tisf�a la propietat seg�uent: totes les transicions del nou pda substitueixen el s��mbol de cim de pila per

dos s��mbols com a m�axim. Expressat formalment, si el nou pda �es de la forma hQ;�; �; �; q

0

; Z

0

; F i,

es t�e

8p; q2Q 8a 2 �[f�g 8Z2� 8�2�

�

(q; �) 2 �(p; a; Z) =) j�j 6 2.

Comproveu que la construcci�o del nou pda a partir del donat pot fer-se en temps polin�omic respecte

de la longitud de la dada.

8.15 De�nim el model d'aut�omat amb comptador com un npda en qu�e s'ha redu��t l'alfabet de pila a

un sol s��mbol, a m�es del Z

0

, i en qu�e la funci�o de transici�o s'ha restringit de manera que no pugui

utilitzar el s��mbol Z

0

en cap altre lloc de la pila que no sigui el fons. (Observeu que una pila amb

nom�es un s��mbol \�util" �es precisament un comptador en unari.) Es demana:

1. Demostreu que tots els llenguatges presentats a l'exercici 8.1s�on reconeguts per aut�omats amb

comptador.

2. Doneu llenguatges incontextuals i, en particular, lineals que no puguin ser reconeguts per cap

aut�omat amb comptador.

Annex A NPDA que correspon a una CFG

Demostraci

�

o. Demostrarem, en primer lloc, que en G hi ha una derivaci�o del tipus X

�

) w�, on

w 2 �

�

i � 2 V (� [ V )

�

[ f�g, si i nom�es si per a tot mot x 2 �

�

en l'aut�omat M

G

hi ha el c�alcul

Xpwx `

{

�

�

R

px. Tractem les dues implicacions per separat.

a) X

�

) w� =) 8x Xpwx `

{

�

�

R

px .

Procedim per inducci�o sobre la longitud, n, de la derivaci�o de la gram�atica.

- Base: n= 0. Si X

0

) w�, aleshores for�cosament w=� i �=X. Per tant, per a tot mot x2�

�

es

compleix trivialment que Xpx `

{

�

Xpx.

- Pas inductiu. Si X ==)

n+1

w�, aleshores podem descompondre aquesta derivaci�o en dues parts: X

n

)

uA ) uv� , on uv=w, � 2V (� [ V )

�

[ f�g,  2 (V [ �)

�

, �=� i la variable A dep�en del mot

�. Si �=�, aleshores A �es l'�ultim node intern de la dreta de l'arbre de derivaci�o, mentre que si �

�es de la forma Y � (amb Y 2V i �2 (V [�)

�

), A �es el node pare de Y en l'arbre de derivaci�o. Per

a qualsevol dels dos casos de A, aplicant la hip�otesi d'inducci�o sobre la primera part de la derivaci�o

es t�e

8x

0

Xpux

0

`

{

�



R

Apx

0

.

D'altra banda, la producci�o A! v� de la gram�atica ens assegura que hi haur�a una transici�o Ap `

�

R

v

R

p en l'aut�omat. Recordem que, per construcci�o, el npda tamb�e cont�e les transicions apa ` p per

a tot s��mbol a de �. Ajuntant les tres coses i fent x

0

=vx per a cada x, es t�e:

8x2�

�

Xpuvx `

{

�



R

Apvx ` 

R

�

R

v

R

pvx `

{

�



R

�

R

px ,

que �es el que vol��em demostrar.

b) Xpwx `

{

�

�

R

px =) X

�

) w� .

Procedim per inducci�o sobre el nombre n de passos de la transici�o.

- Base: n= 0. Si Xpwx `

{

0

�

R

px, aleshores for�cosament w= � i �=X . En aquest cas, es compleix

trivialment la condici�o X

�

) X.
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- Pas inductiu. En aquest cas, Xpwx `

|

n+1

�

R

px. Separarem en aquest c�alcul els n primers passos del

darrer, distingint dos casos que depenen del tipus de la darrera transici�o aplicada.

a) L'�ultima transici�o �es del tipus: Ap ` 

R

p . Aix�o vol dir, d'una banda, que la gram�atica cont�e

la producci�o A! i, d'altra banda, que es pot separar el c�alcul sobre l'aut�omat de la manera

seg�uent:

Xpwx `

{

n

�

R

Apx ` �

R



R

|{z}

�

R

px .

Si apliquem la hip�otesi d'inducci�o sobre la primera part i utilitzem la producci�o A! , obtenim:

X

�

) wA� ) w� = w� .

b) L'�ultima transici�o �es del tipus: apa ` p . En aquest cas, el mot w �es de la forma w

0

a i podem

expressar el c�alcul sobre l'aut�omat de la manera seg�uent:

Xpw

0

ax `

{

n

�

R

apax ` �

R

px .

Aplicant la hip�otesi d'inducci�o sobre la primera part, s'obt�e el resultat esperat,

X

�

) w

0

a� = w� .

A partir de l'equival�encia que acabem de demostrar es t�e:

8w2�

�

w2L(G)()S

�

) w

()Spw `

{

�

p

()Z

0

q

0

w ` Z

0

Spw `

{

�

Z

0

p ` f

()w2L(M

G

) :

Que �es el mateix que dir L(G) = L(M

G

) . �

Annex B CFG que correspon a un NPDA

Demostraci

�

o. Demostrarem primer l'equival�encia seg�uent, que descriu la relaci�o que hi ha entre les

transicions de l'aut�omat i les derivacions de la gram�atica:

8w2�

�

Xpw `

{

�

q () [pXq]

�

) w, (1)

on p i q s�on estats de l'aut�omat i X �es un s��mbol de pila. Tractarem les dues implicacions per separat.

a) Xpw `

{

�

q =) [pXq]

�

) w.

Procedirem per inducci�o sobre el nombre, n, de passos de la transici�o de l'aut�omat.

- Base: n = 1. Si Xpw ` q, aleshores es t�e que w = a 2 f�g [ �. Per construcci�o, hi haur�a en la

gram�atica la producci�o [pXq]!a. En conseq�u�encia: [pXq]

�

) w.

- Pas inductiu. En aquest cas, Xpw `

|

n+1

q. Podem separar el primer pas d'aquesta transici�o dels n

restants i tenim:

Xpw ` B

m

� � �B

1

p

0

x `

{

n

q,

on Xpa ` B

m

� � �B

1

p

0

�es la transici�o directa aplicada inicialment per l'aut�omat i w = ax, amb

a2f�g [ � i x2�

�

. S'observa que despr�es de la primera transici�o directa l'aut�omat t�e m s��mbols

a la pila i que, al �nal, la pila �es buida; per tant, al llarg del proc�es de x els s��mbols inicials B

1

,

: : : , B

m

hauran de ser esborrats de la pila, un a un i en aquest ordre. Podem considerar, doncs,

la factoritzaci�o de x en w

1

w

2

� � �w

m

amb el criteri seg�uent: l'aut�omat tindr�a el cap�cal apuntant al

principi del submot w

i

quan per primer cop la pila contingui nom�es els s��mbols B

i

, B

i+1

, : : : , B

m

,

�es a dir, quan s'acabi d'esborrar el s��mbol B

i�1

anterior.
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Aix�o origina una descomposici�o de la transici�o B

m

� � �B

1

p

0

x `

{

n

q en els trossos seg�uents:

B

m

� � �B

2

B

1

p

0

w

1

w

2

� � �w

m

`

|

n

1

B

m

� � �B

2

q

i

1

w

2

� � �w

m

`

|

n

2

B

m

� � �B

3

q

i

2

w

3

� � �w

m

� � �

`

|{

n

m�1

B

m

q

i

m�1

w

m

`

|

n

m

q :

Com que durant el processament de cada submot w

i

l'aut�omat no utilitza cap s��mbol de pila per sota

de B

i

i al �nal acaba esborrant el propi B

i

, �es clar que les transicions seg�uents tamb�e s�on v�alides

per a l'aut�omat

B

1

p

0

w

1

`

|

n

1

q

i

1

, B

2

q

i

1

w

2

`

|

n

2

q

i

2

, : : : , B

m

q

i

m�1

w

m

`

|

n

1

q.

Observeu que n

i

6 n per a 1 6 i 6 m. Per tant, podem aplicar la hip�otesi d'inducci�o a cadascuna

de les transicions precedents. S'obtenen com a resultat les derivacions seg�uents:

[p

0

B

1

q

i

1

]

�

) w

1

, [q

i

1

B

2

q

i

2

]

�

) w

2

, : : : , [q

i

m�1

B

m

q]

�

) w

m

.

Finalment, la transici�o inicial de l'aut�omat: Xpa ` B

m

� � �B

1

p

0

, segur que donar�a lloc en la gram�atica

a la producci�o particular

[pXq]! a[p

0

B

1

q

i

1

][q

i

1

B

2

q

i

2

] � � � [q

i

m�1

B

m

q].

Ajuntant cadascun dels fragments de derivaci�o es completa aquesta primera part de la prova.

[pXq] ) a[p

0

B

1

q

i

1

][q

i

1

B

2

q

i

2

] � � � [q

i

m�1

B

m

q]

�

) aw

1

w

2

� � �w

m

= w .

b) [pXq]

�

) w =) Xpw `

{

�

q.

Procedirem per inducci�o sobre la longitud n de la derivaci�o de la gram�atica.

- Base: n = 1. Si [pXq] ) w, aleshores existeix en la gram�atica una producci�o [pXq]! w i w =

a 2 f�g [ �. Per tant, ha d'existir en l'aut�omat una transici�o directa Xqa ` q. En conseq�u�encia,

Xqw `

{

�

q.

- Pas inductiu. En aquest cas, [pXq] ==)

n+1

w. Podem separar el primer pas d'aquesta derivaci�o de tota

la resta i es t�e, necess�ariament:

[pXq] ) a[p

0

B

1

q

i

1

][q

i

1

B

2

q

i

2

] � � � [q

i

m�1

B

m

q]

n

) w ,

ja que la forma gen�erica de les produccions no terminals de la gram�atica �es:

[pXq

i

m

]!a[qB

1

q

i

1

][q

i

1

B

2

q

i

2

] � � � [q

i

m�1

B

m

q

i

m

].

Aquest primer pas de derivaci�o ens permet dir que w �es de la forma ax, amb a 2 f�g [ �, i que

en l'aut�omat hi ha la transici�o directa: Xpa ` B

m

� � �B

1

p

0

. A m�es, podem assegurar que el mot x

factoritza en w

1

w

2

� � �w

m

, amb w

i

2�

�

, de manera que:

[p

0

B

1

q

i

1

] ==)

n

1

w

1

, [q

i

1

B

2

q

i

2

] ==)

n

2

w

2

, : : : , [q

i

m�1

B

m

q] ==)

n

m

w

m

,

on n

i

6 n per a 1 6 i 6 m.

Aplicant la hip�otesi d'inducci�o a cadascuna d'aquestes derivacions obtenim les transicions v�alides

seg�uents per a l'aut�omatM :

B

1

p

0

w

1

`

{

�

q

i

1

, B

2

q

i

1

w

2

`

{

�

q

i

2

, : : : , B

m

q

i

m�1

w

m

`

{

�

q.

Finalment, componem la primera transici�o directa amb les precedents per construir una transici�o

v�alida sobre M , que consumeixi el mot w sencer:

Xpw = Xpaw

1

w

2

� � �w

m

`

{

B

m

� � �B

2

B

1

p

0

w

1

w

2

� � �w

m

`

{

�

B

m

� � �B

2

q

i

1

w

2

� � �w

m

`

{

�

B

m

� � �B

3

q

i

2

w

3

� � �w

m

� � �

`

{

�

B

m

q

i

m�1

w

m

`

{

�

q :
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En virtut de l'equival�encia 1 que acabem de demostrar, es t�e:

8w2�

�

w2L(M )()9q2Q Z

0

q

0

w `

{

�

q

()9q2Q [q

0

Z

0

q]

�

) w

()9q2Q S ) [q

0

Z

0

q]

�

) w

()w 2 L(G

M

) :

�
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Cap��tol 9 Aut�omats bidireccionals

9.1 Introducci�o

Els dos models abstractes de computaci�o estudiats �ns ara, els aut�omats �nits i els

aut�omats amb pila, han estat de�nits amb la caracter��stica comuna de disposar d'un

�unic cap�cal de lectura unidireccional. El cap�cal va avan�cant d'esquerra a dreta a mesura

que llegeix els s��mbols de l'entrada sense possibilitat de recular. El fet que les dues fam��lies

de llenguatges estudiades, la dels llenguatges regulars i la dels incontextuals, puguin ser

caracteritzades mitjan�cant aut�omats unidireccionals, ens ha perm�es un tractament rela-

tivament senzill de les propietats d'ambdues fam��lies. Penseu, per exemple, en la impos-

sibilitat de caure en bucles in�nits en el processament de les entrades, conseq�u�encia de la

unidireccionalitat de la lectura. Per�o l'estudi d'aquests models b�asics quedaria incomplet

si no analitz�essim la repercussi�o que pot tenir eventualment, respecte de la fam��lia dels

llenguatges acceptats per cada model, el fet d'introduir-hi modi�cacions que no afectin

la seva caracter��stica essencial, �es a dir, la seva mem�oria. Tal �es el cas de considerar que

el cap�cal de lectura sigui bidireccional, �es a dir, que pugui avan�car i retrocedir, o que

pugui haver-hi dos o m�es cap�cals de lectura actuant simult�aniament. En aquest cap��tol

estudiarem les repercussions de la primera d'aquestes modi�cacions.

En el cas dels aut�omats �nits, els models bidireccionals, tot i que reconeixen la mateixa

fam��lia de llenguatges que els unidirecionals, permeten en molts casos de simpli�car-ne

notablement el disseny. En aquest cap��tol posarem de manifest l'exist�encia de nombrosos

llenguatges per als quals es fa dif��cil trobar directament aut�omats �nits unidireccionals que

els reconeguin. En canvi, veurem que per a aquests mateixos llenguatges �es molt f�acil de

dissenyar aut�omats bidireccionals. La construcci�o posterior d'un aut�omat unidireccional

equivalent quedar�a aleshores com un procediment mec�anic, encara que pugui ser complex.

En el cas dels aut�omats amb pila, els models bidireccionals reconeixen una fam��lia de

llenguatges m�es �amplia que els unidireccionals. La seva utilitat ve donada en bona part

per l'exist�encia d'un algorisme degut a Cook [Coo71] que permet simular el comporta-

ment de qualsevol aut�omat amb pila determinista bidireccional en temps lineal sobre un

computador.

9.2 Aut�omats �nits bidireccionals

Un aut�omat �nit determinista bidireccional (abreujadament un 2dfa, de l'angl�es 2-way
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deterministic �nite automaton) �es una estructura de la forma

M = hQ;�; �; q

0

; F i

en qu�e Q, �, q

0

i F tenen el signi�cat habitual de conjunt �nit d'estats, alfabet d'entrada,

estat inicial i conjunt d'estats acceptadors respectivament. Tamb�e aqu�� � designa una

funci�o de transici�o, que ara �es de la forma

�:Q�� �! Q� fe ; dg:

El funcionament dels aut�omats bidireccionals �es el seg�uent. Inicialment l'aut�omat est�a en

l'estat q

0

i t�e el cap�cal situat davant del primer s��mbol de l'esquerra del mot d'entrada.

Suposem que en un moment determinat l'aut�omat es troba en un estat p i el s��mbol

que hi ha al davant del cap�cal �es a. Suposem que la funci�o de transici�o pren el valor

�(p; a) = (q;m). En aquestes condicions, l'aut�omat passa de l'estat p a l'estat q, i mou el

cap�cal una posici�o a l'esquerra o a la dreta segons que m valgui e o d, respectivament.

1

Observem que un dfa dels estudiats �ns ara, i que aqu�� anomenem unidireccional,

pot ser interpretat com un cas particular d'un 2dfa en qu�e tots els valors de la funci�o de

transici�o s�on de la forma (q; d). En tal cas, sols el valor del nou estat q �es rellevant, i sabem

que nom�es hi ha una extensi�o posible de la funci�o � al domini Q��

�

. En canvi, en el cas

general dels 2dfa, no t�e sentit considerar una extensi�o d'aquest tipus. Designem per �

1

la primera de les dues components de la funci�o �, �es a dir la que de�neix el canvi d'estat.

Suposem que estengu�essim aquesta funci�o a mots de manera que �

1

(p;w) fos l'estat en

qu�e es trobaria l'aut�omat quan el cap�cal sort��s per la dreta despr�es de processar el mot

w partint de l'estat p i del cap�cal situat a la primera posici�o de w. (Podr��em considerar

que els casos en qu�e el cap�cal surt per l'esquerra de w o aquells en qu�e l'aut�omat entra

en bucle a mig llegir w, donen lloc a una transici�o a un estat mort.) No podr��em establir

la igualtat entre �

1

(p; xy) i �

1

(�

1

(p; x); y), ja que poden donar-se situacions del tipus

�

�

1

(p; x

1

) = �

1

(p; x

2

) = q

�

1

(p; x

1

y) 6= �

1

(p; x

2

y) ;

en qu�e el comportament de �

1

(q; y) dep�en del pre�x que precedeix y i no sols de l'estat q.

Per tal de descriure la situaci�o a qu�e s'arriba despr�es d'efectuar un nombre qualsevol

de passos, introduirem el concepte de con�guraci�o o descripci�o instant�ania. Suposarem,

sense p�erdua de generalitat, que � i Q no tenen s��mbols en com�u. De�nim el conjunt

ID(M) de con�guracions aix��:

ID(M) = �

�

Q�

�

;

i interpretem que una seq�u�encia xqy de ID(M) descriu la situaci�o en qu�e l'aut�omat M ,

que est�a processant l'entrada w = xy 2 �

�

, es troba en l'estat q2Q i t�e el cap�cal situat

davant del primer s��mbol del su�x y.

Per formalitzar el concepte de pas de proc�es (o de transici�o) de l'aut�omatM , de�nirem

en el conjunt ID(M) una relaci�o de transici�o directa, que representarem pel signe `

{

M

(o

simplement `, quan M estigui sobreent�es) de la manera seg�uent. Cada valor de la forma

1

�

Es freq�uent admetre una tercera possibilitat, a saber, que el cap�cal quedi imm�obil.

�

Es f�acil de veure que aquesta

modi�caci�o del model no afecta el conjunt dels llenguatges reconeguts.
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�(p; a) = (q; d) de la funci�o de transici�o indueix el conjunt de totes les transicions directes

de la forma

xpay ` xaqy 8x; y 2 �

�

;

mentre que cada valor de la forma �(p; a) = (q; e) de la funci�o de transici�o indueix el

conjunt de totes les transicions directes de la forma

xspay ` xqsay 8s 2 � i 8x; y 2 �

�

:

I no hi ha altres transicions directes que les de�nides per les regles anteriors.

Podem considerar ara el tancament reexiu i transitiu d'aquesta relaci�o de transici�o.

Es tracta de considerar que dues con�guracions estan relacionades quan la segona s'obt�e a

partir de la primera mitjan�cant zero o m�es transicions directes a trav�es de con�guracions

interm�edies. Representarem pel signe `

{

�

aquesta relaci�o de transici�o de zero o m�es passos.

Formalment, la de�nici�o �es la seg�uent. Siguin k; k

0

2 ID(M) dues con�guracions,

k `

{

�

k

0

() 9n > 0 9k

0

; : : : ; k

n

2 ID(M)

8

<

:

k = k

0

8i < n k

i

` k

i+1

k

n

= k

0

:

La utilitat dels conceptes que acabem d'introduir es posa de manifest en la facilitat

amb qu�e podem ara descriure el llenguatge reconegut per un 2dfa. Es tracta d'acceptar

els mots que fan passar l'aut�omat des de la situaci�o que abans hem de�nit com a inicial

(en estat q

0

i amb el cap�cal davant del primer s��mbol) a una situaci�o en qu�e el cap�cal

quedi a la dreta de l'�ultim s��mbol del mot i l'estat sigui un dels acceptadors.

2

�

Es clar que

aix�o pot ser expressat formalment de la manera seg�uent:

L(M) = fw2�

�

j 9p2F q

0

w `

{

�

wpg:

Com a conseq�u�encia de la de�nici�o de les transicions directes, no hi ha cap con�guraci�o

que pugui venir a continuaci�o (a trav�es d'un o m�es passos) d'una de la forma wq, que

correspon a tenir el cap�cal a la dreta de l'�ultim s��mbol de l'entrada. Tampoc no hi ha cap

con�guraci�o que pugui seguir a una de la forma qay quan �(q; a) �es de la forma (p; e), que

correspon a un moviment cap a l'esquerra quan el cap�cal �es al davant del primer s��mbol

de l'entrada. Observem que M accepta el mot buit si i sols si q

0

2F , ja que en aquest cas

la reexivitat de la relaci�o `

{

�

permet que la condici�o d'acceptaci�o s'escrigui de la forma

(q

0

2F ^ q

0

`

{

�

q

0

).

Exemple 9.1 Considerem el llenguatge format per � i pels nombres binaris que, seguits

del seu revessat, s�on m�ultiples de cinc. Formalment,

L = fw 2 f0; 1g

�

j valor

2

(ww

R

) =

_

5g:

A la �gura 9.1 s'ha dibuixat el diagrama de transicions d'un 2dfa que reconeix el llen-

guatge

j

cL$, �es a dir, el format pels mots de L per�o escrits entre els s��mbols

j

c i $.

Observeu que l'�unica difer�encia que hi ha entre aquest graf i els dels dfaunidireccionals

�es que ara l'etiqueta de cada arc inclou, a m�es del s��mbol llegit, el moviment del cap�cal.

2

�

Es f�acil de veure que la classe de llenguatges reconeguts �es independent de la convenci�o concreta que adoptem en

aquest punt. Podr��em convenir que el cap�cal qued�es, per exemple, a l'esquerra del primer s��mbol.
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Fig. 9.1 Diagrama de transicions d'un 2dfa

Taula 9.1 Funci�o de transici�o del 2dfa de la �gura 9.1

j

c 0 1 $

q

0

A

0

; d r; d r; d r; d

r r; d r; d r; d r; d

A

0

r; d A

0

; d A

1

; d B

0

; e

A

1

r; d A

2

; d A

3

; d B

1

; e

A

2

r; d A

4

; d A

0

; d B

2

; e

A

3

r; d A

1

; d A

2

; d B

3

; e

A

4

r; d A

3

; d A

4

; d B

4

; e

B

0

f; d B

0

; e B

1

; e r; d

B

1

r; d B

2

; e B

3

; e r; d

B

2

r; d B

4

; e B

0

; e r; d

B

3

r; d B

1

; e B

2

; e r; d

B

4

r; d B

3

; e B

4

; e r; d

y f f; d f; d f; d f; d

Per tal de no perdre claredat, no han estat dibuixats els arcs que corresponen a transi-

cions que duen a un �unic estat mort, r, que tampoc no apareix al gr�a�c. L'especi�caci�o

completa de la funci�o de transici�o ve donada a la taula 9.1.

L'aut�omat s'ha constru��t a partir de dues c�opies del dfa que reconeix els m�ultiples

de cinc, que com �es sabut t�e un estat per cada residu m�odul cinc. La c�opia de la part

superior del graf �es recorreguda mentre el cap�cal llegeix l'entrada d'esquerra a dreta.

Quan el cap�cal arriba a la marca de la dreta, hi ha una transici�o des de l'estat de la

part superior a l'estat de la part inferior que correspon al mateix residu. A partir d'aqu��

s'inverteix el moviment del cap�cal, l'entrada torna a ser llegida de dreta a esquerra i �es

processada per la part inferior de l'aut�omat. Si en arribar de nou a la marca de l'esquerra

l'aut�omat es troba en l'estat B

0

, es produeix una transici�o a l'estat acceptador f que

ja no �es abandonat i que fa sortir el cap�cal per l'extrem de la dreta, per tal d'acabar

correctament. En qualsevol altre cas, el proc�es acaba necess�ariament a l'estat r i el mot

�es rebutjat.

�

Es interessant observar que tamb�e podem construir un dfa unidireccional per re-
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con�eixer el llenguatge L. Es tracta de considerar simult�aniament l'aut�omat M

5

que re-

coneix els m�ultiples de cinc i l'aut�omat M

R

5

que reconeix el revessat d'aquest llenguatge.

No �es dif��cil adonar-se que l'aut�omat que accepta L pot ser constru��t considerant estats

amb dues components. La primera cont�e l'estat a qu�e arriba M

5

en llegir un mot w

d'esquerra a dreta. La segona cont�e l'estat en qu�e caldria estar per tal que el mateix

M

5

, llegint w

R

, arrib�es a l'estat acceptador, que �es precisament l'estat a qu�e arriba M

R

5

en llegir w. Aix�� doncs, l'aut�omat cercat s'obt�e fent el producte cartesi�a de M

5

i M

R

5

i prenent com a estats acceptadors els que tenen les dues components iguals entre si.

Formalment, sigui Q = fq

0

; q

1

; q

2

; q

3

; q

4

g i sigui

M

5

= hQ; f0 ; 1g; �

5

; q

0

; fq

0

gi;

on �

5

est�a de�nida, quan a2f0 ; 1g, per la regla aritm�etica

�

5

(q

i

; a) = q

j

() 2 � i+ a � j (mod 5):

M

R

5

t�e una estructura id�entica a la de M

5

amb l'�unica difer�encia que la seva funci�o de

transici�o obeeix la regla

�

R

5

(q

i

; a) = q

j

() �

5

(q

j

; a) = q

i

:

En aquestes condicions, l'aut�omat M que reconeix L �es

M = hQ �Q; f0 ; 1g; �; [q

0

; q

0

]; F i;

on

�([q

i

; q

j

]; a) = [�

5

(q

i

; a); �

R

5

(q

j

; a)]

i on

F = f[q

i

; q

i

] j 0 6 i 6 4g:

L'aut�omat M constru��t aix�� t�e 25 estats i �es m��nim.

A l'exemple anterior, en lloc de construir un 2dfa per al llenguatge L proposat, l'hem

constru��t per al llenguatge

j

cL$, on els s��mbols

j

c i $ no formen part de l'alfabet de L. La

ra�o de fer aix�o ha estat, com resulta evident, facilitar el disseny de l'aut�omat. El recurs

a aquests s��mbols addicionals, que anomenem marcadors d'extrems, permet identi�car

el moment en qu�e el cap�cal llegeix l'�ultim s��mbol del mot d'entrada sense provocar a

continuaci�o l'aturada de l'aut�omat. Sense ells, aquesta identi�caci�o es fa impossible. Tot

i aix�o, en aquest cap��tol demostrarem que tot llenguatge acceptat per un 2dfa tamb�e

�es acceptat per algun dfa unidireccional. Per tant, donat un llenguatge L, si sabem

construir un 2dfa que reconegui

j

cL$, tamb�e podem construir un dfa unidireccional per

a

j

cL$. Aleshores, �es immediat passar d'aquest dfa a un altre que accepti L. Aix��

doncs, la introducci�o dels marcadors d'extrems no representa cap ampliaci�o (ni tampoc

cap restricci�o) dels llenguatges que poden ser acceptats per 2dfa. En conseq�u�encia, en

tots els exemples que donarem d'utilitzaci�o de 2dfa farem �us dels marcadors d'extrems.

9.3 El problema de l'aturada en 2DFA

La bidireccionalitat del moviment del cap�cal introdueix, respecte de la unidireccionalitat,

la possibilitat que els processos de c�alcul no s'aturin. N'hi ha prou de considerar, per

exemple, que la funci�o de transici�o inclogui un parell d'especi�cacions de la forma

�(p; a) = (q; d) i �(q; b) = (p; e)



204 Llenguatges, gram�atiques i aut�omats. Curs b�asic

perqu�e l'aut�omat entri en bucle aix�� que llegeixi el submot ab, si ho fa partint de l'estat

p. Aquesta possibilitat de no-aturada, que no existeix en els aut�omats unidireccionals,

est�a impl��cita, en canvi, en molts altres models de computaci�o. En particular, quan es

considera el conjunt de programes que poden ser escrits en qualsevol llenguatge usual de

programaci�o, �es clar que aquest conjunt inclou programes que poden donar lloc a bucles

sense �. En general, el problema de determinar si un cert programa d�ona lloc a un proc�es

�nit o in�nit quan processa una entrada donada �es un problema indecidible.

3

En el cas dels aut�omats �nits bidireccionals, hi ha una manera senzilla de decidir quan

un aut�omat de s estats que llegeix una entrada de longitud n entra en bucle. Es tracta

d'anar considerant les con�guracions successives per les quals passa l'aut�omat, partint de

la con�guraci�o inicial i acabant, o b�e quan el cap�cal creua un dels extrems de l'entrada,

o b�e quan es repeteix alguna de les con�guracions considerades. La idea important �es

que, perqu�e l'aut�omat entri en bucle, �es condici�o necess�aria i su�cient que hi hagi alguna

con�guraci�o que es repeteixi.

�

Es clar que la condici�o �es su�cient. La necessitat deriva del

fet que hi ha un nombre �nit, n� s, de con�guracions possibles, cosa que, d'altra banda,

garanteix la �nitud del procediment proposat, que requereix un m�axim de n� s passos.

9.4 Construcci�o d'un NFA unidirecional

a partir d'un 2DFA

A l'exemple 9.1 hem exposat un 2dfa que reconeix un cert llenguatge. Tamb�e hem posat

de manifest que aquest mateix llenguatge pot ser reconegut per un dfa unidireccional.

Aquesta possibilitat no �es cap cas particular. Veurem tot seguit la manera de construir un

nfa unidireccional a partir d'un 2dfa qualsevol. La demostraci�o original d'aquest fet es

troba a [RaS59] i a [She59], si b�e nosaltres seguirem en aquest punt la refer�encia [HoU79].

De totes maneres, cal advertir el lector que, per tal de facilitar la comprensi�o d'aquesta

exposici�o, hem optat per un tractament informal d'algunes de les idees que introduirem

en la demostraci�o. Comen�carem presentant un exemple que ens servir�a de refer�encia al

llarg de l'exposici�o que segueix.

Exemple 9.2 La taula 9.2 especi�ca la funci�o de transici�o d'un 2dfa de tres estats,

dels quals q

0

�es l'inicial i q

2

�es l'�unic estat acceptador.

Taula 9.2 Funci�o de transici�o d'un 2dfa

a b

q

0

q

1

; d q

0

; e

q

1

q

2

; e q

2

; d

y q

2

q

0

; d q

1

; e

Per a cada 2dfa considerat i cada mot processat per l'aut�omat podem dibuixar un

3

Sobre el signi�cat d'aquest terme, vegeu el comentari de la secci�o 2.4.
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diagrama que reecteixi aquest proc�es. Es tracta d'escriure els estats successius pels quals

va passant l'aut�omat, situant-los en la posici�o que ocupa el cap�cal just en el moment en qu�e

es disposa a llegir un nou s��mbol, �es a dir, en la frontera entre el s��mbol que acaba de llegir i

el nou s��mbol. Aquesta successi�o comen�ca amb l'estat inicial escrit en la frontera esquerra

del mot. Cada vegada que el cap�cal inverteix el sentit del moviment, el diagrama baixa

una l��nia i continua escrivint els estats, de manera que la seq�u�encia dels estats segueix,

cap a la dreta i cap a l'esquerra, els moviments del cap�cal.

Definici

�

o. Anomenem seq�u�encies de creuaments les subseq�u�encies d'estats que aparei-

xen en un diagrama de proc�es, i que corresponen als moments en qu�e el cap�cal creua cada

una de les fronteres entre dos s��mbols consecutius (m�es les dues fronteres dels extrems).

Exemple 9.3 La �gura 9.2 il

.

lustra el diagrama del proc�es d'acceptaci�o del mot aabab

per l'aut�omat de�nit a l'exemple 9.2.

0 1

2

0 1 2 0

0

1 2

q q

q

q q q q

q

q q

a a b a b

Fig. 9.2 Diagrama d'un proc�es d'acceptaci�o

Les seq�u�encies de creuaments corresponents a aquest proc�es s�on, d'esquerra a dreta,

[q

0

], [q

1

; q

2

; q

0

], [q

1

], [q

2

], [q

0

; q

0

; q

1

] i [q

2

].

Observeu que els estats que ocupen posicions senars en una seq�u�encia de creuaments

corresponen a situacions en qu�e el cap�cal s'est�a movent cap a la dreta. Per tant, el s��mbol

que ser�a llegit en aquest estat �es el que apareix a la dreta de la col

.

locaci�o de la seq�u�encia

considerada en el diagrama. An�alogament, els estats en posicions parelles corresponen a

moviments del cap�cal cap a l'esquerra.

Observeu tamb�e que no totes les seq�u�encies d'estats possibles s�on seq�u�encies de creua-

ments. Per exemple, la seq�u�encia

[q

3

; q

5

; q

2

; q

5

; q

1

; q

4

; q

4

]

no pot ser cap seq�u�encia de creuaments, perqu�e l'estat q

5

, que apareix dues vegades

en posici�o parella, hauria de donar origen, a causa del determinisme, a una repetici�o

inde�nida del proc�es.

�

Es a dir, una seq�u�encia de creuaments que comen�ca amb els quatre

primers components [q

3

; q

5

; q

2

; q

5

; : : : ], for�cosament ha de ser la seq�u�encia peri�odica in�nita

[q

3

; q

5

; q

2

; q

5

; q

2

; q

5

; q

2

; : : : ]:
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Aix�� doncs, una seq�u�encia de creuaments �es �nita si i sols si no t�e cap estat repetit en

dues posicions de la mateixa paritat.

Observeu, �nalment, que les seq�u�encies de creuaments que intervenen en processos de

mots que s�on acceptats s�on totes elles de longitud senar. Altrament el cap�cal no hauria

acabat el proc�es sortint per l'extrem de la dreta.

Definici

�

o. Diem que una seq�u�encia de creuaments �es v�alida quan �es de longitud senar

i no t�e cap parell d'estats repetits en posicions d'igual paritat.

Com a resultat del que acabem de dir i utilitzant aquesta de�nici�o, podem fer dues

a�rmacions. La primera �es que en el proc�es d'acceptaci�o d'un mot per un 2dfa nom�es

intervenen seq�u�encies de creuaments v�alides. La segona �es que, donat un 2dfa, el nombre

de seq�u�encies de creuaments v�alides d'aquest aut�omat �es, amb independ�encia de l'entrada,

�nit. Aquest fet �es rellevant perqu�e ens permetr�a d'identi�car les seq�u�encies de creuaments

v�alides amb els estats d'un aut�omat unidireccional equivalent.

Considerem ara la relaci�o que ha d'existir entre dues seq�u�encies de creuaments v�alides

que apareguin l'una immediatament a la dreta de l'altra en un proc�es que dugui a l'ac-

ceptaci�o d'algun mot. Siguin s

1

i s

2

aquestes seq�u�encies, on s

2

suposem que apareix

immediatament a la dreta de s

1

. Sigui a el s��mbol de l'entrada que hi ha entre s

1

i s

2

.

Si b�e l'aparici�o d'aquestes dues seq�u�encies en un punt determinat est�a condicionada per

la globalitat del mot de l'entrada, ens restringirem �unicament als condicionaments que

comporta el fet que les dues seq�u�encies estiguin separades pel s��mbol a. Observem que

nom�es un nombre redu��t de seq�u�encies pot apar�eixer a la dreta de s

1

i del s��mbol a. Per

descomptat, s

2

�es una d'elles, per�o pot no ser l'�unica. Suposem, per exemple, que la

funci�o de transici�o de l'aut�omat cont�e una especi�caci�o de la forma �(q

i

; a) = (q

j

; d) i que

la seq�u�encia s

2

no cont�e l'estat q

i

en cap posici�o parella ni l'estat q

j

en cap posici�o senar.

Aleshores podem intercalar q

i

seguit immediatament de q

j

en qualsevol punt de s

2

, amb

la condici�o que q

i

quedi en posici�o parella. La seq�u�encia obtinguda continua essent v�alida

i podria apar�eixer a la dreta de la s

1

si nom�es ens atingu�essim al condicionament local

del s��mbol a que estem considerant.

Exemple 9.4 La �gura 9.3 il

.

lustra el cas de dues seq�u�encies, s

1

= [q

1

; q

2

; q

3

] i s

2

=

[q

4

; q

5

; q

6

], que s'avenen a l'esquerra i la dreta, respectivament, d'un s��mbol a. Suposant

que q

i

no coincideix amb q

5

i que q

j

no coincideix ni amb q

4

ni amb q

6

, la seq�u�encia

s

0

2

= [q

4

; q

i

; q

j

; q

5

; q

6

] tamb�e podria apar�eixer en el lloc de s

2

si nom�es ens atenim al

condicionament del s��mbol a considerat i prescindim de la resta del proc�es.

Estem ja en condicions de de�nir un nfa unidireccional que reconegui el llenguatge

acceptat per un 2dfa donat. Sigui M = hQ;�; �; q

0

; F i un 2dfa qualsevol. Considerem

el nfaM

0

= hQ

0

; �; �

0

; I

0

; F

0

i, els components del qual es de�neixen a continuaci�o.

Q

0

- �es el conjunt de seq�u�encies de creuaments v�alides de M .

�

0

- �es la funci�o que a cada seq�u�encia de creuaments v�alida i cada s��mbol de � fa

correspondre el conjunt de seq�u�encies de creuaments v�alides que poden apar�eixer

a la dreta de la seq�u�encia i del s��mbol considerats.

I

0

- �es un conjunt redu��t a una sola seq�u�encia: f[q

0

]g.

F

0

- �es el conjunt de seq�u�encies de la forma [q

i

] amb q

i

2F .
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1

2

3 6

q

q

q q

a

4q

5q

1q

a

4q

jq

iq

2

3 6

q

q q

5q

Fig. 9.3 Dues seq�u�encies dretes per a una mateixa seq�u�encia esquerra

Abans de comprovar queM

0

reconeix el mateix llenguatge queM , donarem un exem-

ple d'aquesta construcci�o.

Exemple 9.5 Considerem de nou el 2dfa de l'exemple 9.2. Com que es tracta d'un

aut�omat de tres estats, el nombre de seq�u�encies de creuaments v�alides �es 57 (vegeu

exercici 9.3). Partim de la seq�u�encia inicial [q

0

]. Com que �(q

0

; b) = (q

0

; e), no hi pot

haver cap seq�u�encia v�alida a la dreta de [q

0

] quan el s��mbol considerat �es una b. En canvi,

la seq�u�encia [q

1

] pot apar�eixer a la dreta de [q

0

] quan el s��mbol �es a. I tamb�e hi pot

apar�eixer la seq�u�encia [q

1

; q

2

; q

0

], ja que �(q

2

; a) = (q

0

; d). No hi ha cap m�es seq�u�encia

v�alida que pugui apar�eixer a la dreta de [q

0

] amb entrada a. Aix�� doncs, ja podem escriure

la primera l��nia de la taula de �

0

. Com que en aquesta l��nia s'han introdu��t les seq�u�encies

[q

1

] i [q

1

; q

2

; q

0

], continuem la taula analitzant quines s�on les seq�u�encies v�alides que poden

apar�eixer a la dreta d'aquestes en els casos d'entrada a i b. Prosseguim d'aquesta manera

�ns a completar el conjunt de seq�u�encies accessibles, i obtenim la funci�o de transici�o �

0

que apareix a la taula 9.3.

Taula 9.3 Funci�o de transici�o de l'aut�omat indeterminista M

0

a b

[q

0

] [q

1

]; [q

1

; q

2

; q

0

] |

[q

1

] | [q

2

]

[q

1

; q

2

; q

0

] [q

1

]; [q

1

; q

2

; q

0

] |

y [q

2

] [q

0

]; [q

0

; q

0

; q

1

] |

[q

0

; q

0

; q

1

] | [q

2

]

Un cop determinitzat i minimitzat aquest aut�omat, obtenim el dfa de quatre estats

que reconeix el llenguatge a(a + ba)

�

b.

Proposici

�

o. L(M

0

) = L(M).

Demostraci

�

o. La inclusi�o en un dels sentits �es molt senzilla. Per a cada mot acceptat

per l'aut�omat bidireccional M podem dibuixar el diagrama de proc�es que li correspon.
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La successi�o de seq�u�encies de creuaments que apareix en aquest diagrama constitueix un

cam�� acceptador del mot considerat en l'aut�omat indeterminista M

0

.

La inclusi�o en sentit contrari requereix una especi�caci�o m�es formal de la funci�o de

transici�o �

0

per tal de poder aplicar correctament una prova per inducci�o. El lector pot

trobar-la a la refer�encia [HoU79] citada anteriorment. �

Com a resultat de la proposici�o anterior tenim el teorema seg�uent.

Teorema. La fam��lia dels llenguatges reconeguts per aut�omats �nits deterministes bidi-

reccionals �es la fam��lia dels llenguatges regulars.

La possibilitat de construir un aut�omat determinista unidireccional a partir d'un de

bidireccional �es de molta utilitat en nombrosos problemes. Aix��, donat un llenguatge

regular L��

�

qualsevol, �es f�acil generalitzar la construcci�o donada a l'exemple 9.1 per

demostrar l'exist�encia d'un 2dfa que reconeix el llenguatge

fw 2 �

�

j ww

R

2 Lg:

9.5 Aut�omats �nits indeterministes bidireccionals

De manera an�aloga als models deterministes, podem de�nir els aut�omats �nits indetermi-

nistes bidireccionals |abreviadament 2nfa| com una generalitzaci�o dels deterministes

unidireccionals, on ara la funci�o de transici�o adopta la forma

�:Q�� �! P (Q� fe ; dg) :

�

Es a dir, a cada estat i s��mbol d'entrada es fa correspondre un conjunt de parells formats

per un nou estat i un moviment del cap�cal.

Pot observar-se que el domini de de�nici�o de � est�a restringit a Q � �, en lloc de

ser P (Q) � �

�

com en el cas unidireccional. Recordem que en el cas unidireccional, �es

indiferent de�nir la funci�o de transici�o d'una manera o d'una altra. Una funci�o de�nida

sobre el domini restringit nom�es pot ser estesa d'una �unica manera que sigui compatible

amb els axiomes que caracteritzen les funcions de transici�o. En canvi, i per les mateixes

raons addu��des en el cas dels 2dfa, no t�e cap sentit aquest tipus d'extensi�o en els 2nfa.

La construcci�o d'un nfa unidireccional a partir d'un 2dfa, exposada a la secci�o prece-

dent, s'aplica sense cap modi�caci�o al cas dels 2nfa. A cada mot acceptat per un 2nfa

li pot correspondre una pluralitat de processos d'acceptaci�o, per a cada un dels quals po-

drem considerar el diagrama de proc�es corresponent, de�nit de forma id�entica que en el

cas dels 2dfa. Aix�� doncs, el concepte de seq�u�encia de creuaments v�alida es mant�e sense

cap modi�caci�o. A l'hora de determinar el conjunt de seq�u�encies de creuaments v�alides

que poden apar�eixer a la dreta d'una de donada, per a cada s��mbol de l'alfabet, se segueix

el mateix criteri d'atenir-se �unicament al s��mbol considerat, amb independ�encia dels mots

en qu�e aquest s��mbol �es processat. El fet que ara partim d'un aut�omat indeterminista far�a

que, en general, calgui considerar un major nombre de possibilitats. Per�o la construcci�o

�es la mateixa. Podem, doncs, enunciar el teorema seg�uent.
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Teorema. La fam��lia dels llenguatges reconeguts per aut�omats �nits indeterministes bidi-

reccionals �es la fam��lia dels llenguatges regulars.

Tenim, com a conclusi�o, que els 2nfa representen el model m�es vers�atil de tots els

introdu��ts en aquest curs per caracteritzar els llenguatges regulars.

Exemple 9.6

�

Es f�acil demostrar, via 2nfa, que el conjunt de les primeres meitats dels

mots d'un llenguatge regular tamb�e �es regular.

�

Es a dir que si L

1

� �

�

�es un llenguatge

regular, tamb�e ho �es el llenguatge

L

2

= fx 2 �

�

j 9y jxj= jyj ^ xy2L

1

g:

Per demostrar-ho, partirem d'un dfa unidireccional que accepti L

1

. Sigui M

1

=

hQ;�; �; q

0

; F i aquest aut�omat. Considerem una \c�opia" Q

0

dels estats de Q, de manera

que per a cada estat q2Q representem per q

0

l'estat corresponent de Q

0

. Construirem un

aut�omat indeterminista bidireccional que reconegui

j

cL

2

$. Aquest 2nfa tindr�a la forma

seg�uent:

M

2

= hQ [ Q

0

[ fq

00

0

; q

00

f

g ; � [ f

j

c; $g ; �

0

; fq

00

0

g ; fq

00

f

gi.

Els estats q

00

0

i q

00

f

s�on estats nous i s�on els �unics inicial i acceptador, respectivament, de

M

2

. La funci�o �

0

est�a constitu��da per les transicicions seg�uents:

1. Una transici�o inicial,

�

0

(q

00

0

;

j

c) = f(q

0

; d)g.

2. Totes les transicions de M

1

,

8q2Q 8a2� �

0

(q; a) = f(�(q; a); d)g:

3. Transicions que fan passar dels estats de Q als corresponents de Q

0

quan s'arriba

a l'extrem dret de l'entrada, i que inicien el recorregut en sentit contrari,

8q2Q �

0

(q; $) = f(q

0

; e)g:

4. Transicions entre estats de Q

0

,

8p2Q 8a2� �

0

(p

0

; a) = f(q

0

; e) j 9s2� �(p; s) = qg:

5. Transicions �nals per al cas d'acceptaci�o,

8q2F �

0

(q

0

;

j

c) = f(q

00

f

; d)g,

8a2� [f$g �

0

(q

00

f

; a) = f(q

00

f

; d)g.

Observem que entre dos estats donats, o b�e existeixen les transicions del tipus 4 per a

tots els s��mbols d'entrada, o b�e no existeixen per a cap s��mbol. Per tant, donada una

seq�u�encia qualsevol de n+1 estats de Q, (q

i

0

; : : : ; q

i

n

), les dues a�rmacions seg�uents s�on

equivalents:

1. Algun mot y de longitud n permet rec�orrer de manera determinista la seq�u�encia

(q

i

0

; : : : ; q

i

n

) sobre el graf de l'aut�omat M

1

.

2. Tot mot y de longitud n permet rec�orrer de manera indeterminista la seq�u�encia

(q

0

i

0

; : : : ; q

0

i

n

) sobre el graf de l'aut�omat M

2

, movent el cap�cal cap a l'esquerra.

Farem el raonament de les dues inclusions corresponents a la igualtat L(M

2

) = L

2

.

1. L(M

2

) � L

2

.

Si x 2 L(M

2

), els tipus de transicions de�nides a M

2

requereixen que, per acceptar un

mot, calgui llegir-lo primer d'esquerra a dreta �ns a arribar a la marca $; a continuaci�o,

no es pot fer altra cosa que llegir l'entrada de dreta a esquerra �ns a arribar a la marca
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j

c i �nalment cal llegir de nou l'entrada d'esquerra a dreta �ns a superar la marca $ de

la dreta. Aix�� doncs, ha d'haver-hi a M

2

un cam�� acceptador de la forma descrita a la

�gura 9.4.

c| c| xR
q0

mov. a la dreta mov. a l’esquerra mov. a la dreta

x x$ $
qi q’i q’j q"f q"f fq"q"0

Fig. 9.4 Esquema de cam�� acceptador

Aix�o implica dues coses:

1.1 q

j

2F .

1.2 Com que el mot x

R

permet passar de q

0

i

a q

0

j

en M

2

, hi ha d'haver algun mot y (en

general, diferent de x

R

) de la mateixa longitud que x

R

que permeti passar de q

i

a q

j

en M

1

.

Per tant, 9y jyj = jxj ^ xy2L

1

, i resulta x2L

2

.

2. L

2

� L(M

2

).

Si x2L

2

, tenim que 9y jyj = jxj^xy2L

1

. Aix�o vol dir que existeix un estat q

i

i un estat

q

j

2F de l'aut�omat M

1

tals que q

0

x = q

i

i que q

i

y = q

j

. Ara b�e, l'exist�encia d'aquesta

segona transici�o comporta que, per a tot y

0

tal que jy

0

j = jyj, l'aut�omat M

2

pot passar

en un recorregut de dreta a esquerra de l'estat q

0

i

a l'estat q

0

j

. En particular, considerant

y

0

= x

R

resulta x2L(M

2

).

9.6 Aut�omats amb pila bidireccionals

A difer�encia del que acabem de veure amb els aut�omats �nits, la bidireccionalitat del

cap�cal dota els aut�omats amb pila deterministes d'una pot�encia de c�alcul superior a la dels

dpda unidireccionals. La de�nici�o dels aut�omats amb pila deterministes bidireccionals,

per als quals usarem l'abreviatura 2dpda, es fa a partir dels dpdaunidireccionals de

manera an�aloga a l'efectuada per als 2dfa a partir dels dfa unidireccionals.

�

Es a dir,

�unicament cal canviar la de�nici�o de la funci�o de transici�o afegint-hi una component

addicional que especi�qui el tipus de moviment, a l'esquerra o a la dreta, que ha d'efectuar

el cap�cal a cada transici�o.

�

Es clar que els dpda unidireccionals es converteixen en casos

particulars de 2dpda. Aix�� doncs, la fam��lia dels dcfl est�a inclosa en la dels llenguatges

reconeguts per 2dpda. Per�o els 2dpda poden recon�eixer llenguatges que no s�on dcfl, i

ni tan sols s�on cfl. Vegem-ho amb un exemple.

Exemple 9.7 Al cap��tol 7 vam demostrar que el llenguatge

L = fa

n

b

n

c

n

j n > 0g

no �es cfl. En canvi, �es ben senzill imaginar un 2dpda que reconegui aquest llenguatge.

Es tracta de llegir d'esquerra a dreta el pre�x de a's carregant-les a la pila, i continuar la

lectura de les b's, tamb�e d'esquerra a dreta, esborrant una a de la pila per cada b llegida.

Si s'ha trobat el mateix nombre de a's que de b's, es fa recular el cap�cal �ns a la primera
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b de l'esquerra i es carreguen les b's a la pila. Finalment, llegint d'esquerra a dreta, es

comprova que el nombre de c's de l'entrada sigui igual al nombre de b's a la pila.

Ara b�e, que els 2dpda puguin recon�eixer llenguatges que no s�on cfl no signi�ca

que reconeguin tots els que s�� s�on cfl. Aquest �es, per ara, un problema obert. No es

coneix cap cfl que no pugui ser reconegut per algun 2dpda, per�o tampoc no s'ha pogut

demostrar que qualsevol cfl �es reconegut per algun 2dpda. Per cert, l'algorisme de Cook

citat a la introducci�o, que simula en temps lineal qualsevol 2dpda, permetria d'establir la

linealitat en temps de la complexitat dels cfl en el cas que se'n demostr�es la possibilitat

de ser reconeguts per 2dpda. Ara com ara, els millors algorismes de qu�e es disposa per

recon�eixer cflfuncionen en temps O(n

2:8

), essent n la longitud de l'entrada.

Finalment, la consideraci�o dels aut�omats amb pila indeterministes bidireccionals (per

als quals utilitzarem l'acr�onim 2npda) t�e un inter�es merament te�oric.

�

Es obvi que repre-

senten una generalitzaci�o tant dels 2dpda com dels npdaunidireccionals. El fet que els

npda siguin casos particulars dels 2npda implica que els cfl formen una subfam��lia de

la dels llenguatges reconeguts per 2npda. I com que tot 2dpda �es un cas particular d'un

2npda, de nou el llenguatge de l'exemple 9.7 posa de manifest que aquesta inclusi�o �es

estricta, �es a dir, que els 2npda reconeixen llenguatges que no s�on cfl. Finalment, torna

a ser un problema obert saber si tamb�e �es estricta la inclusi�o de la fam��lia de llenguatges

reconeguts per 2dpda en la dels reconeguts per 2npda.

�

Es a dir, no es coneix cap llen-

guatge que sigui reconegut per un 2npda i que no ho sigui per algun 2dpda. I tampoc

no se sap demostrar que tot 2npda pugui ser simulat per algun 2dpda.

Exercicis

9.1 Sigui L un llenguatge regular per al qual es disposa d'un dfa unidireccional que el reconeix. Doneu

les idees b�asiques per construir, a partir d'aquest aut�omat, un 2dfa per a cada un dels llenguatges

seg�uents:

1. fw j ww

R

ww

R

2 Lg

2. fw j www

R

w

R

2 Lg

3. fw j ww

R

w

R

w 2 Lg

4. fw j ww

R

ww 2 Lg

9.2 Sigui L un llenguatge regular. Demostreu, via consideraci�o d'un 2dfa per a cada cas, que els

llenguatges seg�uents tamb�e s�on regulars:

1. fx j 9y jxj= jyj ^ xy2Lg

2. fx j 9y x=y

R

^ xy2Lg

3. fx j 9y x=y ^ xy2Lg

9.3 Demostreu que el nombre de seq�u�encies de creuaments v�alides d'un 2dfa de n estats �es

n�1

X

i=0

�

n!

(n� i)!

�

2

(n� i):

9.4 Trobeu 2dpda que reconeguin cada un dels llenguatges seg�uents. Es considera que � pot ser

qualsevol alfabet de m�es d'un s��mbol i que el s��mbol c no pertany a �

1. fww

R

j w 2 �

�

g
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2. fww j w 2 �

�

g

3. fxx

R

y j x; y 2 �

+

g

4. fxxy j x; y 2 �

+

g

5. fx

1

c : : : cx

n

j x

1

; : : : ; x

n

2 �

�

^ 9i; j x

i

= x

R

j

g

6. fx

1

c : : : cx

n

j x

1

; : : : ; x

n

2 �

�

^ 8i 6=j x

i

6=x

j

g

7. fxcy j x; y2�

�

^ y �es un submot de xg

8. fa

1

a

2

: : :a

n

#b

n

: : : b

2

b

1

#c

n

: : : c

2

c

1

j n>1 ^ 8i : 16 i6n : (a

i

=b

i

_ b

i

=c

i

)g

9. fxxy j x 2 D

0

1

^ y 2 (a + b)

�

g

4

10.

�

a

2

n

j n > 0

	

11. fc

n

x

k

j n > 0 ^ k > 2 ^ x 2 �

n

g

12. fx

k

j k > 2 ^ x 2 �

�

g

4

D

0

1

�es el llenguatge de Dyck de�nit a l'exercici 2.15
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Cap��tol 10 Sinopsi del curs

10.1 Introducci�o

Aquest cap��tol t�e com a objectiu principal donar una visi�o de conjunt de les idees ex-

posades en aquest curs. Es tracta b�asicament de resumir la relaci�o m�utua entre les

diferents fam��lies de llenguatges estudiades. Hem apro�tat aquesta visi�o sin�optica per

presentar de manera molt resumida dues altres fam��lies de llenguatges que constitueixen,

juntament amb les que ja coneixem, un cat�aleg conegut amb el nom de jerarquia de

Chomsky.

Comen�carem, tanmateix, fent �emfasi en la relaci�o entre gram�atiques i aut�omats. D'en-

trada, conv�e precisar el diferent paper que tenen les gram�atiques i els aut�omats en la

de�nici�o dels llenguatges formals. Els aut�omats s�on models de reconeixedors de llenguat-

ges. Les gram�atiques s�on models de generadors de llenguatges.

�

Es clar que ambd�os tipus

de models tenen en com�u el fet de servir de de�nidors de llenguatges. Per�o la manera

com ho fan �es essencialment diferent.

Els aut�omats, com tots els reconeixedors, s�on algorismes que realitzen processaments

efectius de les seves entrades. Naturalment, aix�o nom�es s'aplica als aut�omats determinis-

tes. En aquest sentit, el proc�es d'acceptar un mot �es nom�es un cas particularment senzill

de c�alcul algor��smic. Per tal de parlar en termes m�es generals conv�e tornar al plante-

jament introductori fet al cap��tol primer. Recordem que hem interpretat el concepte de

mots com a codi�cacions d'uns elements que solen ser estructures de dades o, m�es general-

ment, estructures combinat�ories. Quan ens restringim a problemes decisionals, el c�alcul es

redueix a l'acceptaci�o o la no-acceptaci�o del mot d'entrada, i el conjunt de mots acceptats

constitueix un llenguatge. Ara b�e, donada una classe d'estructures combinat�ories, com

per exemple la fam��lia dels grafs �nits, a m�es de problemes decisionals, com pot ser el fet

de saber si un graf donat cont�e algun cicle hamiltoni�a, poden considerar-se problemes no

decisionals, com pot ser el fet de saber quina �es la longitud m�axima dels cicles continguts

en un graf donat. L'estudi dels aut�omats com a reconeixedors de llenguatges constitueix,

doncs, un plantejament simpli�cat del problema general de l'estudi de la complexitat dels

algorismes.

Per la seva banda, les gram�atiques, en tant que models generadors de llenguatges,

tamb�e poden ser considerades com a casos particulars de sistemes m�es generals de genera-

dors d'estructures combinat�ories. Exemples t��pics d'operacions entre classes d'estructures

combinat�ories, que generen estructures complexes a partir d'estructures m�es simples, s�on

la reuni�o, el producte cartesi�a, la diagonalitzaci�o, la seq�uenciaci�o, el conjunt de parts
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�nites, el multiconjunt de parts �nites, el cicle, el marcatge o la substituci�o. En aquest

context, �es possible estendre el concepte de recursivitat de les gram�atiques a l'�ambit de

de�nicions recursives de classes d'estructures combinat�ories. El lector pot trobar un desen-

volupament d'aquest tema a l'obra de Sedgewick i Flajolet [SeF96]. Veurem a continuaci�o

un exemple de generaci�o diferent al de les gram�atiques incontextuals.

Exemple 10.1 A l'exemple 1.11 hem introdu��t una manera de codi�car els arbres bi-

naris i a l'exemple 2.22 hem donat una gram�atica que genera el conjunt de totes aquestes

codi�cacions dels arbres binaris. Aix�� doncs, aquest conjunt �es un llenguatge incontex-

tual. D'altra banda, a l'exemple 7.8 hem introdu��t els arbres binaris complets i hem

demostrat que el conjunt de codi�cacions que corresponen a aquests arbres constitueix

un llenguatge, incl�os en l'anterior, que no �es regular.

�

Es f�acil constatar que la mateixa

argumentaci�o utilitzada a l'exemple 7.8 serveix per demostrar que el llenguatge conside-

rat tampoc no �es incontextual, ja que no hi ha cap difer�encia entre les dues versions dels

lemes de bombament de Bar-Hillel quan s'apliquen a llenguatges uniliterals.

Tot i no tractar-se d'un llenguatge incontextual, hem vist que el llenguatge L dels

arbres binaris complets admet la de�nici�o recursiva seg�uent:

L = f0g [ f2xx j x2Lg:

Haur��em pogut escriure aquesta de�nici�o recursiva de L utilitzant les operacions de

reuni�o, producte cartesi�a i diagonalitzaci�o de la manera seg�uent:

L = reuni�o (0 ; producte (2 ; diagonal(L)));

en qu�e les de�nicions precises de les operacions considerades es poden trobar a la re-

fer�encia [SeF96] citada anteriorment. Es tracta, en aquest cas, tanmateix, d'operacions

molt elementals el signi�cat de les quals �es for�ca evident. L'avantatge d'aquesta segona

de�nici�o �es que posa clarament de manifest el seu car�acter generativorecursiu.

Un �ambit en el qual s'interrelacionen els algorismes (dels quals els aut�omats en s�on

models abstractes) i els sistemes generatius (entre els quals hi ha les gram�atiques) el

constitueix el de l'an�alisi d'algorismes i, m�es en particular, el de l'estudi de la complexitat

mitjana d'algorismes. El fet rellevant �es que l'an�alisi de la complexitat d'un algorisme

que opera sobre estructures combinat�ories d'una classe determinada es veu enormement

facilitat quan �es possible generar recursivament aquesta classe d'estructures. De nou

remetem el lector a l'obra de Sedgewick i Flajolet citada anteriorment.

10.2 Relaci�o entre les fam��lies de llenguatges estudiades

A la �gura 10.1 s'ha dibuixat un diagrama d'Euler que inclou les fam��lies de llenguatges

estudiades al llarg d'aquest curs. A cada regi�o del diagrama �gura un n�umero que corres-

pon a un exemple de llenguatge que pertany a la regi�o considerada. La de�nici�o d'aquests

exemples es fa m�es endavant en aquesta mateixa secci�o. La zona ombrejada correspon

a una regi�o que no se sap si �es buida, com ja s'ha fet constar al cap��tol 9, a la secci�o

dedicada als aut�omats amb pila bidireccionals.

Conv�e remarcar algunes caracter��stiques d'aquest diagrama que corresponen a pro-

pietats de les fam��lies estudiades. (Cal assenyalar que el nom d'una fam��lia, precedit del
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2DPDA

CFL Co-CFL
Inambigus

Regulars

DCFL

Finits

1 2

3

4

5
6

9
7

10

8 Cofinits

Fig. 10.1 Diagrama d'Euler d'algunes fam��lies de llenguatges

pre�x `co', designa la fam��lia formada pels complementaris dels llenguatges de la fam��lia

considerada.)

a) Cap llenguatge no pot ser alhora �nit i co�nit.

b) Com que la fam��lia dels dcfl �es tancada respecte de la complementaci�o, est�a

inclosa a la intersecci�o dels cfl i els co-cfl.

c) La regi�o que correspon als cfl inambigus ha estat dibuixada amb tra�c discontinu

perqu�e, a difer�encia de les altres fam��lies considerades, no existeix cap model de

descripci�o (ni aut�omat ni gram�atica) espec���c d'aquesta fam��lia.

d) En el cas d'un cfl, no hi ha cap relaci�o entre el fet de ser ambigu i el fet que el

complementari tamb�e sigui cfl.

En els exemples que segueixen podem considerar, a l'efecte de l'operaci�o de comple-

mentaci�o, que l'alfabet de refer�encia �es � = fa; b; c; d; eg.

1. Exemple de llenguatge �nit: L

1

= ?.

2. Exemple de llenguatge co�nit: L

2

= �

�

.

3. Exemple de llenguatge regular que no �es ni �nit ni co�nit: L

3

= a

�

b

�

.

4. Exemple de llenguatge incontextual determinista que no �es regular:

L

4

= fa

n

b

n

j n > 0g.

5. Exemple de llenguatge incontextual, amb complementari tamb�e cfl, que �es in-

ambigu, per�o que no �es determinista:

L

5

= fw2�

�

j w = w

R

g.

6. Exemple de llenguatge incontextual, amb complementari tamb�e cfl, per�o que �es

ambigu (tret de [HiU66]):

L

6

= fa

p

b

q

c

r

d

s

e

t

j (p=q ^ r=s) _ (q=r ^ s= t)g.

7. Exemple de llenguatge incontextual que �es inambigu, per�o el complementari del

qual no �es cfl (tret de [HiU66]):
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L

7

= fa

p

b

q

c

r

d

s

j ((10p < q < 12p _ 10q < p < 12q)

^ (10r < s < 12r _ 10s < r < 12s))

_ (10q < r < 12q ^ 6p < s < 8p)g:

8. Exemple de llenguatge incontextual ambigu, el complementari del qual no �es cfl:

L

8

= fa

i

b

j

c

k

j i= j _ j=kg.

9. Exemple de llenguatge que no �es incontextual, per�o el complementari del qual s��

que ho �es:

L

9

= fa

n

b

n

c

n

j n > 0g.

10. Exemple de llenguatge que no �es incontextual, amb complementari que tampoc

no ho �es, per�o que �es reconegut per un 2dpda:

L

10

= fa

i

b

j

c

k

j i= j 6=k _ i 6= j=kg.

10.3 La jerarquia de Chomsky

Les dues fam��lies principals de llenguatges estudiades en aquest curs, la dels regulars i la

dels incontextuals, constitueixen les dues classes m�es simples d'una classi�caci�o de quatre

nivells de�nida per N. Chomsky a [Cho56] i [Cho59]. Aquesta classi�caci�o ha perdut,

amb el pas del temps, gran part del sentit ordenador que tenia inicialment. La ra�o d'aix�o

ha estat el desenvolupament que ha experimentat a partir dels anys setanta la teoria de

la complexitat, que ha perm�es donar una tractament molt m�es ben fonamentat i d'un

abast molt m�es general a l'estudi de la complexitat inherent dels problemes de c�alcul.

El lector pot trobar desenrotllat aquest plantejament a la refer�encia [BDG95]. De tota

manera, les refer�encies a la jerarquia de Chomsky continuen essent freq�uents en l'�ambit

de la teoria de llenguatges formals.

�

Es per aix�o que a continuaci�o en fem una exposici�o

breu. Si b�e cada nivell de la jerarquia pot ser caracteritzat simult�aniament en termes

de gram�atiques i d'aut�omats, aqu�� nom�es donarem amb precisi�o les de�nicions dels nous

models de gram�atiques, que s�on les m�es senzilles, i nom�es farem una descripci�o informal

dels nous tipus d'aut�omats, que ja s'escapen de l'abast d'aquest curs.

1. Llenguatges de tipus 3. Es tracta dels llenguatges regulars. Els seus reconeixe-

dors s�on els aut�omats �nits i els seus generadors s�on les gram�atiques regulars estudiades

al cap��tol 6.

2. Llenguatges de tipus 2. Es tracta dels llenguatges incontextuals. Els seus

reconeixedors s�on els aut�omats amb pila indeterministes i els seus generadors s�on les

gram�atiques incontextuals estudiades al cap��tol 2.

3. Llenguatges de tipus 1. Es tracta dels anomenats llenguatges contextuals (en

angl�es, context-sensitive languages, d'on deriva l'acr�onim csl). Els seus reconeixedors

s�on els aut�omats amb espai �tat linealment (linear-bounded automata en angl�es, amb

acr�onim lba). Es tracta de les m�aquines de Turing indeterministes, de qu�e parlarem al

punt seg�uent, a les quals s'imposa la restricci�o de no poder utilitzar per al c�alcul m�es espai

de cinta que el que cont�e l'entrada. Quant als seus generadors, es tracta d'una extensi�o

del concepte de gram�atica incontextual, que donem a continuaci�o.
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Una gram�atica contextual �es una estructura de la forma

G = hV;�; P; Si

en qu�e V , � i S tenen la mateixa de�nici�o com a alfabet de variables, alfabet de terminals

i variable inicial que en les cfgs. V i � s�on conjunts disjunts. P �es un subconjunt �nit

de parells de

((V [�)

�

��

�

)� (V [�)

�

els elements del qual, anomenats tamb�e aqu�� produccions, s'escriuen de la forma �!�,

amb � 2 (V [�)

�

��

�

i �2 (V [�)

�

i estan subjectes a les restriccions seg�uents:

1. Si � 6= �, aleshores j�j 6 j�j.

2. Si � = �, aleshores � = S, i en aquest cas S no pot apar�eixer al costat dret de

cap producci�o.

La manera com una gram�atica contextual genera mots �es similar a la manera com ho fa

una gram�atica incontextual. Es diu que una cadena �� deriva directament d'una cadena

�� quan (�!�) 2 P . An�alogament, es de�neix la derivaci�o �

�

) � com el tancament

reexiu i transitiu de la derivaci�o directa. En aquestes condicions, el llenguatge generat

per una gram�atica G continua essent

L(G) = fw2�

�

j S

�

) wg:

Exemple 10.2 Considerem de nou el llenguatge L = fa

n

b

n

c

n

j n > 0g, que a l'e-

xemple 7.0 hem demostrat que no �es incontextual. Es tracta, en canvi, d'un llenguatge

contextual. No �es dif��cil comprovar que �es generat per la gram�atica

G = hfS; A; B; Cg; fa; b; cg; P; Si

que t�e el conjunt P de produccions seg�uent:

S ! A j �

A! aAB j C

CB ! bCc j bc

cB ! Bc :

Aix��, el mot aabbcc �es derivat de la manera seg�uent

S ) A ) aAB ) aaABB ) aaCBB ) aabCcB ) aabCBc ) aabbcc:

4. Llenguatges de tipus 0. Es tracta dels llenguatges anomenats enumerables re-

cursivament. Els seus reconeixedors s�on les m�aquines de Turing. Es tracta, succintament,

d'aut�omats de nombre �nit d'estats, amb una cinta d'entrada in�nita que inicialment

est�a tota en blanc a excepci�o de la zona que cont�e el mot d'entrada, dotats d'un cap�cal

bidireccional, i que, a m�es de la capacitat de llegir els s��mbols de la cinta, tenen tamb�e la

capacitat d'escriure a la mateixa cinta.

1

Tamb�e per a aquests llenguatges existeix un tipus de gram�atiques que els generen. Es

tracta de les gram�atiques de tipus 0 o gram�atiques sense restriccions. Una gram�atica de

tipus 0 �es una estructura de la forma G = hV;�; P; Si en qu�e, com sempre, V i � s�on

1

El lector pot trobar-ne una descripci�o formal al cap��tol 3 de [SACL01].
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dos alfabets disjunts anomenats de variables i terminals respectivament, S �es la variable

inicial i P �es un subconjunt �nit de parells de

((V [�)

�

��

�

)� (V [�)

�

.

Es tracta, doncs, de parells del mateix tipus que els de les gram�atiques contextuals, que

continuem anomenant produccions i escrivint de la forma �!�, amb � 2 (V [�)

�

��

�

i �2 (V [�)

�

, per�o que a difer�encia de les produccions contextuals no estan subjectes a

cap mena de restricci�o addicional, �es a dir, que � i � poden ser cadenes qualssevol, sempre

que � contingui almenys una variable.

Exemple 10.3 Per donar exemples de llenguatges enumerables recursivament i que no

siguin contextuals cal apujar considerablement el llist�o de la di�cultat de la computaci�o.

Una manera senzilla de fer-ho seria prendre en consideraci�o llenguatges no recursius, �es

a dir, llenguatges per als quals no hi ha cap algorisme reconeixedor que sigui d'aturada

segura.

2

Hi ha, tanmateix, exemples de llenguatges \naturals" (�es a dir, que no provenen

de la utilitzacio de de�nicions arti�cioses, com les basades en procediments de diagona-

litzaci�o) que s�on recursius per�o no s�on contextuals. Un dels exemples m�es cl�assics �es

degut a Hunt [Hun73] i es troba recollit a [AHU74]. Es tracta d'estendre la de�nici�o

d'expressions regulars, de manera que incloguin l'operador intersecci�o. El llenguatge

considerat �es el conjunt d'expressions d'aquest tipus tals que cada una d'elles descriu el

conjunt de tots els mots sobre el seu alfabet.

Cal remarcar el fet que les de�nicions de les gram�atiques de tipus 3, 2 i 1 s�on casos

particulars de les de tipus 2, 1 i 0, respectivament. Els llenguatges corresponents a

aquestes gram�atiques formen, per tant, una jerarquia en el sentit que cada una de les

fam��lies considerades est�a inclosa en la seg�uent. Hem donat, per a cada cas, exemples que

posen de manifest que es tracta d'inclusions estrictes en tots els casos.

2

Una de�nici�o precisa del concepte de llenguatge recursiu pot trobar-se al mateix cap��tol de la refer�encia que acabem

de citar.
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