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1 M�aquines de Turing

Per tal d'identi�car el conjunt de problemes que es poden resoldre mitjan�cant un proce-

diment mec�anic, ens cal formalitzar la noci�o intu��tiva d'algorisme. El pas fonamental per

establir-ne un model v�alid es va donar al �nal de la d�ecada de 1930, quan es va demostrar

que els diferents intents proposats per caracteritzar aquest concepte condu��en a models

equivalents entre si. Presentarem en aquest cap��tol un model te�oric de computaci�o in-

trodu��t per A. Turing en 1936 [40], la m�aquina de Turing, i veurem com utilitzar aquest

tipus de m�aquina per recon�eixer llenguatges i computar funcions.

Una caracter��stica del model de m�aquina de Turing, molt important, �es la possibilitat

de de�nir sense ambig�uitats el concepte de pas de c�alcul i, en conseq�u�encia, el de temps

d'execuci�o per a un algorisme. Aquest concepte, en general, �es dif��cil de de�nir sobre

llenguatges de programaci�o concrets, ja que certes instruccions triguen m�es o menys temps

i normalment no es disposa d'un criteri uniforme de mesura del temps.

Finalment, tot model necessita ser robust, en el sentit que petites modi�cacions, afegides

per facilitar el disseny de m�aquines, han de conservar la capacitat de c�alcul. En aquesta

direcci�o, �nalitzem el cap��tol introduint algunes variacions sobre el model b�asic i esbossem

els arguments que porten a la demostraci�o de l'equival�encia amb aquest model b�asic.

1.1 De�nici�o de la m�aquina de Turing

Una m�aquina de Turing, abreujadament tm, �es un mecanisme que funciona com un

aut�omat �nit amb una cinta semiin�nita addicional (vegeu la �gura 1.1). La cinta est�a

dividida en cel

.

les i la m�aquina accedeix a la informaci�o, emmagatzemada a la cinta, mit-

jan�cant un cap�cal lector/escriptor, que pot llegir o escriure, en un instant donat, sobre

una �unica cel

.

la. El cap�cal es pot moure a dreta i a esquerra, per�o nom�es una cel

.

la per

moviment.

Una transici�o d'una m�aquina de Turing comen�ca amb la unitat de control en un estat,

i el cap�cal posicionat per accedir a una cel

.

la de la cinta. A cada pas, es realitza:

� un canvi d'estat,

� una escriptura a la cel

.

la accessible a trav�es del cap�cal,

� un moviment del cap�cal.
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Control

d'estats

�nit

I

b b b b

Fig. 1.1: Esquema d'una m�aquina de Turing.

Inicialment, la posici�o m�es a l'esquerra de la cinta cont�e un car�acter especial I, ano-

menat s��mbol d'inici de cinta. A la dreta d'aquesta posici�o es troba el mot d'entrada. La

resta de cel

.

les de la cinta contenen un car�acter especial anomenat blanc, que representem

pel s��mbol b. Utilitzem el terme s��mbol actual per referir-nos al s��mbol accessible a trav�es

del cap�cal en un instant donat.

Admetem tres tipus de moviments del cap�cal: una cel

.

la a la dreta, una cel

.

la a l'esquerra

i no-moviment. Si el cap�cal est�a en la posici�o de m�es a l'esquerra de la cinta i es demana

un moviment cap a l'esquerra, la m�aquina s'atura.

L'evoluci�o d'una tm amb una entrada donada queda determinada per una funci�o de

transici�o. Aquesta funci�o especi�ca les regles de canvi de les con�guracions de la m�aquina.

El seu argument �es un parell, de la forma (estat, car�acter), que correspon a l'estat actual

de l'aut�omat i al car�acter actual. La imatge de la funci�o de transici�o �es un triple (estat,

car�acter, moviment), que correspon al nou estat, al nou s��mbol que s'escriur�a a la cinta i

al moviment que far�a el cap�cal.

Inicialment, la m�aquina es troba en un estat inicial, habitualment representat per q

0

,

amb un mot w 2 �

�

escrit a la part esquerra de la cinta, precedit pel s��mbol I. La posici�o

del cap�cal �es la segona cel

.

la, que cont�e el primer s��mbol de w, si w 6= �. La m�aquina efectua

transicions mentre tingui una transici�o de�nida a partir de l'estat i del s��mbol actuals. Si

s'arriba a un punt en qu�e la m�aquina es troba en un estat q amb un car�acter actual a, i no

hi ha cap transici�o de�nida per a aquest parell (q; a), la m�aquina s'atura.

Per raons de simplicitat, sobretot en la formalitzaci�o de certes propietats, es requereix

que les m�aquines del nostre model tinguin un �unic estat inicial i un �unic estat �nal o estat

acceptador. A m�es, demanem que des de l'estat �nal no hi hagi transicions de�nides. Aix�o

garanteix que quan la tm arriba a l'estat acceptador, s'atura. Aix�� doncs, la funci�o de

transici�o no pot ser mai una funci�o total.

A continuaci�o de�nirem formalment els conceptes de m�aquina de Turing i de pas de

c�alcul com una relaci�o entre con�guracions d'una tm.

Definici

�

o Una m�aquina de Turing �es una estructura de la forma (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), on

Q �es un conjunt �nit d'estats.
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0
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(1; 1; d)

(1; 0; e)

(0; 0; d)

(1; 1; d)

(1; 0; e)

(0; 0; d)

(b; b; e)

(0; 1; n)

(b; 0; e)

(I;I; d)

Fig. 1.2: tm que computa la funci�o seg�uent

� �es un alfabet, l'alfabet d'entrada.

� �es un alfabet, l'alfabet de cinta, tal que � [ fb;Ig � � , on b;I 62 �.

� �es la funci�o de transici�o, � : Q� � �! Q� � � fe; d; ng

q

0

�es l'estat inicial (q

0

2 Q).

q

f

�es l'estat �nal o acceptador (q

f

2 Q).

Representem gr�a�cament una m�aquina de Turing mitjan�cant un graf etiquetat dirigit.

Tenim un v�ertex per a cada estat, etiquetat amb un n�umero; l'etiqueta i representa l'estat

q

i

. Un arc entre dos v�ertexs i i j, etiquetat amb (a; b;m), representa que la funci�o de

transici�o t�e com a imatge del parell (q

i

; a) el triple (q

j

; b;m).

i

j

(a; b;m)

Com �es usual en teoria d'aut�omats, utilitzem una etxa per marcar l'estat inicial i una

creu per marcar l'estat �nal.
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estat cinta estat cinta estat cinta

0 I010010101bb� � � 0 Ibb� � � 0 I11111111bb� � �

1 I0
1
0010101bb� � � 3 I0b� � � 0 I1

1
111111bb� � �

1 I010010101bb� � � 4 I0b� � � 0 I11111111bb� � �

1 I010010101bb� � � 0 I11111111bb� � �

1 I01001 0101bb� � � 0 I11111111bb� � �

1 I010010 101bb� � � 0 I111111 11bb� � �

1 I010010
1
01bb� � � 0 I111111

1
1bb� � �

1 I01001010 1bb� � � 0 I11111111 bb� � �

1 I010010101 bb� � � 0 I11111111b b� � �

1 I010010101b b� � � 3 I11111111 0b� � �

2 I010010101 bb� � � 3 I1111111 00b� � �

2 I0100101
0
0bb� � � 3 I11111

1
000b� � �

4 I01001011 0bb� � � 3 I111110000b� � �

3 I111100000b� � �

3 I111000000b� � �

3 I110000000b� � �

3 I100000000b� � �

3
I
000000000b� � �

4 I000000000b� � �

Taula 1.1: El comportament de la tm de la �gura 1.2

Exemple 1.1 A la taula 1.1 es mostra el funcionament de la tm de la �gura 1.2 amb tres entrades

diferents. S'exposa l'evoluci�o del contingut de la cinta a cada transici�o. El s��mbol requadrat indica

la posici�o del cap�cal.

El comportament global d'aquesta tm �es el seg�uent:

1. Cerca un zero anant cap a la dreta.

2. Si no en troba cap:

2.1. Escriu 0 a sobre del primer blanc.

2.2. Torna al comen�cament de la cinta i canvia tots els 1's que troba per 0's.

3. Si troba un zero:

3.1. Avan�ca el cap�cal cap a la dreta �ns a trobar un blanc.

3.2. Torna cap al comen�cament de la cinta i canvia tots els 1's que troba per 0's, �ns que

troba un zero.

3.3. Canvia el 0 per un 1.



1.1 De�nici�o de la m�aquina de Turing 13

Si l'entrada �es un mot w, el que queda a la cinta quan la tm s'atura �es el mot seg�uent

a w en l'ordre usual (lexicogr�a�c per longituds, vegeu l'ap�endix ??).

Donada una tmM = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), suposem que els conjuntsQ i � s�on disjunts per

poder utilitzar els estats com a s��mbols dintre d'una cadena. Una con�guraci�o instant�ania,

o simplement con�guraci�o, �es una descripci�o de la situaci�o en qu�e es troba M en un instant

donat. Consta de la informaci�o relativa a l'estat, la posici�o del cap�cal i el contingut de la

cinta. Representem una con�guraci�o instant�ania mitjan�cant un mot del llenguatge �

�

Q�

�

,

assumint que Q \ � = ?. Un mot �q�, en qu�e q 2 Q, � i � pertanyen a �

�

i � no acaba

en b, representa la con�guraci�o en qu�e M es troba en l'estat q, el contingut de la cinta �es

��, seguit de blancs a la dreta, i la posici�o del cap�cal �es la del primer car�acter de � o d'un

blanc si � = �.

Podem de�nir relacions entre con�guracions depenent del nombre de vegades que la tm

ha d'aplicar la funci�o de transici�o per passar de l'una a l'altra.

Definici

�

o Donades una m�aquina de Turing M i dues con�guracions instant�anies, �q� i

�

0

q

0

�

0

, �es a dir, dos mots de �

�

Q�

�

, diem que �q� produeix �

0

q

0

�

0

en un pas de M , i ho

expressem en la forma

�q� `

{

M

�

0

q

0

�

0

si enM passem de la con�guraci�o �q� a la con�guraci�o �

0

q

0

�

0

aplicant una vegada la funci�o

de transici�o.

Diem que �q� produeix �

0

q

0

�

0

en t passos de M , i ho expressem en la forma

�q�`

{

t

M

�

0

q

0

�

0

si a partir de �q�, aplicant t vegades la funci�o de transici�o, M arriba a la con�guraci�o

�

0

q

0

�

0

. Finalment, diem que �q� produeix �

0

q

0

�

0

en un nombre �nit de passos de M , i ho

expressem en la forma

�q�`

{

�

M

�

0

q

0

�

0

si existeix un t > 0 per al qual �q�`

{

t

M

�

0

q

0

�

0

.

Diem que una con�guraci�o �es terminal quan no pot anar seguida de cap con�guraci�o

en la relaci�o `

{

M

. Aix�o pot tenir nom�es una d'aquestas causes:

a) No hi ha cap transici�o de�nida en la funci�o de transici�o per a la combinaci�o estat-

s��mbol de la con�guraci�o.

b) L'estat apareix al principi de la con�guraci�o (indicant que el cap�cal �es a la primera

cel

.

la de la cinta) i la transici�o que correspon comporta un moviment a l'esquerra.

La con�guraci�o inicial �es la con�guraci�o I q

0

w, on w �es el mot d'entrada, �es a dir, la

con�guraci�o en qu�e l'estat �es l'estat inicial, a la cinta tenim el mot d'entrada i la posici�o

del cap�cal �es la segona cel

.

la de la cinta.
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El c�alcul de M amb entrada w 2 �

�

�es una seq�u�encia de con�guracions, possiblement

in�nita, la primera de les quals �es la inicialIq

0

w; cadascuna de les restants �es produ��da per

l'anterior en un pas, i l'�ultima, si existeix, �es terminal. Quan el c�alcul de M amb entrada

w �es una seq�u�encia in�nita, diem que M amb entrada w no s'atura o que divergeix, i quan

�es �nita diem que M amb entrada w s'atura.

Utilitzem la notaci�o seg�uent per referir-nos al comportament d'una m�aquina de Turing

davant d'un mot d'entrada w escrit a la cinta:

� M(w)" signi�ca que la tm M amb entrada w no s'atura.

� M(w)# signi�ca que la tm M amb entrada w s'atura.

� En cas que M(w)#, M(w) representa el mot de �

�

corresponent a l'�ultima con�gu-

raci�o del c�alcul de M amb entrada w, contingut a la cinta i compr�es entre el primer i

el segon car�acter que no s�on de �. Si no s'ha modi�cat, I �es el primer car�acter que

no pertany a �.

Observeu que l'�unica manera de aturar-se que t�e una tm �es arribar a una con�guraci�o

terminal. A m�es la nostra de�nici�o d'aturada pot no concidir amb l'abs�encia de moviment

del cap�cal, perqu�e hi poden haver bucles in�nits amb moviment n.

1.2 Llenguatge reconegut i funci�o computada

Utilitzem l'estat acceptador per determinar quan una tm accepta una entrada w.

Definici

�

o Un mot w 2 �

�

�es acceptat per una m�aquina de Turing M siM amb entrada

w s'atura i ho fa en l'estat acceptador.

A partir d'aquest concepte podem de�nir el de llenguatge reconegut per una tm.

Definici

�

o El llenguatge reconegut o acceptat per una tm M , representat per L(M),

est�a format pel conjunt de mots acceptats per M . Donat un llenguatge L, diem que M

reconeix o accepta L si L(M) = L. Diem que un llenguatge L �es enumerable recursivament

si existeix una tm que reconeix L.

Quan una tm s'atura amb una entrada, podem extreure informaci�o del que ha quedat

escrit a la cinta i associar-la com a sortida. Aix�o ens permet introduir els conceptes de

funci�o computada i funci�o computable.

Definici

�

o La funci�o computada per una tm M , representada per f

M

, es de�neix aix��:

f

M

(w) �es M(w) si M(w)#, i est�a inde�nida en cas contrari. Donada una funci�o f : �

�

�!

�

�

diem que M computa f si f = f

M

. Finalment, diem que una funci�o �es computable si

hi ha una tm M per a la qual f = f

M

.
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0 0 1

(0; b; d)

(1; b; d)

(b; b; n)

Fig. 1.3: tm que reconeixen �

�

0 1 2 3

(0; 0; d) (1; 1; d) (0; 0; d)

(1; 1; d) (0; 0; d) (b; b; n)

Fig. 1.4: tm que reconeix 0

�

1

+

0

+

Per raons hist�oriques en el desenvolupament de la teoria de la calculabilitat, �es habitual

trobar en textos cl�assics, com el de H. Rogers [32], el terme funci�o recursiva parcial, referit

al nostre concepte de funci�o computable.

Exemple 1.2

�

Es f�acil demostrar que les m�aquines de Turing de la �gura 1.3, amb alfabet

d'entrada � = f0; 1g i alfabet de cinta � = f0; 1;I; bg, reconeixen el llenguatge �

�

. Mentre que

la funci�o computada per la primera �es la funci�o identitat, la segona computa la funci�o constant

f(w) = � per a tot w 2 �

�

.

Exemple 1.3 La tm donada a la �gura 1.2 computa la funci�o seg�uent, que fa correspondre a

cada mot x 2 �

�

el seg�uent segons l'ordre lexicogr�a�c per longituds. Com que sempre s'atura en

l'estat acceptador, aquesta m�aquina reconeix �

�

.

Exercici 1.1 Construeix una m�aquina de Turing M per a la qual L(M) = ? i tal que per a tot

w 2 �

�

, f

M

(w) = w.

Exercici 1.2 >Hi ha alguna relaci�o entre el llenguatge reconegut per una tm M i el domini de

la funci�o computada per M?

Exemple 1.4 Considerem la tm de la �gura 1.4 que reconeix el llenguatge 0

�

1

+

0

+

. Els c�alculs

amb entrada 0001001 i 001100 s�on:
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Iq

0

0001001 ` Iq

0

001100 `

`I0q

0

001001 `I00q

0

01001 `I 0q

0

01100 `I00q

0

1100

`I000q

0

1001 `I0001q

1

001 `I001q

1

100 `I0011q

1

00

`I00010q

2

01 `I000100q

2

1 `I00110q

2

0 `I001100q

2

`I001100q

3

Exemple 1.5 M�aquina de Turing que reconeix f0

n

1

n

2

j n 2 Ng (vegeu la �gura 1.5). La m�aquina

utilitza tres s��mbols addicionals, &, $ i #, per marcar els car�acters originals i poder-ne controlar

el tractament. Segueix l'esquema:

� La m�aquina realitza una fase de c�alcul per a cada 0 al bloc inicial de n 0's consecutius de

l'entrada. (El cicle d'estats que comen�ca a l'estat q

1

.)

� Per controlar la fase en qu�e es troba i per poder detectar el �nal del tractament, canvia un

0 per un $. Inicialment marca el primer 0, i la fase i comen�ca quan est�a marcat el 0 a la

posici�o i. Al �nal d'una fase torna a deixar el s��mbol marcat com al comen�cament, i marca

el zero seg�uent, canviant-lo per un $.

� A cada fase, utilitzant la mateixa t�ecnica de marcatge, per a cada element al segment inicial

de 0's es treu un 1 de la part �nal del mot. La fase acaba b�e sempre que al comen�cament

quedin n 1's despr�es del bloc inicial de 0's.

{ Per controlar els s��mbols tractats es fa, com abans, un recorregut marcant el s��mbol

tractat; ara podem tenir un 0 o un $, la m�aquina utilitza & per marcar un 0 i # per

marcar un $. Una vegada ha marcat el s��mbol esborra un 1 del �nal i marca l'element

seg�uent del bloc inicial de 1's. (El cicle d'estats que comen�ca a l'estat q

2

.) L'�unica

difer�encia �es que ara el marcatge �es incremental, el tractament acaba quan tenim tot

el segment inicial de 0's marcat.

{ Quan acaba el proc�es, ja ha esborrat els n 1's, i ha de tornar a deixar la part ini-

cial marcada com al comen�cament (estat q

9

). Per aix�o retrocedeix el cap�cal cap al

comen�cament de la cinta reescrivint els car�acters originals.

� Si el mot pertany al llenguatge, quan acabi la fase n ens hem de trobar amb un b a

continuaci�o del s��mbol $.

1.3 M�aquines de Turing d'aturada segura. Temps de c�alcul

Una fam��lia molt important de tm est�a formada per aquelles m�aquines que tenen garantida

la �nalitzaci�o de qualsevol c�alcul.

Definici

�

o Una tm M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

) �es d'aturada segura si, per a tot mot w 2 �

�

,

es compleix que M(w)#.
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0

1

(0; 0; e)

2

(&; &; d)

(#; #; d)

3

($; $; d)

(#; #; d)

(&; &; d)

(1; 1; d)

(0; 0; d)

4

5

(1; 1; e)

6

(&; &; e)

(#; #; e)

(0; 0; e)

7

(&; 0; e)

(#; $; e)

8

(0; 0; d)

9

10

(0; $; e)

(b; b; n)

(I;I; d)

(0; &; d)

($; #; d)

(b; b; e)

(1; b; e)

(0; 0; e)

($; $; e)

(I;I; d)

(&; 0; e)(#; $; e)

(I;I; d)($; 0; d)

(0; $; e)

(b; b; n)

Fig. 1.5: tm que reconeix f0

n

1

n

2

j n 2 Ng

Quan tenim una tm d'aturada segura, utilitzem sovint el terme decidir en lloc de

recon�eixer. En aquest cas, la m�aquina o b�e accepta (aturant-se en un estat acceptador)

o b�e rebutja (fent-ho en un estat no acceptador). Observeu que la funci�o computada per

una tm d'aturada segura �es sempre una funci�o total.

Utilitzem un terme particular per als llenguatges que es poden recon�eixer per tm d'a-

turada segura.

Definici

�

o Un llenguatge L es decidible si hi ha una tm M d'aturada segura per a la

qual L = L(M).

Cl�assicament els llenguatges decidibles reben el nom de llenguatges recursius.

Exercici 1.3 Doneu dues tm que reconeguin el mateix llenguatge tals que una d'elles �es d'aturada

segura i l'altre no ho �es.
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Exercici 1.4 Doneu un exemple de llenguatge per al qual totes les tm que el reconeguin s�on

d'aturada segura.

Remarquem el car�acter sem�antic, per�o de cap manera sint�actic, de la de�nici�o de tm

d'aturada segura.

�

Es a dir, la de�nici�o no es basa en cap propietat de l'estructura de la tm

considerada, sin�o en una propietat del comportament de la tm quan processa les entrades.

Com veurem m�es endavant, �es impossibe establir cap forma de codi�caci�o espec���ca per al

conjunt de tm d'aturada segura.

Donada una tm d'aturada segura, ens interessa analitzar el temps de c�alcul de la

m�aquina, sobre entrades d'una mateixa longitud. D'aquesta manera, podem descriure el

temps de c�alcul de la m�aquina en funci�o del nombre de car�acters processats. En aquest

text ens centrem en l'an�alisi del cas pitjor.

Definici

�

o Donats una m�aquina de Turing M i un mot w, de�nim la funci�o T(M;w) de

la manera seg�uent: si M(w) #, T(M;w) �es el nombre de passos de c�alcul que realitza M

amb l'entrada w; altrament T no est�a de�nida per a (M;w).

Quan M �es una tm d'aturada segura, la funci�o T(M;w) est�a de�nida per a tot mot

w 2 �

�

, llavors podem de�nir una funci�o de cost en el cas pitjor.

Definici

�

o Donada una m�aquina de Turing d'aturada segura M , de�nim la funci�o temps

de c�alcul de M com

t

M

(n) = max

jwj=n

T(M;w):

Aquesta funci�o d�ona el temps m�axim de c�alcul requerit per M , sobre totes les entrades

d'una mateixa talla n. Per aix�o es diu que es tracta del cas pitjor, perqu�e de totes les

entrades d'una mateixa talla pren el valor de la que requereix m�es temps de c�alcul. En

general, no ens interessa calcular el valor exacte de la funci�o de temps. Cercarem una

�ta superior que reecteixi el cost temporal de la m�aquina. Aix�o �es el que fem amb les

de�nicions seg�uents.

Definici

�

o Sigui t una funci�o de N en N. Diem que una m�aquina de Turing d'aturada

segura M decideix un llenguatge L en temps t si L(M) = L i t

M

= O(t). Diem que un

llenguatge L �es decidible en temps t si hi ha una tm d'aturada segura que decideix L en

temps t.

Definici

�

o Sigui t una funci�o de N en N. Diem que una m�aquina de Turing d'aturada

segura M computa una funci�o total f : �

�

�! �

�

en temps t, si f

M

= f i t

M

= O(t).

Diem que una funci�o total f �es computable en temps t si hi ha una tm d'aturada segura

que computa f en temps t.

Exemple 1.6 Considerem la tm M seg�uent
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0 1 2

(1; 1; d)

(0; 0; d)

(b; b; e)

M reconeix el llenguatge L = f1(01)

i

j i 2 Ng i �es d'aturada segura. Amb qualsevol entrada w

tal que jwj = n, la m�aquina s'atura com a molt en n+1 passos, ja que en el cas pitjor w 2 L i ha

de rec�orrer tota l'entrada. Aix��, tenim T(M;w) 6 jwj+1, �es a dir M decideix L en temps O(n).

Exercici 1.5 Analitzeu el temps de c�alcul de les tm d'aturada segura constru��des en aquest

cap��tol.

Moltes vegades ens trobem amb funcions que no s�on totals; per exemple, la funci�o pred,

que assigna a cada mot de �

�

el seu predecessor en ordre lexicogr�a�c per longituds. En

aquest cas, la funci�o no �es total ja que el mot � no t�e cap predecessor. D'acord amb la

nostra de�nici�o, no hi ha cap tm d'aturada segura que computi la funci�o pred tot i que

�es f�acil determinar en quins valors la funci�o no est�a de�nida. Sovint en aquests casos ens

interessa saber si �es possible trobar una tm d'aturada segura, que computi la funci�o en

els casos en qu�e estigui de�nida i que ens torni algun tipus de missatge quan la funci�o no

ho estigui. En aquest exemple, �es f�acil; en tenim prou afegint un s��mbol especial al nostre

alfabet d'entrada, per exemple $, i de�nint una funci�o que coincideix amb la funci�o pred

quan el mot d'entrada no �es � i que val $ quan l'entrada �es �.

Sovint, tenim funcions amb conjunt de partida que no �es �

�

. En aquest cas, el conjunt

de dades d'entrada E �es codi�cable, per�o el conjunt de codi�cacions dels elements de E

�es un subconjunt estricte de �

�

. Quan el llenguatge de codi�cacions �es decidible, �es a dir,

disposem d'una tm d'aturada segura que reconeix els mots de �

�

que s�on codi�cacions

v�alides d'elements de E, podem dissenyar una tm que computi la funci�o donada sota la

precondici�o que l'entrada sigui una codi�caci�o v�alida.

�

Es a dir, nom�es demanem que la

tm computi la funci�o quan l'entrada �es una codi�caci�o v�alida, i no ens preocupem del

comportament de la tm sobre mots que no ho siguin. Habitualment diem, per ab�us de

llenguatge, que aquesta tm computa la funci�o.

Exemple 1.7 Volem computar amb una tm la funci�o f : N �! N de�nida per f(n) = n + 1.

Representem un nombre natural, tal com hem dit, per la seva expansi�o bin�aria. El llenguatge

corresponent a les codi�cacions v�alides �es el de�nit per l'expressi�o regular (vegeu l'ap�endix ??)

1(0 + 1)

�

+ 0, que �es decidible en temps constant. En aquest context, diem que la tm de la

�gura 1.6 computa f . Aquesta tm s'atura (i retorna �) amb entrada �. En canvi, es penja quan

l'entrada �es diferent de � per�o no representa cap nombre natural.
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0 1

2

3

8

4

5

6

7

(1; 1; d)

(1; 0; e)

(0; 0; d)

(1; 1; d)

(1; 0; e)

(0; 0; n)

(1; 1; n)

(1; 1; d)

(0; 0; d)

(b; b; e)

(0; 1; n)

(b; 0; e)

(I;I; d)

(0; 1; n)

(0; 1; d)

(b; b; n)

(1; 1; n); (0; 0; n)

Fig. 1.6: Una tm que calcula la funci�o f(x) = x+1 de�nida sobre el conjunt

dels nombres naturals

Si a la tm de la �gura 1.6 li treiem l'estat q

7

, tamb�e tenim una tm que computa f sobre el

conjunt dels naturals; en aquest cas la tm �es d'aturada segura.

Quan el llenguatge de codi�cacions �es decidible diem, tamb�e per ab�us de llenguatge,

que la tm �es d'aturada segura si s'atura sobre tot mot que representi un element de E.

1.4 Alguns problemes sobre m�aquines de Turing

Utilitzant la notaci�o que hem introdu��t podem formalitzar amb claredat moltes propietats

sobre tm. A continuaci�o, enunciem alguns problemes sobre tm i formalitzem les propi-

etats que els de�neixen. L'obtenci�o d'algorismes que ens permetin la resoluci�o d'aquests

problemes ser�a discutida al llarg dels cap��tols seg�uents.

Aturada (halt)

Donats un mot w i una tm M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), determinar si la m�aquina

de Turing M s'atura amb entrada w.

La condici�o M(w)# es pot expressar com

9 q 2 Q 9�; � 2 �

�

9 a 2 � Iq

0

w `

{

�

M

�qa� ^ (q; a) 62 Dom �
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Pertinen�ca (pert)

Donats un mot w i una tm M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), determinar si la m�aquina

de Turing M accepta w.

La propietat w 2 L(M) �es pot expressar com

9�; � 2 �

�

Iq

0

w `

{

�

M

�q

f

�

Equival�encia (tm-equiv)

Donades dues m�aquines de Turing M i N , determinar si reconeixen el mateix

llenguatge.

La propietat L(M) = L(N) �es equivalent a

8w 2 �

�

w 2 L(M)() w 2 L(N)

que es pot expressar f�acilment utilitzant la formalitzaci�o del problema pert.

Minimitzaci�o (tm-minq)

Donada una m�aquina de TuringM amb alfabet de cinta f0; 1;I; bg, obtenir una

m�aquina de Turing M

0

amb alfabet de cinta f0; 1;I; bg tal que L(M) = L(M

0

)

i que M

0

tingui un nombre m��nim d'estats.

Aquest �es un problema funcional i la correspond�encia entrada-sortida es pot expressar

per a tm, M , M

0

, M

00

, que tinguin alfabet de cinta f0; 1; bg, i conjunt d'estats Q, Q

0

i Q

00

respectivament, com

L(M) = L(M

0

) ^ 8M

00

(L(M) = L(M

00

)) jjQ

00

jj > jjQ

0

jj):

1.5 Extensions del model b�asic de m�aquina de Turing

Hi ha moltes de�nicions alternatives de tm que inclouen petites variacions, com pot ser

tenir m�es d'una cinta o incorporar indeterminisme al control d'estats. Tant el model b�asic

com les variants raonables tenen el mateix potencial de c�alcul. En aquesta secci�o, descrivim

dues d'aquestes variants, la tm multicinta i la tm indeterminista; a m�es, esbossem la

demostraci�o de la seva equival�encia des del punt de vista computacional.

1.5.1 La m�aquina de Turing multicinta

Una m�aquina de Turing multicinta �es una tm que disposa d'un nombre �nit de cintes

semiin�nites (vegeu la �gura 1.7). La m�aquina t�e un cap�cal amb moviment independent

per a cada cinta.

A partir de l'estat i dels s��mbols actuals a cada cinta, una m�aquina de Turing multicinta,

en una transici�o, realitza les accions seg�uents:



22 M�aquines de Turing

Control

d'estats

�nit

I

b b b b

I

b b b b

I

b b b b

Fig. 1.7: Esquema d'una m�aquina de Turing amb tres cintes

� canvia l'estat;

� escriu a les cel

.

les apuntades pels cap�cals;

� mou els cap�cals de forma independent a cada cinta.

La funci�o de transici�o especi�ca el canvi d'estat de la unitat de control de la m�aquina i

els canvis en les cintes. Un (k+1)-tuple (estat, car�acter, : : : , car�acter) descriu l'argument

de la funci�o de transici�o amb l'estat i els k car�acters actuals. El tuple que descriu el

moviment ha d'especi�car el nou estat, els nous car�acters a les cintes i els moviments dels

cap�cals.

Continuem demanant que des de l'estat acceptador no hi hagi transicions de�nides.

Quant a l'entrada, una de les cintes actua com a cinta d'entrada i cont�e el mot d'entrada.

Inicialment la unitat de control de la m�aquina es troba en un estat q

0

, amb un mot x 2 �

�

escrit al comen�cament de la cinta d'entrada i tots els cap�cals estan a sobre del primer

car�acter despr�es del s��mbol I. El funcionament de la m�aquina �es similar al que s'ha

descrit per al model b�asic amb una sola cinta, fent en un pas els canvis a cadascuna de les

cintes.

La de�nici�o formal d'una m�aquina de Turing amb k cintes �es:

Definici

�

o Unam�aquina de Turing amb k cintes �es una estructura de la forma (Q;�; �; �; q

0

; q

f

),

on

Q �es un conjunt �nit d'estats.

� �es un alfabet, l'alfabet d'entrada.
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� �es un alfabet, l'alfabet de cinta, tal que � [ fb;Ig � � , on b;I=2 �.

� �es la funci�o de transici�o, � : Q� �

k

�! Q� (� � fe; d; ng)

k

.

q

0

�es l'estat inicial (q

0

2 Q).

q

f

�es l'estat acceptador (q

f

2 Q).

Les convencions gr�a�ques s�on similars, tenint en compte que ara hem d'especi�car les

transformacions de les k cintes,

i

j

(a

1

; b

1

;m

1

; : : : ; a

k

; b

k

;m

k

)

De vegades, quan en una cinta es produeixen moviments, mentre que les altres cintes

no es modi�quen, utilitzem un format comprimit en qu�e el s��mbol � s'utilitza com a j�oquer,

per indicar que el contingut de la cinta corresponent no es modi�ca. La �gura 1.8 d�ona un

exemple de representaci�o d'una tm amb quatre cintes.

La representaci�o d'una con�guraci�o instant�ania s'est�en tamb�e sense di�cultat al cas

de la tm multicinta. Donada una tm M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

) amb k cintes, assumim,

com �es habitual, que Q \ � = ? i considerem dos nous s��mbols # i $, que no pertanyen

a Q [ � . Representem una con�guraci�o instant�ania mitjan�cant un mot del llenguatge

�

�

Q�

�

(#�

�

$�

�

)

k�1

. El mot

�

1

q�

1

#�

2

$�

2

# � � � #�

k

$�

k

representa la con�guraci�o en la qual q �es l'estat actual de M ; per a cada i, 1 6 i 6 k,

el contingut de la cinta i �es �

i

�

i

seguit de b (la resta de la cinta est�a tota en blanc), i el

i-�esim cap�cal �es a sobre del primer car�acter de �

i

o d'un blanc si �

i

= �.

A partir d'aquesta representaci�o, podem generalitzar de forma natural la noci�o de pas

de c�alcul i la relaci�o entre con�guracions.

Definici

�

o Diem que una tmM = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

) amb k cintes accepta un mot w 2 �

�

si existeixen �

1

; �

1

; : : : ; �

k

; �

k

2 �

�

per als quals es compleix

Iq

0

w# I$# � � � # I$ `

{

�

M

�

1

q

f

�

1

#�

2

$�

2

# � � � #�

k

$�

k

:

El resultat d'un c�alcul, quan la m�aquina s'ha aturat, s'obt�e amb el mateix conveni que en

el model b�asic. Fixem una cinta com a cinta de sortida i n'extraiem el resultat. Podem

�xar com a cinta de sortida una cinta diferent de la d'entrada .
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0

1

2

3

4

(0; 0; d; b; 0; d; b; b; n; b; b; n)

(1; 1; d; b; b; n; b; 1; d; b; b; n)

(0; 0; d; b; b; n; b; b; n; b; 0; d)

(b; b; n; 0; 0; e; 1; 1; e; 0; 0; e)

(1; 1; d; b; b; n; b; 1; d; b; b; n)

(0; 0; d; b; b; n; b; b; n; b; 0; d)

(b; b; n; b; b; e; b; b; e; b; b; e)

(b; b; n;I;I; n;I;I; n;I;I; n)

Fig. 1.8: Una m�aquina de Turing que reconeix f0

n

1

n

0

n

j n > 0g.

A partir d'aquestes de�nicions, les nocions de llenguatge reconegut i funci�o computada

s'estenen sense di�cultat. Vegem alguns exemples d'�us del model.

Exemple 1.8 M�aquina de Turing que reconeix el llenguatge f0

n

1

n

0

n

j n > 0g:

Utilitzarem una tm amb 4 cintes, c1, c2, c3, c4, on c1 �es la cinta d'entrada.

1. Mentre el cap�cal de c1 llegeix 0, copiar de c1 a c2; avan�car cap a la dreta els cap�cals de c1

i c2.

2. Mentre el cap�cal de c1 llegeix 1, copiar de c1 a c3; avan�car cap a la dreta els cap�cals de c1

i c3.

3. Mentre el cap�cal de c1 llegeix 0, copiar de c1 a c4; avan�car cap a la dreta els cap�cals de c1

i c4.

4. Si el cap�cal de c1 llegeix b:

4.1. Fem retrocedir alhora els cap�cals de c2, c3 i c4, �ns a trobar el s��mbol d'inici de cinta

en alguna de les cintes.

4.2. Si els tres cap�cals s�on a sobre del s��mbol d'inici de cinta, acceptar.
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L'esquema d'una m�aquina que implementa aquest algorisme es d�ona a la �gura 1.8.

Exemple 1.9 Volem obtenir la representaci�o en base 1 d'un nombre representat en base 2 i, a

l'inrev�es, obtenir la representaci�o en base 2 d'un nombre representat en base 1.

Recordem que en la representaci�o d'un nombre en base 2 s'utilitzen dues xifres diferents, el 0

i l'1. En la representaci�o d'un nombre en base 1, s'utilitza una �unica xifra, que en el nostre cas �es

l'1. Aix��, el valor 10 en decimal t�e la representaci�o 1010 en base 2, i la representaci�o 1111111111

en base 1.

Vegem com passar de base 1 a base 2. Utilitzem una tm amb dues cintes: la cinta 1 s'utilitza

com a cinta d'entrada i la cinta 2 com a cinta de sortida. L'esquema global �es

1. Escriu 0 a c2.

2. Mentre el cap�cal de c1 no vegi el s��mbol b:

2.1. Sumar 1 en c2 (podem adaptar la tm de l'exemple 1.7 ), garantint que el cap�cal quedi

a l'inici de la cinta 2.

2.2. Avan�car el cap�cal de c1.

Per al canvi de base 2 a base 1, utilitzem tamb�e una tm amb dues cintes, que es pot imple-

mentar utilitzant l'algorisme seg�uent:

1. Mentre el contingut de c1 no sigui 0:

1.1. Restar 1 en c1, garantint que el cap�cal quedi a l'inici de la c1.

1.2. Escriure 1 en c2 i avan�car el cap�cal una posici�o cap a la dreta.

Exercici 1.6 Acabeu d'especi�car les transicions de les dues m�aquines de canvi de base.

L'�us de m�aquines multicinta facilita el disseny de tm sense variar, per�o, la pot�encia de

c�alcul del model b�asic. El teorema seg�uent estableix aquesta equival�encia.

Teorema 1.1 El conjunt de llenguatges reconeguts (funcions computades) per m�aquines

de Turing multicinta �es el mateix que el dels llenguatges reconeguts (funcions computades)

per m�aquines de Turing unicinta.

Demostraci

�

o (Esb�os) Com que tota m�aquina unicinta tamb�e �es multicinta, nom�es cal

veure com podem obtenir una tm unicinta que simuli el funcionament d'una tm multicinta.

Sigui M una tm que utilitza k cintes. Com sempre, assumim que Q i � no tenen

s��mbols en com�u. Constru��m una tm M

0

unicinta que tingui com a alfabet de cinta el

format pels s��mbols de Q, els de � i dos nous s��mbols # i $.

M

0

mantindr�a a la seva cinta l'estat i el contingut de les k cintes de la forma seg�uent:

q#�

1

$�

1

#�

2

$�

2

# � � � #�

k

$�

k

#:
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Els s��mbols examinats pels cap�cals de M s�on els que �guren a la dreta dels s��mbols $, o b�e

blancs si a la dreta d'un $ hi ha #.

Inicialment, la m�aquina comen�ca despla�cant el contingut de la cinta d'entrada cap a

la dreta, per poder escriure q

0

#$, despr�es de I i abans del mot d'entrada. A continuaci�o

escriu k � 1 vegades els s��mbols $#.

A partir d'aquest moment simula el moviment en les k cintes. Cada vegada que una

de les cintes necessita utilitzar un espai en blanc addicional, M

0

l'insereix abans del s��mbol

# corresponent, despla�cant una posici�o cap a la dreta el contingut de la cinta. En tot

moment, els s��mbols $ indiquen la posici�o dels cap�cals. Aquesta simulaci�o es fa per les k

cintes i despr�es es canvia l'estat. 2

1.5.2 La m�aquina de Turing indeterminista

Una m�aquina de Turing indeterminista �es una tm que, a partir de l'estat i del s��mbol

accessible a trav�es del cap�cal, t�e associat un conjunt de ternes (estat, car�acter, moviment).

En una transici�o, selecciona, de forma indeterminista, una d'entre les possibles ternes i

modi�ca la seva con�guraci�o d'acord amb les mateixes regles que un tm del model b�asic.

La de�nici�o formal d'una m�aquina de Turing indeterminista �es:

Definici

�

o Una m�aquina de Turing indeterminista (abreujadament, ntm) �es una estruc-

tura de la forma (Q;�; �;�; q

0

; q

f

), on

Q �es un conjunt �nit d'estats.

� �es un alfabet, l'alfabet d'entrada.

� �es un alfabet, l'alfabet de cinta, tal que � [ fb;Ig � � , on b;I=2 �.

� �es el gr�a�c de transicions, � � (Q� � )� (Q� � � fe; d; ng).

q

0

�es l'estat inicial (q

0

2 Q).

q

f

�es l'estat acceptador (q

f

2 Q).

El gr�a�c de transicions especi�ca el conjunt de possibles canvis de con�guraci�o de la

m�aquina en un estat. Continuem demanant que des de l'estat acceptador no hi hagi cap

transici�o de�nida. Assumim tamb�e que la nostra m�aquina t�e una �unica cinta; les de�nicions

es poden estendre f�acilment a un model de m�aquina de Turing indeterminista multicinta,

encara que no ho farem.

Inicialment, la m�aquina es troba en l'estat inicial q

0

, amb un mot w 2 �

�

escrit a

la cinta i el cap�cal a sobre del primer car�acter despr�es del s��mbol I. El funcionament

de la m�aquina �es id�entic al descrit per al model determinista, amb una �unica difer�encia:

la selecci�o arbitr�aria de transici�o. Els conceptes de con�guraci�o instant�ania i de relaci�o

de producci�o entre con�guracions s�on id�entics als de�nits per a tm deterministes. La
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0

(0; 0; d)

(1; 1; d)

1 2

(1; 0; d) (1; 0; d)

Fig. 1.9: Un exemple d'ntm

�gura 1.9 d�ona un exemple d'ntm. Com es pot veure, utilitzem les mateixes convencions

per representar gr�a�cament tm indeterministes.

El conjunt de c�alculs possibles d'una m�aquina indeterminista amb una entrada donada

es pot representar mitjan�cant un arbre de computaci�o. Cada nus de l'arbre t�e associada

un con�guraci�o de la m�aquina. L'arrel t�e associada la con�guraci�o inicial. Un nus t�e tants

�lls com con�guracions diferents a qu�e es pot arribar en un pas de l'ntm. Aquest arbre

reecteix totes les computacions possibles amb una entrada donada. Per�o hem de tenir

clar que en una execuci�o se selecciona de forma indeterminista un �unic cam�� a partir de

l'arrel. L'arbre de computaci�o pot ser in�nit, per�o tot i aix�o pot tenir una branca que s��

que porta a una con�guraci�o terminal. La �gura 1.10 mostra l'arbre de computaci�o de la

tm de la �gura 1.9 amb l'entrada 10110.

La noci�o d'acceptaci�o pel model indeterminista es formula, a la vista del contingut de

l'arbre de computaci�o del mot d'entrada, de la manera seg�uent:

Definici

�

o Diem que una ntm M indeterminista accepta un mot w 2 �

�

si l'arbre de

computaci�o de M amb entrada w t�e alguna fulla que cont�e l'estat acceptador. Diem que

una tm indeterministaM accepta w en temps t si l'arbre de computaci�o deM amb entrada

w t�e alguna fulla que cont�e l'estat acceptador a dist�ancia t de la con�guraci�o inicial.

Formalment, aquesta propietat s'expressa de manera id�entica al cas de les m�aquines

deterministes, �es a dir,

L(M) = fw 2 �

�

j 9�; � 2 �

�

Iq

0

w `

{

�

M

�q

f

�g:

Exemple 1.10 Volem una tm indeterminista que reconegui el llenguatge L = fww j w 2 f0; 1g

�

g.

Considerem la m�aquina de Turing indeterminista de la �gura 1.11 que correspon a l'esquema

seg�uent:

� Selecciona de manera indeterminista una posici�o al mot d'entrada.

� Utilitzant la posici�o seleccionada al pas precedent, comprova que el submot format per tots

els car�acters des del comen�cament �ns a aquesta posici�o i el submot format pels car�acters

des d'aquesta posici�o �ns al �nal s�on el mateix mot.
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Iq

0

10110

I1q

0

0110 I0q

1

0110

I10q

0

110

I101q

0

10 I100q

1

10

I1011q

0

0 I1010q

1

0 I1000q

2

0

I10110q

0

Fig. 1.10: L'arbre de computaci�o de la tm de la �gura 1.9 amb entrada 10110

L'�us de m�aquines indeterministes facilita el disseny de tm, per�o sense variar la pot�encia

de c�alcul del model b�asic. El teorema seg�uent estableix aquesta equival�encia.

Teorema 1.2 El conjunt de llenguatges reconeguts per m�aquines de Turing indetermi-

nistes �es el mateix que el conjunt de llenguatges reconeguts per m�aquines de Turing deter-

ministes.

Demostraci

�

o (Esb�os) Com que tota m�aquina determinista unicinta �es tamb�e una m�aquina

indeterminista, nom�es ens cal veure com es pot construir una m�aquina determinista que

simuli el funcionament d'una m�aquina indeterminista. Sigui M = (Q;�; �;�; q

0

; q

f

) una

tm indeterminista. Com sempre, assumim que Q i � no tenen s��mbols en com�u. Cons-

truim una tm M

0

determinista que utilitza dues cintes. En la primera cinta emmagatzema

con�guracions de la m�aquinaM i fa servir la segona per simular un recorregut en amplada

de l'arbre de computaci�o.
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10

(0; 0; d)

(1; 1; d)

2

(0; 0; d)

(1; 1; d)

3

(0; 0; e)

(1; 1; e)

4

5

6

(0; 0; e)

(1; 1; e)

7

(x; x; e)

8

(x; x; d)

9

(0; x; d)

(b; b; e)

(0; 0; n)

(1; 1; n)

(0; b; e)

(x; x; e)

(0; x; d)

(b; b; n) (I;I; d)

(1; x; d)

(b; b; e)

(1; b; e)

(1; x; d)

(b; b; n)

Fig. 1.11: Una ntm que reconeix fww j w 2 �

�

g

Per fer un recorregut en amplada, podem fer servir una seq�u�encia de valors per deter-

minar el nus en qu�e estem, de manera que sigui f�acil determinar quin �es el nus seg�uent.

Si per a un parell (estat, s��mbol) la relaci�o de transici�o t�e com a m�axim k possibilitats

diferents, podem utilitzar un recorregut en ordre lexicogr�a�c per longituds dels mots de

l'alfabet f1; : : : ; kg. Partint de l'arrel, cada mot identi�ca un cam��; per exemple, si tenim

1213 hem de comen�car a l'arrel, passar al primer �ll, despr�es passar al segon �ll del nus

actual, despr�es al primer, etc. La longitud del mot que descriu el cam�� que cal seguir ens

indica la profunditat a qu�e est�a el nus. Hem de tenir en compte que alguns d'aquests

mots no corresponen a nusos que existeixin a l'arbre, ja que en aquesta aproximaci�o estem

suposant que es tracta d'un arbre complet amb grau de sortida k.

Combinant la tm que calcula el mot seg�uent en ordre lexicogr�a�c, amb una tm que

utilitza el mot per seleccionar a cada pas la transici�o marcada pel mot, i utilitzant l'esquema

de simular un pas, obtenim una tm determinista.

Si en algun moment s'arriba a una con�guraci�o acceptadora, la m�aquina M

0

s'atura i

ho fa acceptant. Altrament,M

0

procedeix inde�nidament assajant noves possibilitats. 2
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1.6 Problemes

1.1 Suposem que tenim una m�aquina de Turing en qu�e q

0

= q

f

. Quin llenguatge reconeix?

Quina funci�o computa?

1.2 Dissenyeu m�aquines de Turing que reconeguin els llenguatges seg�uents:

1. f0

2n

j n 2 Ng

2. fw 2 f0; 1g

�

j jwj

0

= jwj

1

g

3. f0

n

1

n

j n 2 Ng

4. f0

n

1

m

0

n+m

j n;m 2 Ng

5. fwww j w 2 f0; 1g

�

g

1.3 Siguin M una m�aquina de Turing amb alfabet d'entrada �, i x 2 �

�

. Digueu si les

a�rmacions seg�uents s�on certes o no i per qu�e:

a) Si M amb entrada x no repeteix cap con�guraci�o, llavors M(x)#.

b) Si M(x)#, llavors M amb entrada x no repeteix cap con�guraci�o.

c) Si M amb entrada x no repeteix cap con�guraci�o, llavors M(x)".

1.4 Dissenyeu m�aquines de Turing amb una cinta d'entrada i una de sortida (on quedi enregis-

trada la sortida en acabar el c�alcul) per a les funcions seg�uents:

1. f : 0

�

! 0

�

, f(0

n

) = 0

n+1

.

2. f : 0

�

� 0

�

! 0

�

, f(0

i

; 0

j

) = 0

i�j

si j < i , i � altrament.

3. f : f0; 1g

�

! f0; 1g

�

, f(w) = 1 si w > 0 , i 0 altrament.

1.5 Una tm amb cinta biin�nita �es similar a una tm unicinta excepte que la seva cinta �es in�nita

a la dreta i a l'esquerra. Inicialment la cinta est�a plena de blancs, excepte la porci�o on

s'escriu l'entrada. La computaci�o �es com la usual, excepte que ara no tenim cap s��mbol de

comen�cament de cinta. Doneu una de�nici�o formal de tm amb cinta biin�nita i demostreu

l'equival�encia amb el model b�asic de tm.

1.6 Una tm enumeradora �es una tm amb una cinta de sortida, que es fa servir per escriure

mots d'un alfabet separats per blancs, i cintes auxiliars. Una tm enumeradora comen�ca

amb totes les cintes en blanc. A mesura que fa c�alculs, pot escriure mots a la cinta de

sortida. El cap�cal de la cinta de sortida nom�es es pot moure cap a la dreta. Si la m�aquina

no s'atura, pot imprimir una llista in�nita de mots.

El llenguatge enumerat per una tm enumeradora E est�a format per tots els mots que

escriu a la cinta de sortida.

Doneu una de�nici�o formal de tm enumeradora. Demostreu la igualtat entre el conjunt

de llenguatges enumerats per alguna tm enumeradora i el conjunt de llenguatges reconeguts

per alguna tm.
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En aquest cap��tol justi�carem l'�us de la m�aquina de Turing com a model te�oric del

concepte d'algorisme. Primer, veurem que les estructures algor��smiques b�asiques es poden

implementar amb tm. Despr�es, veurem la manera d'afegir altres funcionalitats com la

compilaci�o o la interpretaci�o, que es poden esperar de qualsevol llenguatge de programaci�o.

Totes aquestes raons ens porten a admetre la m�aquina de Turing com a model formal del

concepte d'algorisme.

2.1 Els esquemes algor��smics b�asics

Donem implementacions amb tm dels esquemes algor��smics b�asics, tal com els podem

trobar en qualsevol llibre b�asic d'iniciaci�o a la programaci�o, per exemple [10]. Assumint

que una instrucci�o es correspon amb l'execuci�o d'una tm, donem construccions que ens

permetin introduir la seq�uenciaci�o, els condicionals i les iteracions, i �nalitzem introduint

valors constants. A m�es, donem indicacions, per a cada construcci�o, de com calcular el

temps de c�alcul d'una tm d'aturada segura, de�nida mitjan�cant l'esquema corresponent.

Composici�o seq�uencial Donades dues tm, M i N , volem construir una tm que im-

plementi la seva composici�o seq�uencial, �es a dir, l'esquema

M ;N .

La nova tm ha de connectar la primera m�aquina amb la segona, preservant l'estat de

la cinta. Observeu que, perqu�e N comenci, M ha hagut d'aturar-se. A m�es, si M s'atura

acceptant, la tm que implementi la composici�o ha d'acceptar. A la �gura 2.1 tenim una

representaci�o esquem�atica de la construcci�o.

Recordem que M nom�es pot parar quan arribi a una con�guraci�o per a la qual no hi

hagi cap transici�o de�nida. Aquests casos es poden detectar, mirant tots els parells (estat,

car�acter), en la de�nici�o de la funci�o de transici�o de M .

Si M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

) i N = (Q

0

; �; �; �

0

; q

0

0

; q

0

f

), suposem que els dos conjunts

d'estats s�on disjunts; si no ho fossin, haur��em de redenominar els estats d'una de les dues

m�aquines. Aix�� mateix, considerarem que els alfabets de cinta i d'entrada s�on els mateixos

a les dues m�aquines; si no, agafar��em la reuni�o dels respectius alfabets com a alfabet de la

nova m�aquina.

Una m�aquina que correspon a la composici�o seq�uencial (amb les condicions descrites

abans) �es

cs(M;N) = (Q

00

; �; �; �

00

; q

0

; q

0

f

);
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M N

cs(M;N)

(q; a) 62 Dom�

Fig. 2.1: Esquema per a la composici�o seq�uencial.

on

1. Q

00

= Q [Q

0

2. �

00

cont�e les transicions de � i de �

0

. A m�es, per a tot q 2 Q i a 2 � , si q 6= q

f

i

(q; a) 62 Dom �, llavors afegim �

00

(q; a) = (q

0

0

; a; n). Finalment, per a qualsevol a 2 �

afegim �

00

(q

f

; a) = (q

0

f

; a; n)

El criteri d'acceptaci�o que hem fet servir per a la composici�o seq�uencial de dues

m�aquines de Turing M i N no �es �unic, i tampoc no �es el que utilitzarem en tots els ca-

sos. De tota manera, les idees utilitzades en aquesta construcci�o s�on b�asiques per resoldre

composicions amb altres restriccions.

Exercici 2.1 Dissenyeu una m�aquina de Turing que calculi la composici�o seq�uencial de M i N ,

de manera que la m�aquina de Turing �nal, quan M para i accepta, no faci cas de l'acceptaci�o i

passi el control a N . Aix��, la nova tm nom�es accepta un mot quan N ho fa.

Exercici 2.2 Donades dues tm, M i N , dissenyeu una m�aquina de Turing que calculi la funci�o

f

M

(f

N

(x)). Observeu que, en aquest cas, cal deixar la cinta neta, nom�es amb IN(x), i el cap�cal

en la posici�o inicial, abans d'engegar el proc�es de M .

Quan M i N s�on tm d'aturada segura, la seva composici�o seq�uencial tamb�e �es una tm

d'aturada segura. A m�es, el temps de c�alcul de la composici�o �es la suma dels temps que

triguin les dues m�aquines.

Exemple 2.1 Considerem la tm descrita per

x := x+ 1; x := 2 � x;

on x �es un enter positiu. Hem vist a l'exemple 1.7 una tm M que suma una unitat a un enter

positiu. El temps d'aquesta m�aquina �es, com a molt, lineal en la longitud de l'entrada. Una tm

N que multiplica per dos, apro�tant la representaci�o en binari, nom�es ha d'afegir un zero al �nal
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cc(D;M;N)

D

N

M

si

no

Fig. 2.2: Esquema per a la composici�o condicional

del mot que representa el valor actual, i tamb�e t�e cost lineal. Aix��, tenim dues m�aquines amb

cost lineal i, per tant,

t

cs(M;N)

(n) = O(n):

A les seg�uents de�nicions, anomenem tm condicional una tm D amb dos estats di-

ferenciats, que denomienem q

si

i q

no

, per als quals no hi ha cap transici�o de�nida i que

interpretarem com a respostes si/no a la pregunta associada a D.

Composici�o condicional Donades tres m�aquines de Turing M , N i D, on D �es una

m�aquina condicional, volem una tm que implementi la seva composici�o condicional, que

correspon a l'esquema:

si D llavors M si no N � si.

La m�aquina D avalua la condici�o a�rmativament quan s'atura en l'estat q

si

i negati-

vament quan ho fa en l'estat q

no

. La �gura 2.2 esquematitza aquesta construcci�o quan

M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), N = (Q

0

; �; �; �

0

; q

0

0

; q

0

f

) i D = (Q

00

; �; �; �

00

; q

00

0

; q

si

; q

no

).

Formalment, una m�aquina que correspon a l'esquema de composici�o condicional pre-

sentat �es

cc(D;M;N) = (Q

000

; �; �; �

000

; q

00

0

; q

000

f

);

on

1. Q

000

= Q [Q

0

[ Q

00

[ fq

000

f

g.

2. �

000

cont�e totes les transicions de �, �

0

i �

00

i, a m�es, per a tot a 2 � , les transicions:
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D M

ci(D;M)

no

si

Fig. 2.3: Esquema per a la composici�o iterativa.

�

000

(q

si

; a) = (q

0

; a; n),

�

000

(q

no

; a) = (q

0

0

; a; n),

�

000

(q

f

; a) = (q

000

f

; a; n),

�

000

(q

0

f

; a) = (q

000

f

; a; n).

Quan D, M i N s�on tm d'aturada asegura, la seva composici�o condicional tamb�e �es

una tm d'aturada segura. El temps de c�alcul de la composici�o �es el temps que triga D a

avaluar la condici�o, m�es el temps que triga la m�aquina que s'executi.

Exemple 2.2 Considerem la tm descrita per

si x = 0 llavors x := 1 si no x := x=2 � si:

Una tm D que comprova si x = 0 ho pot fer en temps constant. Una tm M que computa la

funci�o constant amb valor 1, tamb�e ho pot fer en temps constant. Finalment una tm N que

divideix per dos pot fer-ho en temps lineal. Aix��, tenim

t

cc(D;M;N)

(n) = O(1) +max (O(1) + O(n)) = O(n):

Composici�o iterativa Donades dues m�aquines de Turing M i D, on D �es una m�aquina

condicional, volem construir una tm que implementi la seva composici�o iterativa, que

correspon a l'esquema b�asic

mentre D fer M � mentre.

A la �gura 2.3 donem un esquema de la construcci�o que fem servir quan tenim M =

(Q;�; �; �; q

0

; q

f

) i D = (Q

0

; �; �; �

0

; q

0

0

; q

si

; q

no

):
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Una m�aquina que implementa la composici�o iterativa de M i N �es

ci(D;M) = (Q

00

; �; �; �

00

; q

0

0

; q

no

);

on

1. Q

00

= Q [Q

0

.

2. �

00

cont�e totes les transiciones de � i de �

0

i, a m�es, per a tot a 2 � , les transicions:

�

00

(q

si

; a) = (q

0

; a; n),

�

00

(q

f

; a) = (q

0

0

; a; n).

Observeu que quan D i M s�on tm d'aturada segura, la seva composici�o iterativa pot

ser o no ser una tm d'aturada segura. Per garantir que ho sigui, hem de poder demostrar

que, per a qualsevol entrada, el nombre d'iteracions �es �nit. Observem que les eines que

cal fer servir per demostrar, en aquest context, l'obtenci�o d'una tm d'aturada segura s�on

les mateixes que s'utilitzen per demostrar la `�nalitzaci�o' d'un programa (referim el lector

a [6]).

Quan sabem que la composici�o iterativa �es una tm d'aturada segura, el seu temps de

c�alcul �es la suma, per a cada iteraci�o i, dels temps de c�alcul de D i M en la iteraci�o

i-�esima. En general cerquem �tes superiors del temps de c�alcul de D i M en funci�o de la

longitud m�axima de l'entrada que reben a les diferents iteracions. Si tenim aquestes �tes,

sumant-les i multiplicant pel nombre d'iteracions obtenim una �ta superior del temps de

la composici�o iterativa.

Exemple 2.3 Considerem la tm descrita per

mentre x > 1 fer x := x� 1 � mentre;

on x �es un enter positiu. Una tm D que comprova x > 1 ho pot fer en temps constant. Una

tm M pot restar una unitat en temps lineal. La condici�o d'entrada en el bucle i el fet que a

cada iteraci�o es decrementi el valor de x garanteixen que aquesta construcci�o correspon a una

tm d'aturada segura. Sigui quin sigui el valor inicial X de x, la longitud m�axima de l'entrada

de M , a qualsevol iteraci�o, �es jX j, ja que a cada iteraci�o decreix el valor emmagatzemat a x i la

longitud inicial �es jX j. Si X 6 1, no es fa cap iteraci�o i, si X > 1, el nombre d'iteracions �es X .

Llavors, quan n = jX j, podem �tar el nombre d'iteracions per X 6 2

n

i el temps total de c�alcul

per iteraci�o per O(n), i tenim

t

ci(D;M)

(n) = O(2

n

) O(n) = 2

O(n)

:
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0 1 2 3 4

(�; 0; d) (�; 1; d) (�; 1; d) (�; 0; d)

Fig. 2.4: La m�aquina C

0110

Introducci�o de valors constants A m�es dels esquemes algor��smics b�asics, tot programa

t�e la capacitat d'incorporar valors constants. Per fer-ho amb el nostre model veiem com

construir per a cada mot de �

�

una tm que escriu aquest mot. Formalment, donat un mot

w 2 �

�

, volem construir una tm, a la qual ens referim com C

w

, que escriu w a partir de la

posici�o on es trobi el cap�cal.

La construcci�o �es molt senzilla: hem d'escriure, un a un, tots els s��mbols de w. Sigui

w = w

1

� � �w

n

; fem servir un conjunt de n+1 estats q

0

; : : : ; q

n

i, per a cada a 2 � , de�nim

la funci�o de transici�o com �(q

i

; a) = (q

i+1

; w

i+1

; d) per a 0 6 i < n. A la �gura 2.4 es

mostra un exemple de m�aquina que escriu la constant 0110.

Com en el cas de la composici�o seq�uencial, hi ha moltes alternatives en la manera d'in-

troduir els valors constants. La m�aquina proposada actua sempre en mode sobreescriptura

i no en mode inserci�o. Totes les variants incorporen en algun moment l'escriptura dels

s��mbols de la constant.

Exercici 2.3 Dissenyeu una tm Ins

w

que insereix w a partir de la posici�o on es trobi el cap�cal.

En aquest cas, cal despla�car el contingut de la cinta jwj posicions cap a la dreta.

Observeu que, per a qualsevol w, la tm C

w

�es d'aturada segura. A m�es, el temps que

triga �es constant.

Vegem ara com computar el temps de c�alcul d'algunes tm descrites mitjan�cant cons-

truccions algor��smiques. En general, suposem que disposem d'una cinta per a cadascuna

de les variables que apareguin en la descripci�o de l'algorisme.

Exemple 2.4 Considerem la tmM , que t�e com a entrada un mot de �

�

, descrita per l'esquema

seg�uent

entrada x

y := �; k := 0;

mentre y 6= x fer

y := seg�uent(y); k := k + 1

� mentre;

escriure k:

on la funci�o seg�uent torna el seg�uent mot en l'ordre usual, lexicogr�a�c per longituds. M comen�ca

amb el primer mot i va recorrent �

�

en ordre �ns a trobar x. M �es d'aturada segura i computa el
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n�umero d'ordre del mot d'entrada. Sigui X el valor inicial de x. Com que y sempre cont�e un mot

que �es predecessor o igual a X , la longitud de l'entrada de la tm que computa el seg�uent o que

comprova la igualtat amb x est�a �tada per n = jX j. A m�es, en temps lineal es poden comparar

dos mots, i tamb�e es pot calcular el seg�uent en l'ordre usual. El nombre d'iteracions �es exactament

el nombre de mots predecessors de X . Aquest conjunt cont�e tots els mots de longitud menor que

la longitud de X i, possiblement, alguns de longitud n. Aix��, tenim que el nombre d'iteracions

est�a �tat per jj�jj

jX j+1

= 2

O(n)

. Multiplicant les dues �tes tenim t

M

(n) = n2

O(n)

= 2

O(n)

.

Exemple 2.5 Considereu la tm M seg�uent que t�e com a entrada un enter positiu.

entrada x

y := 0; k := 0;

mentre y 6 x fer

y := y + 5;

k := k + 1

� mentre;

escriure k:

Com que el valor de y augmenta a cada iteraci�o, la tm �es d'aturada segura. Podem analitzar el

temps de c�alcul de M en funci�o del valor inicial X de x, i la longitud de l'entrada n = jX j. Les

dues primeres assignacions es fan en temps constant. Com que y i k estan �tades superiorment,

al llarg de tota l'execuci�o, per X , tenim que les dues operacions dintre del bucle i la comparaci�o

es poden fer en temps O(n). El nombre d'iteracions �es b

X

5

+ 1c i, per tant, tenim t

M

(n) = 2

O(n)

.

Exemple 2.6 Considereu la tm M seg�uent que t�e com a entrada un enter positiu.

entrada x

y := 1; k := 0;

mentre y 6 x fer

y := y � 5;

k := k + 1

� mentre;

escriure k:

Com que el valor de y augmenta a cada iteraci�o, en un temps �nit arribar�a a tenir un valor que

sobrepassi el valor inicial de x. Llavors, la tm �es d'aturada segura.

Podem analitzar el temps de c�alcul deM en funci�o del valor inicial X de x i de la longitud de

l'entrada n = jX j. Com que y i k estan �tades superiorment, al llarg de tota l'execuci�o, per X ,

les dues operacions dintre del bucle i la comparaci�o es poden fer en temps O(n). Per determinar

el nombre d'iteracions, relacionem el valor de y amb el nombre d'iteracions. Sigui y

i

el valor de



38 M�aquines de Turing i algorismes

y despr�es de la iteraci�o i. Tenim y

0

= 1 i, per a tot i > 0, y

i

= 5 � y

i�1

= 5

i

. A partir d'aquesta

expressi�o �es f�acil trobar el nombre d'iteracions. Hem de trobar el primer i per al qual 5

i

> X , �es

a dir, O(log X). Aix��, tenim que el nombre d'iteracions �es O(log X) = O(n). Com que la resta

d'operacions dintre del bucle t�e cost O(n), tenim t

M

(n) = O(n

2

).

Exemple 2.7 Considereu la tm M seg�uent que t�e com a entrada un enter positiu.

entrada x

y := 2;

k := 0;

mentre y 6 x fer

y := y � y;

k := k + 1

� mentre;

escriure k:

Utilitzant la mateixa t�ecnica que a l'exemple anterior, l'expressi�o del valor de y en funci�o del

n�umero d'iteraci�o �es ara y

i

= 2

2

i

i el nombre d'iteracions �es O(log (log X)), �es a dir, O(log n).

L'operaci�o m�es costosa �es el producte de dos enters, que es pot fer amb una tm en temps quadr�atic,

utilitzant per exemple l'algorisme tradicional que s'ensenya a l'escola per multiplicar dos nombres.

Llavors, tenim t

M

(n) = O(n

2

log n).

A vegades tenim estructures de dades m�es complexes, com llistes o taules. En aquests

casos, d'acord amb les condicions d'una codi�caci�o, tenim una tm que pot descodi�car

l'entrada i extreure les seves components. Aquestes components se solen emmagatzemar

en diferents cintes. En general farem servir el nom de la dada com identi�cador de la funci�o

de descodi�caci�o. Per exemple si el conjunt d'entrada es el conjunt dels grafs, disposem de

la funci�o graf que ens torna el nombre de v�ertexs i la matriu d'adjac�encia.

Exemple 2.8 La seg�uent tmM , amb la codi�caci�o d'un graf G com a entrada, calcula el m�axim

grau dels v�ertexs de G.

entrada x

(n;A) := graf(x);

max := 0; i := 1;

mentre i 6 n fer

d := 0; j := 1;

mentre j 6 n fer

si A[i; j] llavors d := d+ 1 � si;

j := j + 1

� mentre;

si d > max llavors max := d � si;

i := i+ 1
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� mentre;

retorna (max):

Recordem que si utilitzem la codi�caci�o proposada al cap��tol ?? per a grafs, un graf amb n v�ertexs

t�e talla n

2

. Utilitzem la lletra m per referir-nos a la longitud de l'entrada, m = jGj = n

2

.

�

Es clar

que M �es d'aturada segura, ja que els bucles s'executen n vegades cadascun. El bucle exterior

s'executa n vegades, i a cada iteraci�o s'executa n vegades el bucle interior. La resta d'operacions

tenen cost lineal en la longitud dels seus operands. Llavors tenim que el temps total est�a �tat

per n

2

log n i, expresant-lo en funci�o de la longitud de l'entrada, tenim t

M

(m) = O(m logm).

Observeu que hem considerat que accedir a un element de la taula t�e cost constant. De fet

en una implementaci�o amb tm no tenim acces directe i, per tant, s'hauria de afegir un factor

addicional de O(m). Nosaltres no afegirem aquest factor, amb el benent�es que, amb una tm, com

a molt hi afegim un factor polin�omic en la longitud de l'entrada.

2.2 Una representaci�o per a m�aquines de Turing

Sovint ens interessa resoldre problemes en els quals l'entrada �es un programa, com fan per

exemple, un compilador o un int�erpret. Una propietat dels llenguatges de programaci�o �es

que un int�erpret per a un llenguatge es pot escriure en el mateix llenguatge de programaci�o.

El nostre inter�es �es comprovar que aquest tipus de mecanismes tamb�e es poden plantejar

sobre m�aquines de Turing i resoldre'ls algor��smicament tamb�e amb tm.

Abans de plantejar-nos la resoluci�o d'algun d'aquests problemes, en qu�e l'entrada o la

sortida o un component d'elles �es una tm, necessitem fer un primer pas que consisteix a

comprovar que el conjunt de m�aquines de Turing �es representable mitjan�cant una estructura

de dades �nita i, en de�nitiva, amb una cadena de car�acters, �es a dir, un mot d'un alfabet.

Dissenyar una estructura de dades per representar una m�aquina de Turing �es f�acil.

Assumim que els estats estan numerats de 0 a n, que l'estat inicial �es q

0

i que l'estat

acceptador �es q

n

. Amb aquest conveni, per representar una m�aquina de Turing en qu�e hi

hagi de�nides m transicions utilitzem una taula de tuples, de dimensi�o m� 5, de manera

que en cada posici�o tenim emmagatzemat un tuple que representa una entrada de la funci�o

de transici�o. La representaci�o de la m�aquina de la �gura 1.2 com a taula de tuples es troba

a la �gura 2.5.

A partir de l'estructura de dades podem de�nir una funci�o de codi�caci�o de tm en

mots de l'alfabet f0; 1g

�

. Per fer-ho cal de�nir funcions de codi�caci�o per a cadascun dels

tipus que apareixen a l'estructura de dades. Un estat est�a representat pel seu n�umero

expressat en binari. Per representar els alfabets, necessitem saber el nombre de s��mbols de

cadascun d'ells i assignar-los codis binaris. Si � t�e g s��mbols i � t�e s s��mbols, g > s+ 2 i

podem utilitzar els primers g mots de longitud k, per a un valor k tal que 2

k�1

< g 6 2

k

.

Els s��mbols de � correspondran als primers s codis, i b i I als dos �ultims. Tal com

hem codi�cat els alfabets, ens cal guardar les seves talles per tal de poder reconstituir els

components de la tm a partir de la seva codi�caci�o. Finalment, per codi�car els moviments

utilitzem tres codis binaris: 10 (e), 01 (d), 00 (n).
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0 1 0 1 d

0 0 1 0 d

0 b 3 0 e

1 0 1 0 d

1 1 1 1 d

1 b 2 b e

2 1 2 0 e

2 0 4 1 n

3 1 3 0 e

3 I 4 I d

#10#100##0#01#0#01#01#

#0#00#1#00#01#

#0#10#11#00#10#

#1#00#1#00#01#

#1#01#1#01#01#

#1#10#10#10#10#

#10#01#10#00#10#

#10#00#100#01#00#

#11#01#11#00#10#

#11#11#100#11#01##

Fig. 2.5: Representacions de la tm de la �gura 1.2

Com que l'estructura de dades �es una taula, podem de�nir una funci�o de codi�caci�o en

la forma que ja hem vist; utilitzem un nou s��mbol #, diferent de 0 i de 1, i codi�quem la

taula i les talles dels dos alfabets aix��:

#s#g##h �la 1 i## � � � ##h �la m i##:

Els cinc components de cada �la estan separats per #. A la �gura 2.5 es d�ona el mot que

codi�ca la tm de la �gura 1.2.

Aquesta codi�caci�o compleix els requeriments d'una bona codi�caci�o.

Exercici 2.4 Escriviu algorismes detallats que permetin fer la codi�caci�o i la descodi�caci�o

d'una tm.

Exercici 2.5 Constru��u una tm per determinar si un mot �es o no una codi�caci�o v�alida d'alguna

tm.

Amb aquesta representaci�o (o amb una altra) podem considerar el conjunt de tm com

un conjunt de dades, que pot constituir part de l'entrada i/o sortida de la de�nici�o d'un

problema. A partir d'ara assumirem que tenim de�nida una representaci�o per tm i la

corresponent codi�caci�o. El que acabem de veure �es un exemple de com fer-ho, per�o tot

el tractament que fem �es independent de quina sigui la codi�caci�o, sempre que tinguem

els algorismes corresponents per codi�car, descodi�car i veri�car. A m�es, donada w 2 �

�

,

utilitzem la seg�uent notaci�o:

� M

w

representa la m�aquina de Turing amb codi�caci�o w.

� '

w

representa la funci�o computada per M

w

.

� L

w

representa el llenguatge reconegut per M

w

.
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La notaci�o anterior presenta un problema quan w no �es una codi�caci�o d'una m�aquina

de Turing. En aquest cas, podem fer servir el seg�uent conveni: si w no �es la codi�caci�o de

cap m�aquina, M

w

�es la tm que t�e un �unic estat i no t�e transicions de�nides. Observeu que

podem fer �us de la tm de l'exercici 2.5 per comprobar si w �es o no una codi�caci�o v�alida

de tm.

Exercici 2.6 Constru��u una tm que, amb entrada w, calculi la codi�caci�o de la m�aquina C

w

,

de�nida a la secci�o 2.1, que escriu la constant w.

Una vegada tenim una forma de codi�car tm, podem associar un llenguatge a cadascun

dels problemes decisionals sobre tm presentats al cap��tol 1.

� Problema de l'Aturada

halt = fhw; vi j M

w

(v)#g:

� Problema de la Pertinen�ca

pert = fhw; vi j v 2 L

w

g:

� Problema de l'Equival�encia

tm-equiv = fhw; vi j L(M

w

) = L(M

v

)g:

Tamb�e considerarem el problema seg�uent:

Autoaturada (k)

Donada una tm, determinar si s'atura quan t�e com a entrada la seva codi�caci�o.

El llenguatge associat �es

k = fw j M

w

(w)#g:

Tamb�e podem associar un gr�a�c als problemes funcionals

� Problema de la Minimitzaci�o

tm-minq = f(u; v) j L(M

u

) = L(M

v

) ^ 8w 2 �

�

L(M

u

) = L(M

w

)) jjQ

w

jj > jjQ

v

jjg;

on Q

x

representa el conjunt d'estats de la tm M

x

.
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2.3 Int�erprets i simuladors

Una de les caracter��stiques fonamentals dels llenguatges de programaci�o �es l'automatitzaci�o

de l'execuci�o d'un programa utilitzant veri�cadors sint�actics i int�erprets. En el nostre

model de m�aquina, un veri�cador sintactic �es una tm que, amb un mot w 2 f0; 1g

�

com a

entrada, determina si w �es una codi�caci�o v�alida d'alguna tm. L'exercici 2.5 ha consistit en

la construcci�o d'un veri�cador sint�actic per a la codi�caci�o presentada a la secci�o precedent.

El segon mecanisme, el d'interpretaci�o, �es fonamental per a l'execuci�o dels programes.

Sense ell, canviar la programaci�o d'un ordinador implicaria canviar algun dels seus com-

ponents, algun circuit, com passava amb els primers computadors. En la terminologia del

model de la m�aquina de Turing, la noci�o d'int�erpret correspon a la de m�aquina universal.

Vegem ara com podem dissenyar una tm que simula el comportament de qualsevol

m�aquina de Turing amb una entrada donada. L'entrada per a aquesta m�aquina ser�a un

parell format per una tm M , representada per un mot, i un mot de l'alfabet d'entrada de

M . Assumim que la codi�caci�o de tm es fa amb mots de f0; 1g

�

i que totes les tm tenen

un mateix alfabet d'entrada, f0; 1g. Per a la nova m�aquina, l'alfabet d'entrada �es f0; 1g.

Fem la construcci�o en fases; primer veurem com es pot simular una pas de c�alcul.

Proposici

�

o 2.1 Existeixen tm d'aturada segura que, amb entrada hw; vi, on v = �q�

�es una con�guraci�o instant�ania de la m�aquina M

w

, decideixen, respectivament, les propie-

tats

a) v �es una con�guraci�o acceptadora.

b) v �es una con�guraci�o terminal.

Demostraci

�

o Ometem la fase inicial en qu�e la m�aquina comprova que el primer com-

ponent de l'entrada �es una codi�caci�o v�alida d'una m�aquina de Turing i que el segon

component �es una con�guraci�o v�alida per M

w

, i nom�es donem l'esquema per comprovar-ne

les condicions.

Donem l'esquema d'una tm amb tres cintes. La cinta 1 actua com a cinta d'entrada i

cont�e la codi�cac�o de la tm i la con�guraci�o. La cinta 2 es fa servir per emmagatzemar la

codi�caci�o de la m�aquina M

w

en f0; 1; #g, tal com s'ha descrit a la secci�o 2.2. La cinta 3 la

farem servir com a cinta auxiliar. Per comprovar que la con�guraci�o sigui acceptadora:

1. Obtenir w i escriure-la a c2.

2. Obtenir l'estat acceptador de M

w

i escriure-lo a c3.

3. Comparar el contingut de c3 amb l'estat a v. Si s�on iguals la condici�o �es certa i si no

ser�a falsa.

Per comprovar que la con�guraci�o sigui terminal:

1. Copiar w a c2.
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2. Cercar l'estat a v, i copiar q#a en c3, essent a la primera letra de � o un b si � = � .

3. Si el contingut de c3 (q#a) apareix en c2 en una posici�o que correspon a la part

esquerra d'una transici�o, llavors sabem que la con�guraci�o no �es terminal. En cas

contrari la con�guraci�o �es terminal.

2

La proposici�o pr�evia garanteix la decidibilitat de dues propietats que farem servir sovint

en construccions algor��smiques.

� x �es acceptadora per a M .

� x �es terminal per a M .

on x representa una con�guraci�o per la tm M .

La construcci�o seg�uent ens proporciona una forma sistem�atica de simular un pas d'una

tm.

Proposici

�

o 2.2 Existeix una m�aquina de Turing pas d'aturada segura, que, amb en-

trada hw; vi, on v = �q� �es una con�guraci�o no terminal de la m�aquina M

w

, calcula la

con�guraci�o seg�uent de v en M

w

.

Demostraci

�

o La construcci�o segueix el mateix esquema que les tm de la proposici�o 2.1;

tot i que hi afegirem una quarta cinta que ens servir�a com a cinta de sortida.

Una vegada hem arribat al punt en qu�e sabem que la con�guraci�o no �es terminal,

tenim seleccionada en c1 la transici�o corresponent, i nom�es ens falta simular la transici�o

per obtenir la nova con�guraci�o. Hem de tenir en compte que entre dues con�guracions

consecutives canvien, com a molt, tres s��mbols consecutius, que inclouen el s��mbol d'estat.

La nostra m�aquina ha de copiar la part inicial, canviar els s��mbols que calgui i copiar

(si n'hi ha) la part �nal de la con�guraci�o. 2

La m�aquina pas d�ona lloc a la funci�o

� y := con�guraci�o-seg�uent(M;x).

que utilitzarem en les construccions algor��smiques.

La m�aquina universal, l'int�erpret, �es una petita variant de la m�aquina del teorema

precedent; nom�es hi hem d'afegir una iteraci�o.

Teorema 2.3 (M�aquina universal) Existeix una m�aquina de Turing univ que, amb en-

trada hw; vi, simula el c�alcul de M

w

amb entrada v.

Demostraci

�

o Constru��m una m�aquina universal amb les mateixes caracter��stiques que

les tm precedents. La simulaci�o es fa pas a pas, utilitzant la cinta 2 per mantenir la

con�guraci�o actual. Per tal de �nalitzar correctament cada iteraci�o, hem de modi�car la

m�aquina pas de manera que despr�es d'un pas la nova con�guraci�o quedi a c2. A m�es,

no hem de tornar a repetir la fase inicial que separa la codi�caci�o de la tm i la de la

seva entrada i, en canvi, hem d'afegir el c�alcul de la con�guraci�o inicial. L'esquema de la

simulaci�o �es el seg�uent:
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entrada hw; vi

x := con�guraci�o-inicial(M

w

; v);

mentre x no �es terminal per a M

w

fer

x := con�guraci�o-seg�uent(M

w

; x)

� mentre;

escriure x:

2

Observem que el nombre de passos que fa la tm pas per simular un pas d'una altra tm

�es lineal en funci�o de la descripci�o de M

w

i que, per tant, la simulaci�o del c�alcul d'una tm

a partir d'una con�guraci�o nom�es produeix un factor multiplicatiu constant del nombre de

passos simulats.

Al llarg del text fem �us de la tm universal; per referir-nos-hi fem servir l'expressi�o

algor��smica

� simular M amb entrada v

Quan acaba la simulaci�o (si ho fa), tenim tota la informaci�o sobre la con�guraci�o terminal

i, en conseq�u�encia, podem demanar per condicions com

� M accepta v

o fer assignacions com

� y := M(v):

Una vegada tenim una tm que �es capa�c de simular un pas, podem dissenyar una altra

tm que pot simular un cert nombre de passos. En aquest cas, l'entrada �es un triple format

per una tm, un mot d'entrada i el nombre t de passos que volem simular. La tm computa

la con�guraci�o exactament despr�es de t passos, o la con�guraci�o terminal a qu�e s'arriba

en, com a molt, t passos. Hi afegim el temps amb qu�e s'ha arribat a aquesta con�guraci�o.

entrada hw; v; ti

x := con�guraci�o-inicial(M

w

; v);

tt := 0;

mentre tt 6 t ^ x no �es terminal per a M

w

fer

x := con�guraci�o-seg�uent(M

w

; x);

tt := tt+ 1

� mentre;

escriure hx; tti:

Aquesta tm �es d'aturada segura; a m�es ens d�ona informaci�o sobre la con�guraci�o despr�es

de t passos o la con�guraci�o �nal a qu�e s'ha arribat. En conseq�u�encia podem afegir les

construccions algor��smiques
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� M accepta v en t o menys passos.

� M amb entrada v s'atura en t o menys passos.

Vegem ara alguns exemples d'utilitzaci�o de les m�aquines introdu��des per obtenir d'altres

tm.

Exemple 2.9 Afegint un comptador de passos, podem utilitzar l'esquema de la tm universal per,

donats w i v, computar la funci�o T(M

w

; v) de�nida a la secci�o 1.3.

entrada hw; vi

x := con�guraci�o-inicial(M

w

; v);

t := 0;

mentre x no �es terminal per a M

w

fer

x := con�guraci�o-seg�uent(M

w

; x);

t := t + 1

� mentre;

escriure t:

Exemple 2.10 Una construcci�o tradicional �es la de la funci�o rellotge. Fem rellotge(hw; v; ti) = 0

si M

w

amb entrada v no s'ha aturat despr�es de t passos i rellotge(hw; v; ti) = 1$M

w

(v) si M

w

amb

entrada v s'ha aturat en t o menys passos, on w; v 2 �

�

i t 2 N. L'esquema precedent es pot

adaptar f�acilment, canviant la sortida.

funci�o rellotge(hw; v; ti)

x := con�guraci�o-inicial(M

w

; v);

tt := 0;

mentre tt 6 t ^ x no �es terminal per a M

w

fer

x := con�guraci�o-seg�uent(M

w

; x);

tt := tt+ 1

� mentre;

si x �es terminal per a M

w

llavors retorna 1$M

w

(v)

altrament retorna 0

� si

� funci�o:

2.4 La tesi de Church-Turing

Al llarg dels cap��tols 1 i 2 hem justi�cat que la tm proporciona totes les funcionalitats que

es poden esperar d'un algorisme. En concret, hem vist que:
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�

�

Es un model robust, en el sentit que aparents millores no porten a cap modi�caci�o

de pot�encia de c�alcul.

� Ens permet implementar tots els esquemes algor��smics b�asics que s'inclouen a la

de�nici�o de qualsevol llenguatge de programaci�o i, a m�es, es poden implementar els

mecanismes b�asics de compilaci�o i interpretaci�o.

� Hem vist com incorporar valors constants i com realitzar operacions aritm�etiques

b�asiques, com ara sumar (o restar) una unitat a un natural, o multiplicar i dividir

per dos. Els esquemes d'aquest cap��tol ens permeten implementar amb tm tota

l'aritm�etica, a partir d'aquestes operacions.

Aquestes consideracions justi�quen la utilitzaci�o de la tm com a model formal d'algorisme.

Aquesta idea es coneix com a

Tesi de Church-Turing

La noci�o intu��tiva d'algorisme es correspon amb la de m�aquina de Turing.

Aquesta tesi no �es un teorema, en el sentit que no �es objecte de demostraci�o, ja que el

concepte d'algorisme no es pot de�nir formalment. Una vegada admesa la tesi, no fem cap

distinci�o entre els termes algorisme i m�aquina de Turing, i sovint descrivim una m�aquina

de Turing mitjan�cant un algorisme.

Les raons que hem presentat justi�quen la decisi�o d'admetre el model, per�o no s�on les

�uniques que avalen aquesta tesi. La ra�o fonamental, tal com ja es va apuntar al cap��tol 1,

�es l'equival�encia del model de Turing amb altres models proposats.

Entre les primeres propostes de caracteritzaci�o del concepte d'algorisme es troben la

formalitzaci�o de les funcions recursives en termes de �-c�alcul per A. Church [11], la recur-

sivitat de S. C. Kleene [24], la m�aquina de Turing descrita a [40] i un model de m�aquina

molt similar a la de Turing, proposat per E. Post [29] el mateix any que A. Turing. Altres

models equivalents proposats es basen en conceptes de programaci�o m�es moderns, com ara

programes imperatius (simpli�cacions de llenguatges d'alt nivell), m�aquines RAM (llen-

guatges de baix nivell) o circuits booleans. Remetem el lector la refer�encia [34] per a un

tractament amb profunditat dels diferents models de computaci�o.

2.5 Problemes

2.1 Trobeu m�aquines de Turing que calculin les funcions seg�uents:

1. El producte de dos naturals donats en binari

2. La divisi�o entera i el residu

3. L'n-�esim nombre de Fibonacci

2.2 Sigui M la tm seg�uent:
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var

t : taula [0::N)[0::N) de boole�a;

c : taula [0::N) de boole�a;

es : boole�a;

size;max; i; j : nat

� var;

entrada t;

c := (0; : : : ; 0);

max := 0;

mentre c 6= (1; : : : ; 1) fer

c := seg�uent(c);

size := 0;

es := cert;

per i := 0 �ns N � 1 fer

si c[i] llavors size := size+ 1 � si;

per j := i+ 1 �ns N � 1 fer

si c[i] ^ c[j] llavors es := es ^ t[i; j] � si

� per

� per;

si es ^ (size > max) llavors max := size � si

� mentre;

retorna (max):

La funci�o seg�uent d'una taula de booleans calcula el mot seg�uent en ordre lexicogr�a�c.

1. Determineu la funci�o calculada per M , interpretant la taula t com la matriu d'ad-

jac�encia d'un graf i la taula c com un subconjunt de v�ertexs del graf.

2. Trobeu una �ta superior (tan ajustada com pugueu) del temps de c�alcul de M .

2.3 Considereu els problemes enunciats al cap��tol ??. Doneu algorismes per a ells i estimeu-ne

el cost.

2.4 Formalitzeu els problemes seg�uents:

1. Donada una m�aquina de Turing, determinar si el llenguatge reconegut �es buit.

2. Donada una m�aquina de Turing, determinar si per a dues entrades diferents produeix

la mateixa sortida.

3. Donada una m�aquina de Turing, determinar si per a alguna entrada d�ona com a

sortida un s��mbol diferent de blanc.

4. Donada una m�aquina de Turing, determinar si t�e un punt �x (�es a dir, si per a alguna

entrada d�ona com a sortida ella mateixa).

5. Donada una m�aquina de Turing, determinar si el llenguatge reconegut �es �nit.

6. Donades dues m�aquines de Turing, determinar si computen la mateixa funci�o.



48 M�aquines de Turing i algorismes

7. Donada una m�aquina de Turing, determinar si s'atura en llegir una cinta en blanc.

8. Donats una m�aquina de Turing, un mot d'entrada i un natural n, determinar si la

m�aquina utilitza n o m�es cel

.

les en processar l'entrada.

9. Donats una m�aquina de Turing, un estat q i una entrada w, determinar si la m�aquina

arriba a q a partir de la con�guraci�o inicial per a w.

10. Donada una m�aquina de Turing, determinar si t�e menys de 10 estats.

11. Donada una m�aquina de Turing, determinar si hi ha una altra m�aquina de Turing

que computi la mateixa funci�o i que tingui el mateix alfabet de cinta, per�o que tingui

menys de 10 estats.

12. Donada un m�aquina de Turing, determinar si hi ha una altra m�aquina de Turing que

computi la mateixa funci�o.

13. Donada una m�aquina de Turing M , determinar si hi ha dues m�aquines de Turing N

i O tals que

L(N)  L(M)  L(O):
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Als cap��tols anteriors hem introdu��t la m�aquina de Turing com un model general de com-

putaci�o i hem enunciat la tesi de Church-Turing. Acceptant aquesta tesi, obtenim una

de�nici�o formal d'algorisme. En aquesta situaci�o ja podem caracteritzar la classe de pro-

blemes que es poden resoldre algor��smicament.

En aquest cap��tol caracteritzem la classe de problemes funcionals que es poden resoldre

algor��smicament i la classe de problemes decisionals que es poden resoldre algor��smicament.

Un algorisme que resolgui un problema decisional, davant d'una entrada x, ha de poder

determinar si x satisf�a o no la propietat que de�neix el problema. Tant en el cas dels

problemes funcionals com en el dels decisionals, mostrarem que hi ha problemes que no

tenen cap soluci�o algor��smica. Tamb�e veurem problemes decisionals que poden ser decidits

parcialment per un algorisme. En aquest cas, l'algorisme, davant d'una entrada que satisf�a

la propietat que de�neix el problema, s'atura i accepta. Si l'entrada no satisf�a la propie-

tat, aleshores l'algorisme pot no aturar-se. Veurem que problemes ben naturals com, per

exemple, decidir si un programa que s'executa sobre una entrada retorna un determinat

valor, s�on parcialment decidibles, per�o en canvi no s�on decidibles.

3.1 Computabilitat de funcions

Recordem que una funci�o s'anomena computable quan existeix una m�aquina de Turing

que la computa. Si una funci�o computable f �es de�nida sobre x, aleshores la m�aquina M

que computa f , amb entrada x, ha de retornar f(x). Si la funci�o f no �es de�nida sobre x,

aleshores M amb aquesta entrada no s'atura.

Com ja s'ha vist al cap��tol 2, totes les funcions aritm�etiques senzilles s�on computables.

A l'exemple que segueix dissenyem una tm per a la funci�o suma.

Exemple 3.1 Sigui f la funci�o suma, f(hx; yi) = x+ y per a tot x; y 2 N. Podem construir una

tm amb cinc cintes c1, c2, c3, c4 i c5 que computi f . Considerem que c1 �es la cinta d'entrada, c2,

c3 i c4 s�on cintes de treball de manera que, a c2 es copiar�a x, a c3 es copiar�a y, a c4 es deixar�a

el resultat de la suma (en forma revessada). Finalment, s'escriur�a el resultat a c5, la cinta de

sortida. Suposem que hx; yi = x#y on x; y 2 f0g [ 1f0; 1g

�

.

1. Mentre el cap�cal 1 llegeix 0 o 1 copiar de c1 a c2; avan�car cap a la dreta els cap�cals 1 i 2.

2. Si el cap�cal 1 llegeix #, aleshores avan�car una posici�o cap a la dreta.

3. Mentre el cap�cal 1 llegeix 0 o 1 copiar de c1 a c3; avan�car cap a la dreta els cap�cals 1 i 3.
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0 1

(0; 0; n)

(1; 1; n)

(b; b; n)

Fig. 3.1: M�aquina que computa la funci�o buida amb alfabet d'entrada f0; 1g

4. Retrocedir alhora els cap�cals 2 i 3.

5. Inicialitzar el bit de transport (carry) a 0. (Els estats de la tm \recorden" si s'ha de

propagar el transport o no).

6. Mentre els cap�cals 2 i 3 no llegeixin I:

6.1. Sumar els bits llegits pels cap�cals 2 i 3, juntament amb el bit de transport; escriure

el bit de menys pes de la suma a c4; actualitzar el transport amb el bit de m�es pes.

6.2. Retrocedir els cap�cals 2 i 3; avan�car el cap�cal 4.

7. Mentre el cap�cal 2 (3) llegeix I i el cap�cal 3 (2) llegeix 0 o 1:

7.1. Sumar el bit llegit pel cap�cal 3 (2) amb el bit de transport; escriure el bit de menys

pes de la suma a c4; actualitzar el transport amb el bit de m�es pes.

7.2. Retrocedir el cap�cal 3 (2); avan�car el cap�cal 4.

8. Si el bit de transport �es 1, aleshores escriure 1 a c4; altrament, retrocedir el cap�cal 4.

9. Mentre el cap�cal 4 llegeix 0 o 1, copiar de c4 a c5; retrocedir cap a l'esquerra el cap�cal 4 i

avan�car cap a la dreta el cap�cal 5. (Copiar a c5 el revessat del contingut de c4).

Considerem ara la funci�o buida (vegeu-ne la de�nici�o a la secci�o ??). Aquesta funci�o t�e

un inter�es te�oric perqu�e apareix en moltes demostracions de teoremes.

�

Es f�acil veure que

la funci�o buida �es computable.

Exemple 3.2 La tm M de la �gura 3.1 computa la funci�o buida sobre el conjunt de partida

f0; 1g

�

; per a qualsevol entrada x, M(x)".
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Exercici 3.1 Demostreu que les funcions seg�uents, en qu�e x; y 2 N, s�on computables:

f(x) = dlog xe

f(hx; yi) = x � y

f(hx; yi) = x mod y

f(hx; yi) = hmin (x; y);max (x; y)i

f(x) =

(

1 si x �es primer

0 si no

f(x) = 2

x

f(x) = x!

f(x) = 2

2

x

Els exemples anteriors consisteixen b�asicament en funcions totals les entrades de les

quals s�on codi�cacions de nombres naturals. Tamb�e podem considerar funcions en qu�e

alguns dels seus components d'entrada s�on descripcions de tm. Tot seguit presentem

alguns exemples d'aquests tipus de funcions.

El primer exemple consisteix a transformar la tm d'entrada en una altra m�aquina que

ha de satisfer uns requeriments determinats.

Exemple 3.3 En el model de tm que hem introdu��t, es considera que un mot w �es acceptat per

una m�aquina M quan M , amb entrada w, assoleix l'estat acceptador, que �es de parada. Podr��em

adoptar un criteri d'acceptaci�o diferent, en qu�e es considera que un mot w �es acceptat per una

m�aquina N quan N , amb entrada w, assoleix l'estat acceptador, que tamb�e �es de parada, i el

cap�cal ha d'estar posicionat a l'extrem esquerre de la cinta. Tot seguit veurem que qualsevol

llenguatge reconegut per una tm pot ser reconegut per una tm amb el nou criteri d'acceptaci�o.

Donada una m�aquinaM , transformaremM en una m�aquina N de manera que, per a tot w 2 �

�

,

M accepta w si i nom�es si N accepta w segons el nou criteri acceptador. Una transformaci�o

possible consisteix a afegir un nou estat, que �es el nou estat acceptador, i modi�car la funci�o

de transici�o per tal que, en el moment en qu�e s'assoleix l'antic estat acceptador q

f

, el cap�cal

retrocedeixi �ns al primer s��mbol de la cinta i s'aturi en el nou estat acceptador q

f

0

. D'aquesta

manera, a partir de M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

) podem de�nir N = (Q

0

; �; �

0

; �

0

; q

0

; q

f

0

) on

1. �

0

= � .

2. Q

0

= Q [ fq

f

0

g i q

f

0

�es el nou estat acceptador.

3. La funci�o de transici�o �es la de M , afegint les transicions

�

0

(q

f

; a) = (q

f

; a; e), sempre que a 6=I, i

�

0

(q

f

;I) = (q

f

0

;I; n).

Tal com es construeix N , �es f�acil veure que M , amb una entrada w qualsevol, s'atura en

estat q

f

si i nom�es si N , amb entrada w, s'atura en estat q

f

0

, i el cap�cal est�a posicionat sobre

I, sempre que M no pugui esborrar el s��mbol I d'inici de cinta. En cas que M pugui esborrar
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I, aleshores N ha de deixar igualment una marca a la primera cel

.

la de la cinta. Formalment, si

existeix algun estat q 2 Q tal que �(q;I) = (p; a;m), aleshores N escriu una c�opia a

0

de a a la

primera cel

.

la. Per aix�o s'han d'afegir a la de�nici�o de N les c�opies dels s��mbols i tamb�e algunes

transicions addicionals:

1. �

0

= � [ fa

0

j a 2 �g de manera que, les c�opies s�on s��mbols nous.

2. Les transicions que s'han d'afegir s�on

�

0

(q;I) = (p; a

0

; m), si �(q;I) = (p; a;m), per no perdre la marca d'inici de cinta,

�

0

(q; a

0

) = (p; b

0

; m), si �(q; a) = (p; b;m), per mantenir la marca d'inici,

�

0

(q

f

; a) = (q

f

; a; e), sempre que a 6=I i a 62 �

0

� � ,

�

0

(q

f

;I) = (q

f

0

;I; n) i �

0

(q

f

; a

0

) = (q

f

0

; a; n).

Notem que aquesta transformaci�o deM en N �es purament sint�actica, perqu�e la transformaci�o

es duu a terme sense fer cap consideraci�o relativa als mots acceptats per M . Aleshores podem

construir una tm que, amb una entrada x qualsevol, retorni l'��ndex y, que s'obt�e en transformar

M

x

tal com hem especi�cat:

entrada x

(Q;�; �; �; q

0

; q

f

) := M

x

;

Q

0

:= Q [ fq

f

0

g;

�

0

:= � [ f(q

f

; a; q

f

; a; e) j a 6=Ig [ f(q

f

;I; q

f

0

;I; n)g;

y := g�odel(Q

0

; �; �; �

0

; q

0

; q

f

0

);

escriure y:

Recordeu que a la secci�o ?? hem vist que, donat el n�umero de G�odel x, podem obtenir

de manera algor��smica la de�nici�o de la tm M

x

corresponent. Aleshores, la primera l��nia

d'aquest programa consisteix a obtenir les components de M

x

. Utilitzem una assignaci�o

m�ultiple en comptes de fer tantes assignacions com elements t�e el tuple, per tal de presentar

d'una manera m�es succinta l'especi�caci�o del programa.

M�es endavant, al cap��tol 4, veurem m�es exemples de funcions computables en qu�e es

calculen transformacions de tm. Considerem ara alguns exemples de funcions computables

per�o no totals, en qu�e tamb�e alguna de les seves components d'entrada �es el n�umero de

G�odel d'una m�aquina de Turing.

Exemple 3.4 La funci�o de�nida a continuaci�o �es computable.

f

halt

(hx; yi) =

(

1 si M

x

(y)#

inde�nida, altrament.

Podem construir una tmM que, amb entrada hx; yi, simuli la m�aquina M

x

amb entrada y. Si

aquesta s'atura, aleshoresM ha de retornar el valor 1. Si M

x

amb entrada y no s'atura, aleshores

M amb entrada x tampoc no s'aturar�a.

M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada y;

escriure 1:
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�

Es clar que M computa la funci�o f

halt

. Observeu que aquesta funci�o no �es total. Si x �es

el n�umero de G�odel d'una m�aquina que computa la funci�o buida, aleshores la funci�o f

halt

est�a

inde�nida en hx; yi, per a qualsevol y. Fixeu-vos que la simulaci�o de M

x

en aquest cas no �nalitza

i per tant, M no s'atura.

Exercici 3.2 Demostreu que les funcions seg�uents s�on computables i no s�on totals:

f

k

(x) =

(

1 si M

x

(x)#

inde�nida, altrament

f

pert

(hx; yi) =

(

1 si y 2 L(M

x

)

inde�nida, altrament.

Els dominis de les funcions f

halt

; f

k

i f

pert

coincideixen amb els llenguatges halt;k

i pert, respectivament. Si considerem la prolongaci�o de cadascuna d'aquestes funcions

a una funci�o total, de manera que aquesta retorni 0 per als elements que no pertanyen

al domini de la funci�o de partida, aleshores obtenim les funcions caracter��stiques dels

llenguatges halt;k i pert. Aquests s�on els primers exemples de funcions no computables

que presentem. Totes aquestes funcions comparteixen la particularitat seg�uent: l'argument

de la funci�o (o almenys un dels arguments de la funci�o) �es interpretat com un n�umero de

G�odel i la propietat que de�neix la funci�o dep�en de certes propietats de la computaci�o

associada a la tm que t�e aquest n�umero de G�odel. Aquestes funcions, juntament amb

algunes eines que introduirem al cap��tol 4, ens permetran demostrar que problemes ben

naturals com, per exemple, el problema de decidir si dues gram�atiques incontextuals s�on

equivalents, o el problema de determinar si una gram�atica incontextual �es ambigua, no es

poden resoldre algor��smicament.

Per demostrar que X

k

;X

halt

i X

pert

no s�on computables considerem primer una funci�o

que s'obt�e per aplicaci�o de la t�ecnica de diagonalitzaci�o de Cantor. A la proposici�o seg�uent

donem la de�nici�o formal d'aquesta funci�o i demostrem que aquesta no pot formar part de

la llista de funcions computables.

Proposici

�

o 3.1 La funci�o

f(x) =

(

1 si M

x

(x)"

inde�nida, altrament

no �es computable.

Demostraci

�

o Suposem que f fos una funci�o computable. Aleshores existiria un natural

i tal que '

i

= f . Considerem ara f amb entrada i. D'una banda, tenim que si i 2 Domf

aleshores f(i) = 1. Per�o, per la de�nici�o de f , tenim que M

i

(i)" i, per tant, i 62 Dom'

i

=

Domf . D'altra banda, si i 62 Domf aleshores, per la de�nici�o de f , M

i

(i)#. Amb tot aix�o

tenim (i 2 Domf () i 62 Domf), que �es una contradicci�o. 2

Amb aquest resultat �es f�acil veure que la funci�o caracter��stica de k no �es computable.
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Teorema 3.2 La funci�o caracter��stica de k no �es computable.

Demostraci

�

o Sigui X

k

la funci�o caracter��stica de k.

X

k

(x) =

(

1 si M

x

(x)#

0; altrament:

Suposem que X

k

sigui computable. Considerem ara la funci�o f que hem de�nit al

teorema anterior. Aleshores podem dissenyar una tm M que computi f utilitzant la

m�aquina que computa X

k

.

M : entrada x

y := X

k

(x);

si y = 0

llavors escriure 1

altrament

mentre cert fer

� mentre

� si:

�

Es clar que M computa exactament la funci�o f . Tamb�e �es clar que �es ben de�nida,

perqu�e hem suposat que X

k

�es computable. D'aquesta manera, obtenim que f tamb�e �es

computable. Aquesta contradicci�o invalida la suposici�o que X

k

sigui computable. 2

Ara ja estem en condicions de demostrar que X

halt

i X

pert

tampoc no s�on computables.

Corol

.

lari 3.3 Les funcions caracter��stiques de halt i pert no s�on computables.

Demostraci

�

o La funci�o caracter��stica de k es pot veure com un cas particular de la funci�o

caracter��stica de halt, ja que, per a tot x; x 2 k si i nom�es si hx; xi 2 halt. Per tant, si

la funci�o caracter��stica de halt fos computable, aleshores la de k tamb�e ho seria.

Per demostrar que X

pert

no �es computable fem tamb�e un raonament a l'absurd. Su-

posem que X

pert

fos computable. De�nim la funci�o f com f(hx; yi) = hx

0

; yi, en qu�e M

x

0

s'obt�e a partir de M

x

afegint a les transicions de parada una transici�o a l'estat acceptador.

No �es dif��cil veure que aquesta funci�o �es computable i total.

Per la de�nici�o de M

x

0

tenim que y 2 L(M

x

0

)() M

x

(y)#.

Aleshores podem expressar la funci�o caracter��stica de halt com a composici�o de la

funci�o caracter��stica de pert i la funci�o f : per a tot x; y, X

halt

(hx; yi) = X

pert

(f(hx; yi)).

Com que les dues funcions s�on computables, aleshores X

halt

seria computable, i d'aquesta

manera s'obt�e una contradicci�o. Per tant, X

pert

no �es computable. 2

Acabem aquesta secci�o posant un exemple d'una funci�o computable no total que no es

pot prolongar a cap funci�o computable total.

Exemple 3.5 De�nim la funci�o seg�uent:

f(x) =

(

t si M

x

amb entrada x s'atura en t passos;

inde�nida si M

x

(x)":
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Recordem que a la secci�o 2.3 hem demostrat que la funci�o T(M;w), que calcula el nombre de

passos que efectua una m�aquina M amb entrada w, �es computable. Considerem la tm seg�uent:

entrada x

y := T(M

x

; x);

escriure y:

�

Es clar que aquesta tm computa exactament la funci�o f que acabem de de�nir. Tamb�e �es

clar que �es ben de�nida, perqu�e les funcions T i M s�on computables. Aix�� doncs, f tamb�e �es

computable.

Observem que el domini de de�nici�o de f �es Domf = fx j M

x

(x) #g = k. >Existeix alguna

prolongaci�o total de f que sigui computable? Vegem que no. Sigui g una prolongaci�o total de

f . Si g fos computable, existiria una tm N que computaria g. Aquesta m�aquina seria d'aturada

segura, perqu�e g �es una funci�o total. Amb l'ajut de N podr��em construir una altra m�aquina N

0

que computaria X

k

, la funci�o caracter��stica del conjunt k. En efecte, la descripci�o de N

0

seria:

N

0

: entrada x

simular N amb entrada x;

t := N(x);

c := con�guraci�o-inicial(M

x

; x);

mentre (t > 0) ^ (c no �es terminal per a M

x

) fer

c := con�guraci�o-seg�uent(M

x

; c);

t := t � 1

� mentre;

si (t = 0) ^ (c �es terminal per a M

x

)

llavors escriure 1

altrament escriure 0

� si:

�

Es clar que N

0

�es d'aturada segura, perqu�e N tamb�e ho �es. Tamb�e �es clar que N

0

computa

X

k

, ja que podem a�rmar que M

x

(x) # si i nom�es si M

x

amb entrada x s'atura en exactament

g(x) passos. En efecte, si M

x

(x)# llavors x 2 Domf . Com que g una prolongaci�o de f , aleshores

f(x) = g(x). I per la de�nici�o de f tenim que M

x

amb entrada x s'atura en g(x) passos. En

canvi, si M

x

(x)" llavorsM

x

amb entrada x no s'atura en g(x) passos. En conseq�u�encia, la condici�o

avaluada per N

0

�es precisament M

x

(x)#. Per aix�o, f

N

0
= X

k

.

Com que al teorema 3.2 hem demostrat que X

k

no �es computable, la m�aquina N

0

no pot

existir. Per tant, la m�aquina N tampoc. Aix�� doncs, cap prolongaci�o total g no �es computable.

3.2 Decidibilitat de llenguatges

En aquesta secci�o tractarem els problemes decidibles i en veurem alguns exemples. A

continuaci�o demostrarem l'exist�encia de problemes indecidibles i tamb�e en presentarem

alguns exemples.
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Recordem que un llenguatge s'anomena decidible quan existeix una m�aquina de Turing

d'aturada segura que el reconeix. Representem per REC la classe dels llenguatges decidibles

fent �us de la notaci�o cl�assica.

Vegem alguns exemples de llenguatges decidibles.

Exemple 3.6 Al cap��tol 1 hem dissenyat dues tm d'aturada segura que reconeixen els llenguatges

f0

n

1

n

0

n

j n > 0g i f0

n

1

n

2

j n > 0g. Aix�� doncs, aquests dos llenguatges s�on decidibles.

Exercici 3.3 Demostreu que tot llenguatge �nit �es decidible.

Exercici 3.4 Demostreu que els llenguatges seg�uents s�on decidibles:

parells = fx j x �es parellg

senars = fx j x �es senarg

primes = fx j x �es primerg

composites = fx j x �es compostg

fa-pert = fhM; yi jM �es un aut�omat �nit i y 2 L(M)g

Exemple 3.7 Els llenguatges seg�uents s�on decidibles:

t-halt = fhx; y; ti j M

x

amb entrada y s'atura en t passos o menysg

s-halt = fhx; y; si j M

x

amb entrada y s'atura i utilitza s cel

.

les com a moltg

En el cas de t-halt, podem construir una tm que, amb entrada hx; y; ti, simuli t passos, com a

m�axim, de M

x

amb entrada y. Pel que fa a s-halt, podem construir una tmM que, amb entrada

hx; y; si, en el cas pitjor ha de simular M

x

amb entrada y durant tants passos com con�guracions

diferents es poden formar, considerant el nombre d'estats de M

x

i el nombre s de cel

.

les que es

poden utilitzar com a m�axim. Si despr�es d'aquest nombre de passos no s'han utilitzat les s cel

.

les,

aleshores M

x

amb entrada y segur que no utilitzar�a m�es cel

.

les, ja que ha repetit con�guraci�o, ha

entrat en un bucle. En aquest cas, l'entrada no pertany a s-halt. Si abans d'exhaurir aquest

nombre de passos M

x

s'atura o b�e utilitza m�es de s cel

.

les, aleshores M para la simulaci�o. En el

primer cas M acceptaria l'entrada, mentre que en el segon M rebutjaria.

Una tm d'aturada segura que reconeix un llenguatge L s'atura davant d'una entrada

qualsevol i \decideix" si aquesta entrada pertany o no a L. En aquest sentit, introdu��m la

de�nici�o seg�uent.

Definici

�

o Diem que un problema decisional �es decidible quan el llenguatge associat al

problema �es decidible. En cas contrari diem que el problema �es indecidible.

Aix�� doncs, la classe de problemes decidibles representa els problemes que es poden

resoldre algor��smicament.

Considerem ara aquells problemes tals que el llenguatge associat �es reconegut per una

tm (que pot no ser d'aturada segura).
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Recordem que un llenguatge L s'anomena enumerable recursivament quan existeix una

m�aquina de Turing que el reconeix. Representem per RE la classe dels llenguatges enume-

rables recursivament. Usem e.r. com a abreviaci�o de `enumerable recursivament'.

La classe de problemes associada als llenguatges e.r. cont�e els problemes que abans hem

denominat parcialment decidibles. En principi, podem garantir que existeix un algorisme

que, almenys per a les entrades que satisfan la propietat que de�neix el problema, s'atura.

Tot seguit veurem alguns exemples de llenguatges e.r.

Exemple 3.8 k = fx j M

x

(x) #g �es e.r. Per demostrar-ho considerem la tm que de�nim a

continuaci�o:

M : entrada x

simular M

x

amb entrada x;

acceptar:

Per la construcci�o de M tenim que, donat un x, M(x) # quan M

x

(x) # i, en aquest cas, M

accepta x. En canvi, si M

x

(x)", aleshores M(x)". Per tant, L(M) = k.

Exemple 3.9 halt = fhx; yi j M

x

(y)#g �es enumerable recursivament. Per demostrar-ho consi-

derem la tm seg�uent:

M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada y;

acceptar:

Per la construcci�o de M tenim que, donat un parell hx; yi qualsevol, M accepta x si i nom�es

si M

x

(y)#. Per tant, L(M) = halt.

Exemple 3.10 pert = fhx; yi j y 2 L(M

x

)g �es enumerable recursivament. Per demostrar-ho

considerem la tm seg�uent:

M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada y;

si M

x

accepta y

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si:

Per la construcci�o de M tenim que, donat un parell hx; yi qualsevol, M amb entrada hx; yi

s'atura si i nom�es si M

x

amb entrada y s'atura. Si M

x

accepta x llavors M accepta hx; yi. Si M

x

no accepta y, llavors M no accepta hx; yi. Per tant, L(M) = pert.

Els llenguatges e.r. tamb�e es poden caracteritzar de la manera seg�uent:
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Teorema 3.4 (Teorema de la projecci�o) Un llenguatge A �es enumerable recursivament

si i nom�es si existeix un llenguatge decidible B que permet expressar A en la forma

A = fx j 9y hx; yi 2 Bg:

Demostraci

�

o Primer, vegem que la condici�o �es necess�aria. Sigui A un llenguatge e.r. i

sigui M una tm que el reconeix. Un mot x qualsevol pertany a A si i nom�es si M amb

entrada x s'atura i accepta. Formalment tenim

A = fx jM accepta xg

= fx j 9y M accepta x en y passosg:

De�nim el llenguatge B = fhx; yi j M accepta x en y passosg. No �es dif��cil veure que

B �es decidible. Podem construir una m�aquina que reconeix B de la manera seg�uent:

N : entrada hx; yi

c := con�guraci�o-inicial(M;x);

mentre (y > 0) ^ ( c no �es terminal per a M) fer

c := con�guraci�o-seg�uent(M; c);

y := y � 1

� mentre;

si (y = 0) ^ ( c �es acceptadora per a M)

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si:

N amb entrada hx; yi simula pas a pas M amb entrada x, calculant la con�guraci�o

corresponent a cada pas. Quan ja ha simulat y passos, comprova si la con�guraci�o �es

acceptadora. Si �es aix�� aleshores accepta; si no, rebutja. Per tant, N �es d'aturada segura i

accepta si i nom�es si hx; yi 2 B.

Un cop de�nit B, observem que podem expressar A com

A = fx j 9y hx; yi 2 Bg:

Demostrem tot seguit que la condici�o �es su�cient. Sigui A un llenguatge que es pot

expressar com A = fx j 9y hx; yi 2 Bg, en qu�e B �es un llenguatge decidible. Sigui N

una tm d'aturada segura que reconeix B. Podem construir una tm que reconegui A, que

consisteix a fer una cerca del mot y adequat. Es tracta de donar a y tots els possibles valors

seguint l'ordre lexicogr�a�c per longituds i, per cada un, simularN amb entrada hx; yi. Com

que N �es d'aturada segura, totes les simulacions convergeixen. El proc�es es det�e si hi ha

algun parell hx; yi que �es acceptat per N . Altrament, continua inde�nidament.

M : entrada x

y := �; trobat := fals;
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mentre :trobat fer

simular N amb entrada hx; yi;

si N accepta hx; yi

llavors trobat := cert

altrament y := seg�uent(y)

� si

� mentre;

acceptar:

La funci�o seg�uent(y), que ha estat de�nida a l'exemple 1.3 , computa el mot successor

de y en l'ordre lexicogr�a�c per longituds.

Aleshores M amb entrada x s'atura i accepta nom�es quan existeix y tal que hx; yi 2 B.

Amb aix�o tenim que A = L(M) i, per tant, A �es e.r. 2

Exemple 3.11 El llenguatge L = fx j Dom('

x

) 6= ?g �es enumerable recursivament. Per

demostrar-ho apliquem el teorema de la projecci�o. Observem que podem expressar L com

L = fx j 9yM

x

(y)#g

= fx j 9y; t M

x

amb entrada y s'atura en t passosg

Ara de�nim el llenguatge B = fhx; hy; tii j M

x

amb entrada y s'atura en t passosg. Per

demostrar que B �es decidible constru��m la tm seg�uent:

N : entrada hx; hy; tii

c := con�guraci�o-inicial(M

x

; y);

mentre (t > 0)^ ( c no �es terminal per a M

x

) fer

c := con�guraci�o-seg�uent(M

x

; c);

t := t � 1

� mentre;

si (t = 0)^ ( c �es terminal per a M

x

)

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si:

N amb entrada hx; hy; tii simula pas a pas la m�aquina M

x

amb entrada y, computant la

con�guraci�o corresponent a cada pas. Si despr�es de simular t passos la con�guraci�o actual �es

terminal, aleshores accepta. Si no, rebutja. Aix�� doncs, N �es una tm d'aturada segura i N

accepta hx; hy; tii si i nom�es si hx; hy; tii 2 B.

Amb l'ajut d'aquest llenguatge B, podem expressar L com

L = fx j 9u hx; ui 2 Bg;

on u representa el parell hy; ti anterior. Aix�� doncs, aplicant el teorema de la projecci�o, tenim

que L �es e.r.
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Per les de�nicions de les classes REC i RE, REC �es una subclasse de RE; veurem tanmateix

que aquesta inclusi�o �es estricta. Noteu que als exemples de llenguatges decidibles no hem

incl�os cap dels llenguatges seg�uents: k, halt, pert. Aquests poden ser reconeguts per una

tm, per�o demostrarem que no poden ser-ho per cap tm d'aturada segura. Remarquem

la difer�encia entre halt d'una banda, i t-halt, s-halt (de�nits a l'exemple 3.7 ) de

l'altra. Els dos �ultims s�on llenguatges decidibles ja que podem dissenyar una tm de parada

segura per a cadascun d'aquests llenguatges. La propietat comuna a tots dos �es que nom�es

cal fer una simulaci�o \controlada" per poder determinar si una entrada pertany o no al

llenguatge en q�uesti�o. En canvi, per determinar si hx; yi pertany a halt, no disposem de

cap informaci�o que, d'entrada, ens permeti �tar el nombre de passos de la simulaci�o de M

x

amb entrada y, ni tampoc el nombre de cel

.

les que es poden utilitzar.

Els primers exemples de llenguatges indecidibles els obtenim utilitzant una caracterit-

zaci�o dels decidibles en termes de funcions computables. M�es endavant, quan examinem

les propietats de tancament de les classes RE i REC, veurem exemples de llenguatges no e.r.

Recordem que a cada llenguatge L li podem associar la seva funci�o caracter��stica X

L

. Si

considerem un llenguatge decidible L, no �es dif��cil veure que podem modi�car la m�aquina

de parada segura que el reconeix per obtenir una tm que computa X

L

. Nom�es cal afegir

les transicions necess�aries per escriure un 1 a la cinta de sortida quan la tm original arribi

a l'estat acceptador i per escriure un 0 quan arribi a un estat de parada no acceptador. I

en el sentit invers, �es a dir, si suposem que X

L

�es una funci�o computable, aleshores es pot

modi�car la tm que computa la funci�o per tal d'obtenir la m�aquina que reconeix L. Nom�es

cal garantir que un cop ha escrit 1 a la cinta de sortida i arriba a un estat de parada, aquest

�ultim ha de ser l'estat acceptador. Si ha escrit un 0, aleshores l'estat de parada no pot ser

l'estat acceptador. Amb aquestes indicacions �es f�acil demostrar la proposici�o seg�uent, els

detalls de la qual els deixem al lector.

Proposici

�

o 3.5 Un llenguatge L �es decidible si i nom�es si la seva funci�o caracter��stica,

X

L

, �es computable.

Aquesta caracteritzaci�o dels llenguatges decidibles, juntament amb els resultats obtin-

guts a la secci�o anterior, permeten obtenir els primers exemples de llenguatges no decidibles

o, el que �es el mateix, els primers exemples de problemes indecidibles.

Corol

.

lari 3.6 Els llenguatges k;halt i pert no s�on decidibles.

Aquests llenguatges s�on enumerables recursivament; per tant, podem dir que la inclusi�o

de REC a RE �es estricta.

Corol

.

lari 3.7 REC  RE.

3.3 Propietats de tancament

Diem que una classe de llenguatges �es tancada respecte d'una operaci�o quan el resultat

d'aplicar aquesta operaci�o a llenguatges de la classe considerada �es tamb�e un llenguatge
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de la mateixa classe. En aquesta secci�o estudiarem algunes de les propietats de tancament

de les classes presentades en aquest cap��tol, respecte d'operacions sobre llenguatges.

3.3.1 Reuni�o i intersecci�o

Teorema 3.8 Les classes RE i REC s�on tancades respecte de la reuni�o i la intersecci�o.

Demostraci

�

o Primer demostrarem que la classe REC �es tancada respecte de la reuni�o.

REC est�a de�nida com el conjunt de llenguatges reconeguts per tm de parada segura.

Siguin A i B dos llenguatges reconeguts, respectivament, per les m�aquines M

A

i M

B

,

ambdues de parada segura. Per demostrar que A [ B tamb�e �es un llenguatge decidible

dissenyem una tm M que consisteix b�asicament en la simulaci�o de M

A

i M

B

.

M : entrada x

simular M

A

amb entrada x;

si M

A

accepta x

llavors acceptar

altrament

simular M

B

amb entrada x;

si M

B

accepta x

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si

� si:

Com que M

A

i M

B

s�on d'aturada segura, aleshores M tamb�e �es d'aturada segura. M

accepta x si i nom�es si x 2 A o x 2 B i, per tant, M reconeix A [ B. Obtenim d'aquesta

manera que, si A;B 2 REC, aleshores A [B 2 REC.

Considerem la classe RE. Els llenguatges d'aquesta classe tamb�e s�on reconeguts per

tm, per�o RE es diferencia de les tres classes anteriors pel fet que la m�aquina no ha de ser

for�cosament d'aturada segura. En aquest cas, la demostraci�o que RE �es tancada respecte

de la reuni�o tamb�e �es constructiva, per�o la tm que hem dissenyat abans no �es v�alida en

aquest cas, ja que la m�aquina M

A

no �es d'aturada segura. Notem que, en cas que x 62 A i

x 2 B, pot passar que la m�aquina M

A

no s'aturi i, per tant, M tampoc no s'aturaria, cosa

que no volem. Per aquest motiu la construcci�o de M pren com a base una simulaci�o \pas

a pas" de M

A

i de M

B

. Si una de les dues s'atura i accepta, aleshores M s'atura i accepta,

altrament M o no s'atura o s'atura i rebutja.

La tm considerada �es la seg�uent:

M : entrada x

c

A

:= con�guraci�o-inicial(M

A

; x);

c

B

:= con�guraci�o-inicial(M

B

; x);

trobat := (c

A

�es acceptadora per a M

A

) _ (c

B

�es acceptadora per a M

B

);
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mentre :trobat fer

si :(c

A

�es terminal) llavors c

A

:= con�guraci�o-seg�uent(M

A

; c

A

) � si;

si :(c

B

�es terminal) llavors c

B

:= con�guraci�o-seg�uent(M

B

; c

B

) � si;

trobat := (c

A

�es acceptadora per a M

A

) _ (c

B

�es acceptadora per a M

B

)

� mentre;

acceptar:

Per la seva construcci�o tenim que L(M) = A [B i, per tant, A [B 2 RE.

La demostraci�o que REC i RE s�on tancades respecte de la intersecci�o �es molt similar a

la de la reuni�o; nom�es canvia l'operaci�o booleana de la disjunci�o per la conjunci�o en els

llocs que cal. 2

3.3.2 Complementaci�o

�

Es f�acil veure que el complementari d'un llenguatge decidit per una tm determinista d'a-

turada segura M pot ser decidit per una tm M

0

, que s'obt�e en modi�car M de la manera

seg�uent: se substitueix l'estat acceptador per un d'aturada no acceptador i s'afegeix als

estats d'aturada no acceptadors una transici�o a un nou estat acceptador. El determinisme

de la tm garanteix la inversi�o del comportament acceptador quan es processa qualsevol

entrada. Aix�� doncs, obtenim el resultat seg�uent.

Teorema 3.9 La classe REC �es tancada respecte de la complementaci�o.

En canvi, la classe RE no �es tancada respecte de la complementaci�o. El teorema seg�uent,

que es coneix com a teorema del complementari, ens permet demostrar aquesta propietat

de la classe RE.

Teorema 3.10 (Teorema del complementari) L i L s�on e.r. si i nom�es si L �es decidible.

Demostraci

�

o Si L �es decidible aleshores L tamb�e ho �es, en conseq�u�encia, tant L com L

pertanyen a RE.

Suposem ara que tant L com L s�on e.r. Siguin M

L

i M

L

dues tm tals que L(M

L

) = L

i L(M

L

) = L. Per demostrar que L �es decidible dissenyem un algorisme en qu�e se simulen

les dues tm M

L

i M

L

\pas a pas". Si considerem un mot x, tenim que o x 2 L o x 2 L.

Per tant, si simulem M

L

amb entrada x i M

L

amb entrada x, segur que una de les dues

s'atura i (nom�es una) accepta.

Considerem la tm seg�uent:

M : entrada x

c

L

:= con�guraci�o-inicial(M

L

; x);

c

L

:= con�guraci�o-inicial(M

L

; x);

trobat := (c

L

�es acceptadora per a M

L

) _ (c

L

�es acceptadora per a M

L

);

mentre :trobat fer
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si :(c

L

�es terminal) llavors c

L

:= con�guraci�o-seg�uent(M

L

; c

L

) � si;

si :(c

L

�es terminal ) llavors

c

L

:= con�guraci�o-seg�uent(M

L

; c

L

) � si;

trobat := (c

L

�es acceptadora per a M

L

) _ (c

L

�es acceptadora per a M

L

)

� mentre;

si c

L

�es acceptadora per a M

L

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si:

Aquesta tm decideix L i, per tant, L 2 REC. 2

Com a conseq�uencia immediata, obtenim els primers exemples de llenguatges no e.r.

Corol

.

lari 3.11 k, halt i pert no s�on enumerables recursivament.

Demostraci

�

o Si k (halt o pert) fos e.r., pel teorema del complementari k (halt o

pert) seria decidible. 2

Aix�� doncs, el complementari d'un llenguatge e.r. pot no ser e.r.

Corol

.

lari 3.12 La classe RE no �es tancada respecte de la complementaci�o.

Donada una classe de llenguatges qualsevol C, denotem per co-C la classe dels llenguat-

ges L tals que L 2 C. Amb aquesta notaci�o tenim que una classe C �es tancada respecte de

complementaci�o si i nom�es si C = co-C.

Aix�� doncs, tenim que:

REC = co-REC

I pel corol

.

lari 3.12,

RE 6= co-RE

REC = RE \ co-RE:

3.4 Problemes

3.1 Sigui f una funci�o computable i injectiva.

�

Es f

�1

computable?

3.2 Considereu les funcions seg�uents:

1. f(x) =

(

1 si 9n > 0 M

n

(x)#

inde�nida, altrament.

2. f(x) =

(

x si 8n > 0 M

n

(x)#

inde�nida, altrament.
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3. f(x) =

(

1 si 9n > 0 M

x

(n)#

inde�nida, altrament.

4. f(x) =

(

x si 8n > 0 M

x

(n)#

inde�nida, altrament.

a) S�on computables?

b) S�on totals?

c) Quins s�on els seus abasts?

3.3 Demostreu que les funcions de�nides a continuaci�o s�on computables i es poden prolongar

a funcions computables i totals.

1. f(x) =

(

1 si M

x

(x)#

inde�nida, altrament.

2. g(hx; ti) =

(

t si M

x

amb entrada x s'atura en t passos

inde�nida, altrament.

3.4 Demostreu que les funcions de�nides a continuaci�o s�on computables per�o no tenen cap

prolongaci�o computable total.

f(x) =

(

'

x

(x) + 1 si M

x

(x)#

inde�nida, altrament.

g(x) =

(

'

x

(x) si M

x

(x)#

ide�nida, altrament.

3.5 Sigui f : N! N una funci�o computable i decreixent al seu domini. Demostreu que Imf �es

decidible. Demostreu que, de fet, per a tot conjunt A, f(A) �es decidible. Segueix sent cert

aquest resultat si f no �es computable?

3.6 Sigui f una funci�o computable i creixent al seu domini. Sigui A un llenguatge decidible.

Demostreu que, si f �es total, llavors f(A) �es decidible.

3.7 Demostreu que per a tot conjunt A 6= ? es compleix:

1. A �es enumerable recursivament si i nom�es si �es l'abast d'alguna funci�o computable.

2. A �es enumerable recursivament si i nom�es si �es l'abast d'alguna funci�o total compu-

table.

3. A �es enumerable recursivament si i nom�es si �es el domini d'alguna funci�o computable.

3.8 Sigui R = fx j Dom('

x

) 2 RECg. Digueu si les a�rmacions seg�uents s�on certes o no i per

qu�e:

a) R � k.
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b) R \ k = ?.

3.9 De�nim la funci�o f : N! N com

f(n) =

(

P

n

i=1

M

i

(n) si M

1

(n)# ^ M

2

(n)# ^ : : : ^ M

n

(n)#

inde�nida, altrament.

i el conjunt A = fhn;mi j f(n) = mg. Demostreu les a�rmacions seg�uents:

a) f �es computable.

b) Domf �es �nit.

c) A �es decidible.

3.10 Demostreu que tot llenguatge decidible (enumerable recursivament) in�nit es pot descom-

pondre com a reuni�o de dos llenguatges decidibles (enumerables recursivament) in�nits i

disjunts.

3.11 Siguin A;B dos conjunts tals que A4B = (A [ B) � (A \ B) �es decidible. Digueu si les

a�rmacions seg�uents s�on certes o no i per qu�e:

a) Si A �es e.r., llavors B �es e.r.

b) Si A �es decidible, llavors B �es decidible.

3.12 Sigui A un llenguatge e.r. Demostreu que B =

S

x2A

Dom '

x

tamb�e �es e.r.

3.13 Sigui A un llenguatge e.r. Demostreu que B = fx j 9y (x; y) 2 Ag tamb�e �es e.r.

3.14 Demostreu que les classes REC i RE s�on tancades respecte de la concatenaci�o i de l'estrella

de Kleene.
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En aquest cap��tol formalitzarem el concepte intu��tiu que un llenguatge �es com a molt

tan \dif��cil" computacionalment com un altre. Aquest concepte ens permetr�a establir un

preordre entre llenguatges. Tamb�e ens proporcionar�a una eina per demostrar propietats ne-

gatives de llenguatges, com per exemple la indecidibilititat i, �ns i tot, la no-enumerabilitat

recursiva. En aquest sentit, la demostraci�o que un llenguatge indecidible �es com a molt

tan dif��cil com un cert llenguatge L implicar�a, com veurem, que L tamb�e �es indecidible.

Veurem com identi�car, en algunes de les classes estudiades �ns ara, els llenguatges

que s�on maximals, segons aquest preordre. Per exemple, demostrarem que k �es un element

maximal de RE i circuit-sat �es un element maximal de NP. Veurem que la di�cultat

d'aquests problemes maximals est�a relacionada amb la de tota la classe; qualsevol resultat

positiu relatiu a aquests problemes maximals afecta a la classe sencera. En aquest sentit,

demostrarem que si exist��s un algorisme que decid��s circuit-sat en temps polin�omic,

aleshores tamb�e existiria un algorisme de temps polin�omic per a cadascun dels llenguatges

dins de NP.

4.1 Reduccions

Intu��tivament, diem que un problema A es redueix a un problema B si podem transformar

de manera efectiva les entrades de A en entrades deB. D'aquesta manera, si es disposa d'un

algorisme que resol el problema B, es pot construir un algorisme que resol A. Nosaltres

ens limitem a l'estudi de reduccions entre problemes decisionals i, per tant, parlem de

reduccions entre llenguatges.

Si, per exemple, considerem els llenguatges k i halt, no �es dif��cil veure que podem

transformar (reduir) les entrades del problema k en entrades del problema halt. Donada

una entrada x qualsevol, x 2 k si i nom�es si hx; xi 2 halt, com ja hem vist al cap��tol

??. Aquesta transformaci�o es pot formalitzar mitjan�cant la funci�o f(x) = hx; xi, que �es

total i computable. Amb aix�o tenim que si exist��s un algorisme que decid��s halt, aleshores

tamb�e existiria un algorisme que decidiria k. Aquest algorisme amb entrada x computaria

la funci�o f amb entrada x i despr�es simularia l'algorisme per a halt sobre f(x). Per�o aquest

algorisme no pot existir perqu�e k �es indecidible. Aleshores, halt �es tamb�e indecidible com

k.

Aquest tipus de funcions que transformen de manera efectiva entrades d'un problema

A a entrades d'un altre problema B es coneix amb el nom de funcions de reducci�o. Tot

seguit donem la de�nici�o formal d'aquests conceptes.
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Definici

�

o Donats dos llenguatges A i B sobre un alfabet �, diem que A es redueix (o

�es reductible) a B, i ho representem per A 6

m

B, quan existeix una funci�o f : �

�

�! �

�

total i computable tal que, per a tot w 2 �

�

,

w 2 A() f(w) 2 B:

La funci�o f s'anomena funci�o de reducci�o.

El sub��ndex `m' que apareix en el signe de la relaci�o prov�e de l'angl�es `many-one', que

en el context de funcions indica que elements diferents del domini poden tenir la mateixa

imatge, �es a dir, que no requerim que la funci�o f considerada sigui injectiva. Tamb�e es pot

donar que alguns elements del conjunt d'arribada no tinguin cap antiimatge.

Per la de�nici�o de reducci�o tenim que

A 6

m

B () A 6

m

B:

Definici

�

o Donats dos llenguatges A i B sobre un alfabet �, diem que A i B s�on recur-

sivament equivalents quan A 6

m

B i B 6

m

A.

Seguint amb l'exemple, podem dir que f(x) = hx; xi �es una funci�o de reducci�o de k a

halt i, per tant, k 6

m

halt.

Tot seguit veiem que podem reduir halt a pert.

Exemple 4.1 halt 6

m

pert.

Donada una entrada hx; yi de halt, constru��m una entrada hx

0

; yi de pert de manera que

hx; yi 2 halt si i nom�es si hx

0

; yi 2 pert. A partir deM

x

= (Q;�; �; �; q

0

; q

f

), de�nim la m�aquina

M

x

0

= (Q

0

; �; �; �

0

; q

0

; q

f

0

) de manera que

1. Afegim un nou estat que anomenem q

f

0

, Q

0

= Q [ fq

f

0

g, i que �es el nou estat acceptador.

2. L'estat inicial de M

x

0

�es el mateix q

0

.

3. La funci�o de transici�o �es la de M

x

afegint les transicions

�

0

(q; a) = (q

f

0

; a; n) per a cada q 2 Q i a 2 � tal que (q; a) 62 Dom�.

Recordem que M

x

s'atura si assoleix una con�guraci�o en qu�e no hi ha transici�o de�nida.

D'aquesta manera, tenim que M

x

(y) #() M

x

0
amb entrada y accedeix a l'estat q

f

0

() y 2

L(M

x

0

):

De�nint f(hx; yi) = hx

0

; yi tenim que f �es una funci�o computable i total i redueix halt a

pert.

Com que la reducci�o �es una relaci�o entre llenguatges lligada al concepte de di�cultat,

�es d'esperar que aquesta relaci�o sigui transitiva: si A �es com a molt tan dif��cil com B i B

�es com a molt tan dif��cil com C, aleshores A ha de ser com a molt tan dif��cil com C.

Proposici

�

o 4.1 La relaci�o 6

m

�es reexiva i transitiva (de�neix un preordre).
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Demostraci

�

o Per veure que 6

m

�es reexiva nom�es cal considerar la funci�o identitat.

Aquesta redueix qualsevol llenguatge A a ell mateix i �es computable en temps polin�omic.

Considerem la transitivitat de 6

m

. Siguin A, B i C tres llenguatges tals que A 6

m

B

i B 6

m

C. Volem demostrar que A 6

m

C. Siguin f i g funcions totals i computables que

redueixen A a B i B a C, respectivament. Aleshores, per a tot x, x 2 A () f(x) 2 B

i x 2 B () g(x) 2 C. Per tant, x 2 A () f(x) 2 B () g(f(x)) 2 C. Com que la

composici�o de funcions computables i totals �es una funci�o computable i total (proposici�o ??

i teorema ??), tenim que g �f �es computable i total. Amb tot aix�o podem deduir que g �f

redueix A a C. 2

Exercici 4.1 Demostreu que l'equival�encia recursiva �es, efectivament, una relaci�o d'equival�encia.

4.2 Propietats de les reduccions

Si analitzem la di�cultat dels problemes relacionats per una reducci�o, A 6

m

B, veiem

que l'exist�encia d'un algorisme que decideixi B garanteix l'exist�encia d'un algorisme que

decideixi A. Aquesta propietat v�e expressada formalment en el teorema seg�uent.

Teorema 4.2 Siguin A i B dos llenguatges.

1. Si A 6

m

B i B 2 REC, aleshores A 2 REC.

2. Si A 6

m

B i B 2 RE, aleshores A 2 RE.

Demostraci

�

o

Apartat 1. Sigui B 2 REC i sigui M una tm de parada segura que decideix B. Com que

A 6

m

B, aleshores existeix una tm N , tamb�e d'aturada segura, que computa la funci�o de

reducci�o f de A a B. Per construir la tm que decideix A utilitzem la propietat que, per a

qualsevol x, x 2 A si i nom�es si f(x) 2 B. Considerem, doncs, la tm seg�uent:

M

0

: entrada x

simular N amb entrada x;

y := N(x);

simular M amb entrada y;

si M accepta y

llavors acceptar

altrament rebutjar

� si:

Per construcci�o, la m�aquina M

0

�es d'aturada segura. Per a qualsevol entrada x, M

0

reconeix x si i nom�es si f(x) 2 B, que �es equivalent a x 2 A. Amb tot aix�o tenim que M

0

�es una tm que decideix A i, per tant, A 2 REC.
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Apartat 2. Sigui B 2 RE. Aleshores existeix una tm M que reconeix B que pot no ser

d'aturada segura. Sigui N la tm que computa la funci�o de reducci�o f de A a B. Podem

construir una tm M

0

tal com ho hem fet a l'apartat 1. Ara M

0

pot no aturar-se per a

entrades x tals que f(x) 62 B, �es a dir, x 62 A. Per�o per a x tals que x 2 A, M

0

para i

accepta. Amb tot aix�o tenim que M

0

reconeix A i, per tant, A 2 RE.

2

El teorema anterior ens proporciona una eina fonamental per a la demostraci�o de re-

sultats negatius com la indecidibilitat i la no-enumerabilitat recursiva de llenguatges. El

teorema ens diu que si considerem dos llenguatges qualssevol A i B, aleshores:

1. Si A 6

m

B i A 62 REC, aleshores B 62 REC.

2. Si A 6

m

B i A 62 RE, aleshores B 62 RE.

En la proposici�o seg�uent veurem que un llenguatge decidible A sempre es pot reduir a

qualsevol llenguatge B diferent del ? i de �

�

. Podem de�nir una funci�o que amb entrada

x o b�e retorna un element de B si x 2 A, o b�e un element que no pertanyi a B en cas

contrari. Com que A �es decidible, podem utilitzar la tm que el decideix per determinar si

un element x pertany a A o no.

Proposici

�

o 4.3 Siguin A i B dos llenguatges. Si A 2 REC i B 6= ? i B 6= �

�

, aleshores

A 6

m

B.

Demostraci

�

o

Si A 2 REC, aleshores existeix una tm que decideix A. Sigui M

A

aquesta m�aquina. Com

que B 6= ? i B 6= �

�

, aleshores existeixen dos elements x

0

i x

1

tals que x

0

2 B i x

1

62 B.

De�nim ara la funci�o

f(x) =

�

x

0

si x 2 A

x

1

si x 62 A:

La funci�o f �es total i per a qualsevol x satisf�a x 2 A si i nom�es si f(x) 2 B. Com

que M

A

�es una tm de parada segura, podem construir una tm que anomenem M , que

simuliM

A

sobre la mateixa entrada i que retorni x

0

o x

1

depenent de si M

A

accepta o no,

respectivament.

M : entrada x

simular M

A

amb entrada x;

si M

A

accepta x

llavors escriure x

0

altrament escriure x

1

� si:

�

Es f�acil veure que M computa f . Amb tot aix�o tenim que f �es una funci�o de reducci�o

de A a B.
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2

Amb l'ajut d'aquesta propietat �es f�acil demostrar que la reducci�o no satisf�a la propietat

sim�etrica ni l'antisim�etrica.

Exercici 4.2 Demostreu que les relaci�o 6

m

no �es sim�etrica ni antisim�etrica.

Exercici 4.3 Demostreu que les relaci�o 6

m

no �es total. (La de�nici�o de relaci�o total es pot

trobar a l'ap�endix ??.) [Indicaci�o. Podeu considerar els llenguatges k i k.]

4.3 Reduccions i indecidibilitat

En aquesta secci�o veiem primer alguns exemples de reduccions no trivials que ens permeten

demostrar la indecidibilitat d'alguns llenguatges. Les transformacions en aquests casos no

consisteixen en petites manipulacions de les entrades, com era el cas de la reducci�o de k

a halt o a l'inrev�es. Moltes vegades s'ha de transformar un n�umero de G�odel x en un

altre n�umero de G�odel y, de manera que aquesta transformaci�o dep�en de propietats de la

computaci�o de M

x

sobre determinades entrades. En aquests casos, veiem que ens �es molt

�util l'aplicaci�o del teorema s-m-n, que enunciem i demostrem a la subsecci�o que segueix.

En segon lloc, introdu��m una t�ecnica derivada de les reduccions per demostrar que

determinats tipus de llenguatges s�on o no s�on decidibles. Aquesta t�ecnica s'aplica a llen-

guatges d'un tipus particular, per�o de gran utilitat, que s'anomenen conjunts d'��ndexs. Si

�es aix��, podem aplicar el teorema de Rice, que proporciona la condici�o necess�aria i su�cient

que ha de satisfer un conjunt d'��ndexs recursiu.

4.3.1 Teorema s-m-n

Considerem tm que computen funcions de m�es d'una variable d'entrada. Si assignem un

valor constant a algun dels arguments d'entrada, �es natural pensar que la funci�o que en

resulta tamb�e �es computable. En un programa escrit en un llenguatge de programaci�o

qualsevol nom�es caldria substituir la refer�encia a la variable d'entrada pel valor constant

corresponent. Donats el programa i els valors dels arguments que es volen �xar, podem

obtenir de manera efectiva el programa que computa la mateixa funci�o havent �xat aquests

valors. Tot seguit veiem com realitzar aquesta transformaci�o en el model de la tm.

Considerem primer aquelles funcions que es de�neixen a partir d'una altra funci�o a la

qual s'assignen uns valors constants a algunes variables d'entrada.

Definici

�

o Sigui f una funci�o de m + n variables d'entrada, amb m;n > 1. Per a cada

m-tuple (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

, podem de�nir la funci�o seg�uent amb n variables d'entrada:

f

x

1

;::: ;x

m

(x

m+1

; : : : ; x

m+n

) =

(

f(hx

1

; : : : ; x

m+n

i) si hx

1

; : : : ; x

m+n

i 2 Domf

inde�nida, altrament.
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Exemple 4.2 Considerem la funci�o suma d'enters de�nida per f(hx; yi) = x+ y. Si substitu��m

x per una constant c, obtenim una funci�o d'una sola variable, que podem anomenar f

c

i que es

de�neix com f

c

(y) = c + y. D'aquesta manera, considerant diferents constants c, obtenim una

fam��lia de funcions ff

c

g

c2N

.

La segona de�nici�o fa refer�encia a tm que computen funcions amb m�es d'un argument

d'entrada. Considerem una tm M qualsevol que t�e com a entrada un tuple de m + n

elements per m;n > 1. Igual que abans, podem �xar els valors dels primers m elements

d'entrada i, en aquest cas, construir una tm per cada m-tuple.

Definici

�

o Sigui M una tm que t�e com a entrada un tuple de m + n elements, amb

m;n > 1. Per a cada m-tuple (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

, podem construir la tm seg�uent:

M

x

1

;::: ;x

m

: entrada hx

m+1

; : : : ; x

m+n

i

simular M amb entrada hx

1

; : : : ; x

m

; x

m+1

; : : : ; x

m+n

i;

escriure M(hx

1

; : : : ; x

m

; x

m+1

; : : : ; x

m+n

i):

Exemple 4.3 Si M �es una tm que computa la funci�o suma de dos enters, aleshores per a cada

valor c podem construir una tm M

c

que computa f

c

:

M

c

: entrada y

simular M amb entrada hc; yi;

z :=M(hc; yi);

escriure z:

De les dues de�nicions anteriors es dedueix immediatament la proposici�o seg�uent.

Proposici

�

o 4.4 Sigui f una funci�o de m+ n variables, amb m;n > 1. Si M �es una tm

que computa f , �es a dir, si f = f

M

, aleshores tenim que, per a tot (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

,

f

x

1

;::: ;x

m

= f

M

x

1

;::: ;x

m

Exemple 4.4 Seguim amb l'exemple de la suma d'enters. Observeu que la construcci�o de

cadascuna de les tm M

c

consisteix en una transformaci�o de la tm que computa la funci�o suma,

i que dep�en de la constant c. Per cada valor de c tenim una tm sint�acticament diferent. No �es

dif��cil veure que la funci�o que obt�e el n�umero de G�odel de la m�aquina M

c

a partir del valor c �es

una funci�o computable. L'algorisme que la computa �es el seg�uent (hem canviat el s��mbol c pel

tradicional s��mbol x per referir-nos a la variable d'aquesta funci�o):

entrada x

M

x

:= \entrada y

simular M amb entrada hx; yi;

z :=M(hx; yi);

escriure z";

t := g�odel(M

x

);

escriure t:
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Cal remarcar que l'algorisme no executa el programa escrit entre cometes sin�o que el construeix

a partir de la descripci�o de la m�aquina M i de x. Un cop especi�cada la tm M

x

, el c�alcul del

seu n�umero de G�odel �es efectiu, �es a dir, la funci�o g�odel �es computable, com ja s'ha explicat a la

secci�o ??.

Anomenem s aquesta funci�o, �es a dir, s(x) = g�odel(M

x

). Remarquem que s dep�en de M en

el sentit que a cada tm M li correspon una funci�o s espec���ca. Remarquem, �nalment, que la

funci�o s �es computable i total.

Podem resumir la relaci�o entre les funcions que hem de�nit partint de l'exemple de la suma

d'enters, aix��:

x+ y = f(hx; yi) = f

M

(hx; yi) = f

x

(y) = f

M

x

(y) = '

g�odel(M

x

)

(y) = '

s(x)

(y)

La possibilitat de transformar de manera efectiva una tm qualsevol que computa una

funci�o de m�es d'una variable d'entrada en una altra tm que computa la mateixa funci�o,

per�o havent �xat el valor d'algunes de les seves variables, s'enuncia al teorema que es coneix

amb el nom de teorema s-m-n o teorema de la parametritzaci�o.

Teorema 4.5 (Teorema s-m-n) Sigui M una tm que computa una funci�o f de m + n

variables d'entrada, amb m;n > 1. Aleshores ff

x

1

;::: ;x

m

g

(x

1

;::: ;x

m

)2N

m

�es una fam��lia de

funcions computables, i existeix una funci�o computable i total s, pr�opia de cada M , tal

que, per a tot m-tuple (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

, es veri�ca

f

x

1

;::: ;x

m

= '

s(hx

1

;::: ;x

m

i)

o, formulat altrament,

M

x

1

;::: ;x

m

= M

s(hx

1

;::: ;x

m

i)

:

Demostraci

�

o Considerem la fam��lia de tm fM

x

1

;::: ;x

m

g

(x

1

;::: ;x

m

)2N

m

. Per la proposici�o

anterior sabem que, per a tot (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

, f

x

1

;::: ;x

m

= f

M

x

1

;::: ;x

m
i, per tant, la

fam��lia ff

x

1

;::: ;x

m

g

(x

1

;::: ;x

m

)2N

m
�es una fam��lia de funcions computables. Constru��m la tm

seg�uent:

N : entrada hx

1

; : : : ; x

m

i

M

x

1

;::: ;x

m

:= \entrada hx

m+1

; : : : ; x

m+n

i;

simular M amb entrada hx

1

; : : : ; x

m

; x

m+1

; : : : ; x

m+n

i;

escriure M(hx

1

; : : : ; x

m

; x

m+1

; : : : ; x

m+n

i)";

z := g�odel(M

x

1

;::: ;x

m

);

escriure z:

Anomenem s la funci�o computada per N . Per la construcci�o de N , tenim que s �es una

funci�o total i que, per a cadam-tuple (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N

m

, s(hx

1

; : : : ; x

m

i) �es igual al n�umero

de G�odel de la m�aquina M

x

1

;::: ;x

m

. Per tant, s satisf�a que, per a tot (x

1

; : : : ; x

m

) 2 N,

f

x

1

;::: ;x

m

= '

s(hx

1

;::: ;x

m

i)

:

2
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Aquest resultat permet transformar una m�aquina M que computa una funci�o de m+n

variables d'entrada en una altra m�aquina M

x

1

;::: ;x

m

que computa la mateixa funci�o quan

s'ha �xat el valor de m de les seves variables (m par�ametres). Aquesta transformaci�o �es

efectiva, �es a dir, existeix una funci�o computable s que, donats els valors dels m par�ametres

x

1

; : : : ; x

m

, ens retorna la descripci�o (n�umero de G�odel) de M

x

1

;::: ;x

m

. D'aqu�� ve el nom de

teorema s-m-n amb qu�e es coneix.

Exemple 4.5 En el model de tm que hem introdu��t, es considera que un mot �es acceptat per

una m�aquina M quan M amb entrada x assoleix l'estat �nal, que �es de parada. Imaginem ara

que volem transformar cada m�aquina M en una m�aquinaM

0

, de manera que si M para i accepta,

aleshores M

0

para i retorna 1. Si M para i no accepta, aleshores M

0

para i retorna un 0. I

�nalment, siM no para, aleshores M

0

tampoc. Aquesta transformaci�o es pot realitzar de manera

efectiva, �es a dir, existeix una funci�o computable i total s tal que, per a qualsevol descripci�o x

d'una tm, s(x) ens retorna la descripci�o d'una tm equivalent a M

x

en tant que acceptadora de

llenguatges, per�o amb la propietat que acabem de descriure. Per demostrar-ho constru��m primer

la tm M seg�uent:

M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada y;

si M

x

accepta y

llavors escriure 1

altrament escriure 0

� si:

Per la seva construcci�o tenim que M amb entrada hx; yi simula M

x

amb entrada y i, en cas

que M

x

(y)#, aleshores retorna 1 o 0 segons si M

x

accepta o rebutja, respectivament. Si �xem el

valor del primer element d'entrada, aleshores per cada x tenim una tm M

x

que es comporta com

esperem:

M

x

(y) =

8

>

<

>

:

1 si M

x

accepta y

0 si M

x

(y)# i M

x

no accepta y

inde�nida si M

x

(y)".

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funci�o s computable i total tal que M

x

= M

s(x)

i, per tant, s amb entrada x retorna la descripci�o de la tm esperada. Observeu que, si M

x

�es

un tm de parada segura, aleshores M

s(x)

computa la funci�o caracter��stica del llenguatge acceptat

per M

x

.

Ara ja estem en condicions de veure l'aplicabilitat del teorema s-m-n per construir

reduccions entre problemes en qu�e es requereix la transformaci�o de descripcions de tm.

Exemple 4.6 k 6

m

fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

En aquest cas, volem transformar una tm, que s'atura quan llegeix com a entrada el seu propi

n�umero de G�odel, en una m�aquina que computa la funci�o identitat.

Considerem la m�aquina seg�uent:
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M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada x;

escriure y:

Per la construcci�o de M tenim que, si x 2 k, aleshores, per a tot y; M(hx; yi) = y i, per tant,

M

x

(y) = y. En canvi, si x 62 k, aleshores, per a tot y; M(hx; yi)" i, per tant, M

x

(y)".

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funci�o computable i total s que amb entrada x

retorna el n�umero de G�odel de M

x

, formalment, M

s(x)

= M

x

. Per tant, si x 2 k tenim que,

per a tot y; M

s(x)

(y) = y i amb aix�o s(x) 2 fx j '

x

�es la funci�o identitatg. En canvi, si x 62 k,

aleshores, per a qualsevol y; M

s(x)

(y)" i, per tant, s(x) 62 fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

Per tant, s redueix k a fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

Exemple 4.7 k 6

m

fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

En aquest cas, volem transformar una tm, que no s'atura quan llegeix com a entrada el seu

propi n�umero de G�odel, en una m�aquina que computa la funci�o identitat.

Considerem la m�aquina seg�uent:

M : entrada hx; yi

c := con�guraci�o-inicial(M

x

; x);

t := y;

mentre (t > 0) ^ (c no �es terminal per a M

x

) fer

c := con�guraci�o-seg�uent(M

x

; c);

t := t � 1

� mentre;

si c �es terminal per a M

x

llavors escriure (y + 1)

altrament escriure y

� si:

Per la construcci�o de M tenim que, si x 2 k, aleshores, per a tot y; M(hx; yi) = y i, per tant,

per a tot y, M

x

(y) = y. En canvi, si x 62 k, aleshores existeix y tal que T(M

x

; x) = y, de manera

que M(hx; yi) = y + 1 i, per tant, M

x

(y) = y + 1.

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funci�o computable i total s que amb entrada x

retorna el n�umero de G�odel de M

x

, �es a dir, M

s(x)

=M

x

. Per tant, si x 2 k, aleshores, per a tot

y, M

s(x)

(y) = y i amb aix�o s(x) 2 fx j '

x

�es la funci�o identitatg. Si x 62 k, aleshores existeix y

tal que M

s(x)

(y) = y + 1 i, per tant, s(x) 62 fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

Aleshores, s redueix k a fx j '

x

�es la funci�o identitatg.

Exemple 4.8 halt 6

m

k.

En aquest cas, volem transformar una entrada del tipus hx; yi, en qu�e x �es el n�umero de

G�odel d'una tm i y una entrada, en t, un n�umero de G�odel d'una altra tm, de manera que

M

x

(y)#() M

t

(t)#. Per aix�o, constru��m la m�aquina de Turing seg�uent:
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M : entrada hx; y; zi

simular M

x

amb entrada y;

escriure z:

Si consideremM

x;y

, aleshores, per a tot z,M

x;y

(z)#() M

x

(y)#. Pel teorema s-m-n, existeix

una funci�o computable i total s que a cada parell hx; yi li associa el n�umero de G�odel de M

x;y

.

Aleshores, si hx; yi 2 halt tenim que, per a tot z; M

x;y

(z)) # i, per tant, M

s(hx;yi)

(z) #. En

particular, M

s(hx;yi)

(s(hx; yi))#, i amb aix�o s(hx; yi) 2 k. En canvi, si hx; yi 62 halt, aleshores,

per a tot z; M

x;y

(z) " i, per tant, M

s(hx;yi)

(z) ". En particular, M

s(hx;yi)

(s(hx; yi)) " i amb aix�o

tenim que s(hx; yi) 62 k.

De tot aix�o es dedueix que s redueix halt a k. Com que hem vist al principi d'aquest cap��tol

que k es redueix a halt, podem concloure que els dos problemes s�on recursivament equivalents.

4.3.2 Conjunts d'��ndexs. Teorema de Rice

Les reduccions a partir de llenguatges no recursius constitueixen una eina fonamental per

demostrar la no-recursivitat de llenguatges. Tot seguit veurem que, per a un determinat

tipus de llenguatges anomenats conjunts d'��ndexs, disposem d'una altra eina derivada de

les reduccions, per�o que, per aplicar-la, no ens cal construir cap reducci�o.

Els conjunts d'��ndexs s�on subconjunts de N (o de �

�

) de la forma fx 2 N j P ('

x

)g. La

propietat P , que determina la pertinen�ca d'un element x al conjunt, fa refer�encia a la funci�o

computada per la m�aquina M

x

. Dit d'una altra manera, els elements s�on descripcions

(sint�actiques) de tm per�o la seva pertinen�ca dep�en de propietats relatives a la funci�o

computada per la tm donada (propietats que en podr��em dir sem�antiques) i no del seu

��ndex o n�umero de G�odel. Per exemple, si considerem els dos conjunts seg�uents,

A = fx 2 N j M

x

consta de 10 estatsg i

B = fx 2 N j '

x

�es computable per M

100

g,

�es clar que la propietat que de�neix quins elements pertanyen A dep�en directament de

l'estructura sint�actica de M

x

. En canvi, la pertinen�ca a B dep�en de la funci�o computada

per M

x

. Veurem que B �es un conjunt d'��ndexs mentre que A no ho �es.

Per tal de de�nir formalment els conjunts d'��ndexs, considerem primer la de�nici�o

seg�uent:

Definici

�

o Donada una funci�o f , de�nim la fam��lia d'��ndexs de f , que es representa per

Ind(f), com el conjunt de naturals x tals que '

x

= f .

�

Es a dir,

Ind(f) = fx j f = '

x

g:

Dit d'una altra manera, la fam��lia d'��ndexs d'una funci�o f est�a formada per totes les

descripcions de les tm que computen la funci�o f . Si considerem la funci�o computada
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per una tm M

x

, aleshores la seva fam��lia d'��ndexs cont�e totes les descripcions de les tm

equivalents en tant que computadores de funcions. Formalment, '

x

= '

y

() y 2 Ind('

x

)

Exercici 4.4 Per qu�e la fam��lia d'��ndexs d'una funci�o o b�e �es in�nita o b�e �es buida?

Definici

�

o Sigui A � N. Diem que A �es un conjunt d'��ndexs quan 8x 2 A Ind('

x

) � A.

Si un conjunt d'��ndexs A cont�e la descripci�o d'una tm, aleshores tamb�e cont�e totes

les descripcions de tm equivalents. Podem caracteritzar aquesta propietat de la manera

seg�uent:

A �es un conjunt d'��ndexs () 8x; y (x 2 A ^ '

x

= '

y

=) y 2 A)

Exercici 4.5 Demostreu que el complementari d'un conjunt d'��ndexs �es tamb�e un conjunt

d'��ndexs.

Exemple 4.9 A = fx 2 N j M

x

t�e 10 estatsg no �es un conjunt d'��ndexs.

Sigui x 2 A i, per tant, M

x

t�e 10 estats.

�

Es clar que podem afegir a M

x

tants estats com

vulguem sense canviar per aix�o el resultat de la seva computaci�o. Per exemple, hi podem afegir

un nou estat que no �es accessible des del seu estat inicial. Sigui M

y

aquesta nova m�aquina.

Aleshores, '

y

= '

x

i, en canvi, y 62 A.

Exemple 4.10 B = fx 2 N j '

x

= '

100

g �es un conjunt d'��ndexs.

Sigui x 2 B i, per tant, '

x

= '

100

. Per a qualsevol y tal que '

x

= '

y

tenim tamb�e que

'

y

= '

100

. Aleshores, B �es un conjunt d'��ndexs. Fixeu-vos que B = Ind('

100

).

Exemple 4.11 C = fx 2 N j '

x

�es la funci�o identitatg �es un conjunt d'��ndexs.

Sigui x 2 C i, per tant, '

x

�es la funci�o identitat. Per a qualsevol y tal que '

x

= '

y

tenim tamb�e que '

y

�es la funci�o identitat. Aleshores, C �es un conjunt d'��ndexs. Fixeu-vos que

C = Ind(f), en qu�e f(x) = x per a tot x.

Exemple 4.12 D = fx 2 N j '

x

�es totalg �es un conjunt d'��ndexs. Sigui x 2 D i, per tant, '

x

�es una funci�o total. Per a qualsevol y tal que '

x

= '

y

tenim tamb�e que Dom'

x

= Dom'

y

i,

per tant, '

y

�es una funci�o total. Aleshores, D �es un conjunt d'��ndexs. Fixeu-vos que D cont�e la

fam��lia d'��ndexs de la funci�o identitat, de la funci�o f(x) = 1 per a tot x, d'entre moltes d'altres

fam��lies.

Exemple 4.13 k no �es un conjunt d'��ndexs.

Intu��tivament es veu que la propietat que de�neix el llenguatge no dep�en nom�es de la funci�o

que computa la m�aquinaM

x

, sin�o que tamb�e dep�en de la descripci�o sint�actica d'aquesta. Si podem

construir una tm que nom�es pari amb entrada la seva pr�opia descripci�o, aleshores qualsevol

altra descripci�o d'una tm equivalent no forma part de k. Formalment, si existeix x

0

tal que
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Dom('

x

0

) = fx

0

g, aleshores, per a qualsevol y 6= x

0

tal que '

y

= '

x

0

, tenim que y 62 k, i, per

tant, k no �es un conjunt d'��ndexs. Per demostrar l'exist�encia de x

0

podr��em utilitzar el teorema

de recursi�o (que queda fora de l'abast del nostre curs). El lector que hi estigui interessat pot

consultar [21, 35].

Ara ja estem en condicions d'enunciar i demostrar el teorema que ens proporciona la

condici�o necess�aria i su�cient que caracteritza els conjunts d'��ndexs recursius.

Teorema 4.6 (Teorema de Rice) Sigui A un conjunt d'��ndexs. A �es recursiu si i nom�es

si A = ? o A = N.

Demostraci

�

o Si A = ? o A = N, aleshores �es clar que A �es recursiu.

Suposem que A 6= ? i A 6= N. Sigui c 2 N el n�umero de G�odel d'una tm que no s'atura

per a cap entrada, �es a dir, Dom('

c

) = ?.

Tot seguit fem un tractament per casos segons si c pertany o no a A.

Cas 1: c 2 A.

En aquest cas, veiem que podem reduir k a A. Per a aix�o, considerem un element b 62 A

(recordem que A 6= N) i de�nim la tm seg�uent:

M : entrada hx; yi

simular M

x

amb entrada x;

simular M

b

amb entrada y;

escriure M

b

(y):

Per la construcci�o de M tenim que si x 2 k aleshores, per a tot y; M

x

(y)#() M

b

(y)#,

i en cas que M

b

(y)# aleshores M

x

(y) = M

b

(y). Si x 62 k aleshores, per a tot y; M

x

(y)".

Pel teorema s-m-n sabem que existeix una funci�o s computable i total tal que M

x

=

M

s(x)

. Amb aix�o tenim que si x 2 k aleshores, '

s(x)

= '

b

. Si x 62 k, aleshores per a tot

y; M

s(x)

(y)" i, per tant, '

s(x)

= '

c

Com que A �es un conjunt d'��ndexs, c 2 A i b 62 A, aleshores si x 2 k tenim que

s(x) 62 A. I si x 62 k, llavors s(x) 2 A.

D'aquesta manera, obtenim que s redueix k a A i, per tant, A no �es recursiu (ni

enumerable recursivament).

Cas 2: c 62 A.

En aquest cas, nom�es cal observar que A compleix les condicions del cas 1: c 2 A i A 6= N.

Per tant, k es redueix a A, d'aquesta manera s'obt�e que A no �es recursiu. 2

De la reducci�o constru��da al primer cas de la demostraci�o anterior es dedueix el resultat

seg�uent:

Corol

.

lari 4.7 Sigui A un conjunt d'��ndexs no recursiu. Si existeix x 2 A tal que

Dom('

x

) = ?, aleshores A no �es enumerable recursivament.
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Exemple 4.14 B = fx 2 N j '

x

= '

100

g �es un conjunt d'��ndexs no recursiu. Per la de�nici�o

de B tenim que 100 2 B i, per tant, B 6= ?. D'altra banda, si B = N llavors totes les funcions

computables coincidirien amb '

100

, i aix�o �es clarament fals.

A continuaci�o, apliquem el teorema de Rice als conjunts d'��ndexs dels exemples anteri-

ors.

Exemple 4.15 C = fx j '

x

�es la funci�o identitatg �es un conjunt d'��ndexs no recursiu.

Com que la funci�o identitat �es una funci�o computable, existeix x tal que M

x

computa la funci�o

identitat i satisf�a x 2 C.

D'altra banda, si considerem la funci�o successor, �es a dir, f(x) = x + 1, que �es computable,

tenim que qualsevol n�umero de G�odel y d'una tm que la computi satisf�a y 62 C.

Aleshores, com que C �es un conjunt d'��ndexs diferent de ? i de N, tenim que C no �es recursiu.

Exemple 4.16 D = fx j '

x

�es totalg �es un conjunt d'��ndexs no recursiu.

Com que la funci�o identitat �es una funci�o total computable, existeix x tal que M

x

computa

la funci�o identitat i satisf�a x 2 D.

D'altra banda, si considerem la funci�o buida, que �es computable, com hem vist a la secci�o ??,

tenim que qualsevol n�umero de G�odel y d'una tm que la computi satisf�a y 62 D.

Aleshores, com que D �es un conjunt d'��ndexs diferent de ? i de N, tenim que D no �es recursiu.

Exercici 4.6 Considerem ara el conjunt de tm com a reconeixedores de llenguatges. Recordem

que a la secci�o ?? hem representat per L

x

el llenguatge reconegut per M

x

. Donat un llenguatge

L, de�nim la fam��lia d'��ndexs de L com

Ind(L) = fx j L = L

x

g:

Sigui A � N. Diem que A �es un conjunt d'��ndexs de llenguatges quan, per tot x 2 A Ind(L

x

) � A.

Demostreu el teorema de Rice per a aquests conjunts d'��ndexs, �es a dir, demostreu que un conjunt

A d'��ndexs de llenguatges �es recursiu si i nom�es si A = ? o A = N.

4.4 Llenguatges e.r. complets

Definici

�

o Diem que una classe de llenguatges C �es tancada respecte d'una reducci�o 6,

quan per a tot llenguatge A, si A 6 B i B 2 C, aleshores A 2 C.

Observeu que amb aquesta de�nici�o podem presentar el teorema 4.2 en la forma seg�uent:

Teorema 4.8 Les classes REC i RE s�on tancades respecte de 6

m

.

Si C �es una classe de llenguatges tancada respecte d'una reducci�o 6 (que �es reexiva

i transitiva), com que 6 preordena els elements de C, �es natural pensar en l'exist�encia

d'elements maximals d'aquesta classe, els elements \m�es dif��cils" de C.



80 Reductibilitat i completesa

Definici

�

o Sigui C una fam��lia de llenguatges i sigui 6 una reducci�o.

Diem que un llenguatge L �es C-dif��cil respecte de la reducci�o 6 quan, per a tot L

0

2 C,

es compleix que L

0

6 L. Diem que un llenguatge L �es C-complet respecte de la reducci�o

6 quan L �es C-dif��cil respecte d'aquesta reducci�o i L 2 C.

Utilitzem les abreviacions `RE-complet' i `RE-dif��cil' per designar RE-complet i RE-dif��cil

respecte de 6

m

.

Proposici

�

o 4.9 Si un llenguatge L

0

�es RE-dif��cil i L

0

6

m

L, aleshores L �es RE-dif��cil.

Demostraci

�

o Si L

0

�es RE-dif��cil, aleshores tot L

00

2 RE satisf�a L

00

6

m

L

0

. Com que

L

0

6

m

L, aplicant la propietat transitiva de les reduccions tenim que tot llenguatge L

00

2 RE

satisf�a L

00

6 L i, per tant, L �es RE-dif��cil respecte de 6

m

. 2

Notem que els llenguatges RE-complets s�on recursivament equivalents.

Els llenguatges complets per a una classe C representen el conjunt de llenguatges ma-

ximals de C segons la relaci�o de reducci�o. En aquest sentit, qualsevol propietat relativa a

un llenguatge complet de C podem dir que \afecta" tots els llenguatges de C.

Proposici

�

o 4.10 Siguin C i C

0

dues classes de llenguatges i sigui C

0

tancada respecte

d'una reducci�o 6. Si L �es C-dif��cil respecte de la reducci�o i L 2 C

0

, aleshores C � C

0

.

Demostraci

�

o

Com que L �es C-dif��cil, aleshores tot llenguatge L

0

2 C satisf�a L

0

6 L. Si L 2 C

0

, com

que C

0

�es tancada respecte de 6 tenim que 8L

0

; L

0

2 C )L

0

2 C

0

i, per tant, C � C

0

. 2

Vist aquest resultat, podem dir que els problemes complets copsen la di�cultat de la

classe. La classi�caci�o de problemes complets per a determinades classes, �es una t�ecnica

molt utilitzada per obtenir resultats negatius. Del fet que REC  RE dedu��m, utilizant la

proposici�o anterior, el resultat seg�uent:

Corol

.

lari 4.11 Si L �es un llenguatge RE-complet aleshores L 62 REC.

Tot seguit demostrem que problemes ja ben coneguts pel lector s�on RE-complets. El

nostre objectiu principal �es aprendre a distingir els problemes decidibles dels indecidibles.

Teorema 4.12 k �es RE-complet.

Demostraci

�

o A l'exemple 3.8 hem demostrat que k 2 RE. Ara cal demostrar que k �es

RE-dif��cil. Sigui L un llenguatge tal que L 2 RE. Sigui M la tm que reconeix L.

Volem transformar una entrada x deM en un n�umero de G�odel y d'una tm, de manera

que M accepta x() M

y

(y)#. Amb aquest �, constru��m la m�aquina de Turing seg�uent:

N : entrada hx; zi

simular M amb entrada x;

si M accepta x

llavors escriure z

altrament
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mentre cert fer

� mentre

� si:

Per la construcci�o de N tenim que si x 2 L(M), aleshores per a tot z; N(hx; zi) = z i,

per tant, N

x

(z) = z. I si x 62 L(M), �es a dir, tant si M(x)# i M no accepta com si M(x)",

es t�e que, per a tot z; N(hx; zi)" i, per tant, N

x

(z)".

Aplicant el teorema s-m-n sabem que existeix una funci�o computable i total s tal que,

per a tot x; N

x

= M

s(x)

. Aleshores, si x 2 L(M) tenim que, per a tot z; M

s(x)

(z) # i en

particular M

s(x)

(s(x))#. Per tant, s(x) 2 k. I si x 62 L(M) aleshores per a tot z; M

s(x)

(z)"

i en particular M

s(x)

(s(x))". Per tant s(x) 62 k.

Amb tot aix�o, tenim que s �es una funci�o que redueix L a k. 2

Corol

.

lari 4.13 Els problemes halt i pert s�on RE-complets.

Demostraci

�

o A la secci�o 3.2 hem vist que halt;pert 2 RE. Com que k �es RE-dif��cil i

acabem de veure a la secci�o 4.1 que k 6

m

halt 6

m

pert, resulta que halt i pert tamb�e

s�on RE-dif��cils. 2

4.5 Problemes

4.1 Classi�queu com a recursius, enumerables recursivament o cap de les dues coses els proble-

mes seg�uents:

1. fx j 9y; z '

x

(y) = zg

2. fx j 9y '

x

(y) = yg

3. fx j '

x

(x) = xg

4. fx j 9y (M

x

(y)# ^ M

y

(y)# ^ M

x

(y) = M

y

(y))g

5. fx j Dom('

x

) �es recursiug

6. fx j Dom('

x

) no �es recursiug

7. fx j Im('

x

) �es recursiug

8. fx j Im('

x

) no �es recursiug

9. fx j Dom('

x

) �es e.r.g

10. fx j x < 666 ^ Dom('

x

) �es recursiug

11. fx j x > 666 ^ Dom('

x

) �es e.r.g

12. fx j existeix una extensi�o computable total de '

x

g

13. fx j 8y > x '

y

�es constantg
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14. fx j 9y > x '

y

�es constantg

15. fx j '

x

�es injectivag

16. fx j '

x

no �es injectivag

17. fx j '

x

�es exhaustivag

18. fx j '

x

no �es exhaustivag

19. fx j '

x

�es bijectivag

20. fx j '

x

no �es bijectivag

21. fx j L(M

x

) �es �nitg

22. fx j L(M

x

) �es in�nitg

23. fx j 9y Dom('

x

) � Dom('

y

)g

24. fx j Dom('

x

) � f2n j n > 0gg

25. fx j Dom('

x

) \ f2

n

j n > 0g 6= ?g

26. fhx; yi j Dom('

x

) = Dom('

y

)g

27. fhx; yi j Dom('

x

) = f2z j z 2 Im('

y

)gg

28. fx j Dom('

x

) = Ng

29. fx j Dom('

x

) = ?g

30. fx j Dom('

x

) 6= ?g

31. fx j Dom('

x

) �es in�nitg

32. fx j Im('

x

) = Ng

33. fx j Im('

x

) = ?g

34. fx j Im('

x

) 6= ?g

35. fx j Im('

x

) �es in�nitg

4.2 Considerem la funci�o f de�nida per:

f(x) =

(

1 si 9y 6 400 '

y

= '

x

inde�nida, altrament.

Demostreu les a�rmacions seg�uents:

a) Domf no �es �nit.

b) Domf no �es recursiu, perqu�e k 6

m

Domf o k 6

m

Domf .

4.3 Demostreu les a�rmacions seg�uents:

a) A = fx j 8y '

x

(y) 2 f0; 1gg no �es recursiu ni enumerable recursivament.

b) B = fx j 8y '

x

(y) 2 f0; 1g ^ ('

x

(y) = 1) M

y

(y)#)g no �es recursiu ni enumerable

recursivament.

c) C = fx j 8y '

x

(y) 2 f0; 1g ^ ('

x

(y) = 1() M

y

(y)#)g �es recursiu.
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4.4 Demostreu les propietats seg�uents:

a) k no es pot reduir a k.

b) k 6

m

k� k i k 6

m

k� k.

c) k� k no �es e.r. i el seu complementari tampoc no ho �es.





5 Alguns problemes indecidibles

En aquest cap��tol estudiem la indecidibilitat d'alguns problemes cl�assics de la teoria de

la calculabilitat. Si ens atenim a l'ordre cronol�ogic, el primer que va apar�eixer va ser el

problema dels mots, formulat per Axel Thue l'any 1914 i resolt per Emile Post el 1947.

Tamb�e veiem el problema de la correspond�encia formulat pel mateix E. Post el 1946.

Molt relacionat amb el primer tenim el problema de la pertinen�ca en gram�atiques de

tipus 0, estudiat per Noam Chomsky el 1959. Finalment, els problemes sobre gram�atiques

incontextuals es formulen el 1961.

Comencemamb el problema dels mots de Thue i, a continuaci�o, demostem l'equival�encia

entre aquest problema i el de la pertinen�ca en gram�atiques de tipus 0, que �es immediata. El

problema de la correspond�encia de Post ens servir�a d'eina per demostrar la indecidibilitat

d'alguns problemes associats a gram�atiques incontextuals.

5.1 El problema dels mots de Thue

Vint anys abans que Kurt G�odel establ��s els seus primers resultats sobre problemes in-

decidibles, el matem�atic noruec Axel Thue intu��a la indecidibilitat d'alguns problemes de

formulaci�o molt senzilla, com ara el que presentem a continuaci�o.

En el context d'aquesta secci�o, entenem per regla de reescriptura un parell ordenat

(u; v) de mots sobre algun alfabet � de refer�encia. Diem que passem d'un mot w

1

a un

altre w

2

, tots dos de �

�

, per aplicaci�o d'aquesta regla quan existeixin un pre�x � i un su�x

� comuns a w

1

i w

2

tals que w

1

= �u� i w

2

= �v�. Ho representem de la forma w

1

! w

2

.

Mots (wp)

Donats una llista �nita R de regles de reescriptura (un conjunt �nit de parells

de mots (u

i

; v

i

)) i dos mots u i v, determinar si �es possible passar de u a v

utilitzant les regles de reescriptura (un seguit de substitucions d'algun submot

u

i

pel seu corresponent v

i

).

Exemple 5.1 Considerem dues entrades del problema dels mots formades per un mateix conjunt

de regles; en el primer cas, no hi ha possibilitat de passar del mot inicial al mot �nal; en el segon

cas, la possibilitat existeix.
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regles a! aa bb! b aaaaaa! bbbb

mots inici b �nal a

soluci�o no n'hi ha

regles a! aa bb! b aaaaaa! bbbb

mots inici aba �nal ba

soluci�o aba! aaba! aaaba! aaaaba! aaaaaba! aaaaaaba

! bbbbba! bbbba! bbba! bba! ba

Per tal de demostrar la indecidibilitat del problema dels mots, fem una reducci�o a partir

del problema de la pertinen�ca en m�aquines de Turing. Recordem que pert = fhM;xi j

x 2 L(M)g.

Teorema 5.1 pert 6

m

wp

Demostraci

�

o Sigui hM;xi una entrada de pert en qu�e x 2 �

�

i M = (Q;�; �; �; q

0

; q

f

).

Sabem que x 2 L(M) sii I q

0

x `

{

�

�q

f

�, per a alguns �; � 2 �

�

, �es a dir, hi ha una

computaci�o v�alida que comen�ca a l'estat inicial i que acaba a l'estat acceptador.

A partir de M i x, constru��m una entrada de wp sobre l'alfabet format per la reuni�o

de � , Q i un s��mbol # que no pertany a � .

Regles de reescriptura:

per a tot q; p 2 Q, tals que q 6= q

f

i per a tot a; b; c 2 �

(qa; bp) si �(q; a) = (p; b; d)

(cqa; pcb) si �(q; a) = (p; b; e)

(q#; bp#) si �(q; b) = (p; b; d)

(cq#; pcb#) si �(q; b) = (p; b; e)

per a tot a 2 �

(aq

f

; q

f

)

(q

f

a; q

f

)

Mot inicial: u =Iq

0

x# Mot �nal: v = q

f

#

Els mots que anem obtenint a cada aplicaci�o d'una de les regles de reescriptura descriuen

con�guracions de la tm M , comen�cant per la con�guraci�o inicial. Aix�o �es exactament aix��

�ns que eventualment s'arriba a una con�guraci�o que inclou l'estat acceptador. A partir

d'aquell moment, el proc�es de reescriptura permet, mitjan�cant les dues �ultimes regles,

esborrar tots els s��mbols que acompanyen q

f

.

�

Es clar que, en aquestes condicions, si

hi ha una seq�u�encia de passos que permet a M passar de la con�guraci�o inicial a una

d'acceptadora, llavors �es possible obtenir el mot �nal a partir de l'inicial mitjan�cant les

regles de reescriptura de�nides. Rec��procament, si el proc�es de reescriptura permet arribar

al mot q

f

#, for�cosament s'ha d'haver passat per un mot que descriu una con�guraci�o que

cont�e q

f

i que correspon, doncs, a un proc�es acceptador de M . 2

Exemple 5.2 Considerem la tm descrita a la �gura 5.1 i ens proposem construir l'entrada del

wp associat.
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0 1 2

(0; 0; d) (1; 1; d)

(1; 1; d) (b; b; e)

Fig. 5.1: Graf de transicions d'una tm

Per a cada mot x 2 �

�

, l'entrada del wp que correspon a l'entrada hM;xi de pert, obtinguda

a partir de la construcci�o del teorema anterior, �es la seg�uent:

q

0

0! 0q

0

q

0

1! 1q

1

q

1

1! 1q

1

0q

1

b! q

2

0b 1q

1

b! q

2

1b bq

1

b ! q

2

bb Iq

1

b! q

2

Ib

0q

1

#! q

2

0# 1q

1

#! q

2

1# bq

1

# ! q

2

b# Iq

1

#! q

2

I#

0q

2

! q

2

1q

2

! q

2

bq

2

! q

2

Iq

2

! q

2

q

2

0! q

2

q

2

1! q

2

q

2

b! q

2

q

2

I! q

2

u =Iq

0

x# v = q

2

#

En el cas del mot 011, els processos de c�alcul i reescriptura s�on els que es descriuen a conti-

nuaci�o:

C�alcul Iq

0

011 `

{

I0q

0

11 `

{

I01q

1

1 `

{

I011q

1

`

{

I01q

2

1

Reescriptura Iq

0

011#!I0q

0

11#!I01q

1

1#!I011q

1

# !I01q

2

1#!

I0q

2

1#!Iq

2

1#! q

2

1# ! q

2

#

5.2 Gram�atiques de tipus 0

Una gram�atica de tipus 0 �es una estructura de la forma G = (V;�; P; S), en qu�e V �es

un alfabet els s��mbols del qual s'anomenen variables; � �es un altre alfabet els s��mbols del

qual s'anomenen terminals; S 2 V �es una variable, anomenada inicial; i P �es un subconjunt

�nit de parells de (V [ �)

�

� (V [ �)

�

, anomenats produccions i que representem en la

forma �! �, amb �; � 2 (V [�)

�1

.

Diem que entre dos mots u; v 2 (V [ �)

�

hi ha una derivaci�o directa quan podem

expressar u i v en la forma u = �� i v = ��, de manera que �! � sigui una producci�o

de la gram�atica. An�alogament amb el cas de les gram�atiques incontextuals, representem

per u) v la derivaci�o directa entre u i v. Tamb�e an�alogament amb aquell cas, diem que v

1

De vegades, es de�neixen les produccions de les gram�atiques de tipus 0 amb la condici�o addicional que

el primer component contingui almenys una varible, �es a dir, que � 2 (V [�)

�

��

�

.

�

Es f�acil demostrar

que les dues de�nicions s�on equivalents, en el sentit que qualsevol llenguatge generat per una gram�atica

d'una de les dues formes pot ser-ho tamb�e per una de les de l'altra forma.
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deriva de u, i ho representem per u

�

) v, quan �es possible passar de u a v per una seq�u�encia

�nita (eventualment buida) de derivacions directes.

Diem que un mot w 2 �

�

�es generat per G quan existeix alguna derivaci�o de la forma

S

�

) w. El conjunt de mots generats per una gram�atica G l'anomenem llenguatge generat

per G i el representem per L(G). Un llenguatge s'anomena de tipus 0 quan existeix una

gram�atica de tipus 0 que el genera.

Anomenem problema de la pertinen�ca en gram�atiques de tipus 0 el seg�uent:

Pertinen�ca en gram�atiques de tipus 0 (g0-pert)

Donat un parell (G;w), format per una gram�atica G de tipus 0 i un mot w,

determinar si w 2 L(G), �es a dir, si w �es generat per G.

�

Es clar que es tracta d'un cas particular del problema dels mots estudiat anteriorment. En

efecte, nom�es cal considerar les produccions de la gram�atica com a regles de reescriptura (en

un alfabet que inclogui variables i terminals) i prendre com a parell de mots inicial i �nal el

parell (S;w). Per�o, amb vista a demostrar la indecidibilitat del problema de la pertinen�ca

en gram�atiques, el que necessitem �es la reducci�o rec��proca. Vegem-la a continuaci�o.

Teorema 5.2 El problema de la pertinen�ca en gram�atiques de tipus 0 �es indecidible.

Demostraci

�

o Es tracta de partir d'una entrada del problema dels mots i construir a

partir d'ella una entrada del de la pertinen�ca en gram�atiques. Sigui (R;u; v) l'entrada del

problema dels mots, en qu�e R representa un conjunt �nit de regles de reescriptura sobre

un cert alfabet �, i en qu�e u i v de �

�

s�on els mots inicial i �nal. Sigui S un s��mbol que no

pertany a � i considerem la gram�atica G = (fSg; �; P; S), on el conjunt P de produccions

cont�e totes les regles de R i, a m�es, la producci�o addicional S ! u. En aquestes condicions,

considerem el problema de pertinen�ca v 2 L(G).

�

Es immediat constatar que aquesta relaci�o

�es certa si i nom�es si podem obtenir v a partir de u per aplicaci�o de les regles de R. 2

De fet, aquest resultat s'hauria pogut obtenir com a conseq�u�encia immediata de la

caracteritzaci�o seg�uent: els llenguatges de tipus 0 s�on exactament els llenguatges enume-

rables recursivament.

�

Es a dir, un llenguatge pot ser generat per una gram�atica de tipus

0 si i solament si hi ha alguna tm que el reconeix. Aquest fet, la demostraci�o del qual no

�es molt dif��cil, el deixem com a exercici.

Exercici 5.1 Demostreu que els llenguatges de tipus 0 s�on exactament els llenguatges enume-

rables recursivament.

[Esb�os de demostraci�o. En un dels sentits, el de construir una tm a partir d'una gram�atica de

tipus 0, es tracta de de�nir una ntm amb dues cintes, que conserva el mot d'entrada en una de les

cintes i que al comen�cament escriu el s��mbol inicial S a la segona cinta. La m�aquina pot efectuar

indeterministament substitucions d'un submot a la segona cinta d'acord amb les produccions de

la gram�atica. Si es produeix una coincid�encia entre les dues cintes, la m�aquina accepta. La

construcci�o rec��proca d'una gram�atica que correspongui a una tm donada segueix les mateixes

idees donades a la secci�o precedent, que consisteixen a associar una producci�o a cada transici�o

de la tm. Conv�e que les variables de la gram�atica constin de dos components. Inicialment �es

possible generar qualsevol mot de la forma q

0

[a

1

; a

1

][a

2

; a

2

] : : : [a

n

; a

n

]. A continuaci�o, sobre el
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segon component es va reproduint el proc�es de transicions �ns a arribar, eventualment, a l'estat

acceptador. En aquest punt es procedeix a esborrar tot el que no sigui el mot guardat als primers

components.]

5.3 El problema de la correspond�encia de Post

Aquest problema �es especialment interessant per dues raons. Primer, perqu�e constitu-

eix un exemple de problema indecidible d'extrema sezillesa. No es requereix cap preparaci�o

matem�atica per abordar-lo i pot ser utilitzat per il

.

lustrar el signi�cat del que s�on els pro-

blemes indecidibles a qualsevol persona no experta en l�ogica. En segon lloc, perqu�e permet,

per via de reduccions, demostrar f�acilment la indecidibilitat de molts altres problemes.

Correspond�encia de Post (pcp)

Donades dues llistes d'igual longitud A = (x

1

; : : : ; x

n

) i B = (y

1

; : : : ; y

n

), de

mots sobre un cert alfabet �, determinar si hi ha una seq�u�encia �nita no buida

d'enters compresos entre 1 i n, (i

1

; : : : ; i

r

), amb r > 1 tal que x

i

1

� � � x

i

r

=

y

i

1

� � � y

i

r

.

Donem a continuaci�o un parell d'exemples d'entrades del pcp, la primera admet soluci�o

i la segona no.

Exemple 5.3 Considerem l'entrada seg�uent d'un pcp:

A B

1 01 011

2 10 010

3 001 01

4 1011 10

Es tracta d'una entrada que t�e soluci�o. En efecte, la seq�u�encia d'eleccions (1; 2; 2; 1; 3; 4; 3) d�ona

en ambdues llistes el mot 011010010011011001.

Exemple 5.4 Considerem ara aquesta altra entrada:

A B

1 101 0100

2 100 10

3 0110 01

4 1010 10

Aquesta entrada no t�e cap soluci�o. En efecte, els components de la llista A dels parells 1, 3 i 4

tenen un 1 de m�es que els components respectius de la llista B. Com que el parell 2 no compensa

aquest efecte, no poden ser utilitzats. I �es clar que amb el parell 2, tot sol, no fem res.
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Observem que la concatenaci�o de solucions �es soluci�o. Per tant, si una entrada t�e

soluci�o, en t�e in�nites. El primer dels dos exemples precedents posa de manifest que

el pcp �es un problema que pertany a la classe RE, ja que el proc�es de veri�caci�o d'una

soluci�o �es computable. En altres paraules, podem dissenyar una ntm que reconeix el

conjunt d'entrades del pcp que tenen soluci�o. Es tracta de considerar una m�aquina amb

tres cintes, una que cont�e les dues llistes que conformen l'entrada donada i dues cintes

m�es de treball. De manera indeterminista, la m�aquina efectua una seq�u�encia d'eleccions

adequada. Utilitzem les dues cintes de treball per anar escrivint en cada una d'elles el mot

que correspon a cada una de les llistes de�nides a l'entrada donada. Finalment, comprovem

que les dues cintes contenen el mateix mot.

En canvi, per al segon exemple hem utilitzat una demostraci�o ad hoc.

�

Es clar que altres

exemples requeriran demostracions de tipus diferent. Aix�o �es caracter��stic dels problemes

indecidibles. Demostrem a continuaci�o que el pcp ho �es.

La demostraci�o es basa en una reducci�o a partir del problema dels mots de Thue. Per�o,

en comptes de fer directament la reducci�o wp 6

m

pcp, fem la demostraci�o en dos passos,

introduint pr�eviament un problema auxiliar, que ens simpli�car�a les coses.

Correspond�encia de Post modi�cada (mpcp)

Donades dues llistes d'igual longitud A = (x

1

; : : : ; x

n

) i B = (y

1

; : : : ; y

n

) de

mots sobre un cert alfabet �, determinar si hi ha una seq�u�encia �nita d'enters

compresos entre 1 i n, (i

1

; : : : ; i

r

), eventualment buida, tal que x

1

x

i

1

� � �x

i

r

=

y

1

y

i

1

� � � y

i

r

.

Observem que l'�unica difer�encia amb el problema de Post original �es el requeriment que

la seq�u�encia ha de comen�car per un parell determinat (el primer de la llista).

Proposici

�

o 5.3 wp 6

m

mpcp

Demostraci

�

o Sigui (R;u; v) una entrada del problema dels mots, en qu�e el conjunt de

regles de reescriptura �es de la forma R = f(u

1

; v

1

); : : : ; (u

n

; v

n

)g sobre un cert alfabet �,

i en qu�e u i v de �

�

s�on els mots inicial i �nal. Sigui # un s��mbol que no pertany a �.

Constru��m, com a entrada del mpcp, el parell (A;B) de llistes seg�uent.

A B

# #u#

u

i

v

i

per a tot (u

i

; v

i

) 2 R

a a per a tot a 2 �

# #

#v# #

L'ordre �es irrellevant excepte per al parell de mots en la primera posici�o. La idea conductora

d'aquesta construcci�o �es formar un mot de la forma #x

1

#x

2

# : : : #x

m

#, en qu�e cada submot

x

i+1

s'obtingui del seu predecessor x

i

per aplicaci�o d'alguna regla de reescriptura. A m�es,

tindrem x

1

= u i x

m

= v. Durant tot el proc�es de construcci�o, tret de l'�ultim pas,

l'elaboraci�o d'aquest mot a partir de la llista B va un pas avan�cat respecte del de la llista
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A. Els parells de la forma (a; a), per a tot a de �, serveixen per completar els submots x

i

un cop feta la reescriptura. Quan el mot constru��t amb la llista B arriba eventualment a

la forma : : :#v, s'utilitza l'�ultim parell per completar el mot sencer.

Les idees expressades al par�agraf precedent demostren que si l'entrada delwp t�e soluci�o,

tamb�e la t�e la del mpcp. Rec��procament, si les llistes (A;B) considerades admeten alguna

soluci�o, com que aquesta for�cosament ha de comen�car pel primer parell, s'introdueix en

la construcci�o que es fa amb mots de B un s��mbol # de m�es respecte de la que es fa amb

mots de A. Aix�� doncs, for�cosament cal introduir en algun moment el parell (#v#; #), que

�es l'�unic que permet reequilibrar el nombre d'aquests s��mbols. Per�o aix�o implica que �es

possible obtenir v a partir de u en el wp donat. 2

Proposici

�

o 5.4 mpcp 6

m

pcp

Demostraci

�

o Sigui (A;B) una entrada del mpcp, en qu�e A = (x

1

; : : : ; x

n

) i B =

(y

1

; : : : ; y

n

) s�on llistes de mots sobre un alfabet �. Suposem que aquests mots s�on de

la forma x

i

= a

i1

� � � a

ik

i

i y

i

= b

i1

� � � b

ir

i

per a tot i tal que 1 6 i 6 n. Siguin $ i # dos

s��mbols que no pertanyen a �. Com a entrada del pcp constru��m un nou parell de llistes

(C;D) en qu�e C = (v

0

; : : : ; v

n+1

) i D = (w

0

; : : : ; w

n+1

). Les noves llistes s�on:

C D

v

0

= #a

11

# � � � #a

1k

1

# w

0

= #b

11

# � � � #b

1r

1

per a 1 6 i 6 n v

i

= a

i1

# � � � #a

ik

i

# w

i

= #b

i1

# � � � #b

ir

i

$ #$

�

Es clar que si x

1

x

i

1

: : : x

i

k

= y

1

y

i

1

: : : y

i

k

�es una soluci�o de (A;B), tenim que

v

0

v

i

1

: : : v

i

k

$ = w

0

w

i

1

: : :w

i

k

#$;

ja que la segona seq�u�encia s'obt�e de la primera intercalant el s��mbol # entre cada dos

s��mbols de �, afegint-hi # al comen�cament i #$ al �nal. I aix�o constitueix una soluci�o de

(C;D).

Rec��procament, tota soluci�o minimal de (C;D) ha de ser de la forma

v

0

v

i

1

: : : v

i

k

$ = w

0

w

i

1

: : :w

i

k

#$;

perqu�e nom�es la l��nia d'��ndex 0 cont�e dos mots que comencen amb el mateix s��mbol i nom�es

l'�ultima l��nia cont�e dos mots que acaben amb el mateix s��mbol. Aleshores, �es immediat

veure que (A;B) admet la soluci�o x

1

x

i

1

: : : x

i

k

= y

1

y

i

1

: : : y

i

k

. 2

Com a conseq�u�encia de les dues proposicions anteriors podem enunciar el teorema

seg�uent.

Teorema 5.5 El problema de la correspond�encia de Post �es indecidible.
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5.4 Problemes sobre gram�atiques incontextuals

Considerem les fam��lies de llenguatges m�es importants que s'estudien en teoria de llen-

guatges: �nits, regulars, incontextuals ienumerables recursivament. De les primeres se'n

d�ona una descripci�o a l'ap�endix ??. Per a cada una d'elles, els llenguatges que la integren

poden ser descrits mitjan�cant descriptors �nits espec���cs de la fam��lia considerada: llistes

de mots per als llenguatges �nits; aut�omats �nits, gram�atiques regulars o expressions

regulars per als llenguatges regulars; gram�atiques incontextuals o aut�omats amb pila per

als llenguatges incontextuals; m�aquines de Turing per als enumerables recursivament. En

aquesta progressi�o, cada fam��lia de llenguatges cont�e l'anterior. A mesura que creix l'am-

plitud de la fam��lia, augmenta el nombre de problemes que s�on indecidibles per a la fam��lia

considerada. En el cas dels llenguatges regulars, els m�es senzills que s'estudien en teoria de

llenguatges formals, la majoria dels problemes interessantss�on decidibles. A l'altre extrem,

el dels llenguatges RE, hem vist, en estudiar el teorema de Rice, que qualsevol propietat

sem�antica que no sigui trivial �es indecidible.

En el cas dels llenguatges incontextuals (als quals ens referirem sovint com a cfl,

igual que farem servir els noms cfg i pda per referir-nos als seus descriptors, gram�atiques o

aut�omats, respectivament), coneixem algorismes que permeten resoldre'n alguns problemes

b�asics. Recordem-los a continuaci�o.

Buidor en incontextuals (cfg-emptiness)

Donada una cfg, determinar si genera el conjunt buit.

Es tracta de saber si un cfl considerat cont�e o no algun mot, cosa que equival a dir,

donada una cfg que generi el llenguatge, si el s��mbol inicial de la gram�atica �es fecund o

no. Els textos que tracten de models b�asics de computaci�o (per exemple [9]) solen incloure

algun algorisme per resoldre aquest problema que apareix en els processos de normalitzaci�o

de gram�atiques.

Finitud en incontextuals (cfg-finiteness)

Donada una cfg, determinar si genera un conjunt �nit.

Es tracta de saber si un cfl considerat �es �nit o in�nit, cosa que equival a decidir

si un graf determinat est�a o no exempt de cicles. Es parteix d'una gram�atica depurada

que generi el llenguatge (tota gram�atica pot ser depurada efectivament, �es a dir, es dis-

posa d'algorismes per eliminar les produccions nul

.

les, les produccions un�aries i els s��mbols

in�utils) i associar a aquesta gram�atica un graf dirigit que t�e per v�ertexs les variables de la

gram�atica i que t�e un arc entre dos v�ertexs si hi ha algua producci�o en qu�e apareguin, a

costat i costat, les variables associades a aquests dos v�ertexs.

Pertinen�ca en incontextuals (cfg-pert)

Donats una cfg i un mot, determinar si el mot �es generat per la gram�atica.

�

Es f�acil construir algorismes elementals (per�o de cost exponencial) que parteixen d'una
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gram�atica depurada i consideren totes les possibles derivacions que no ultrapassen la lon-

gitud del mot. Per�o tamb�e hi ha algorismes m�es e�cients que resolen aquest problema

(l'algorisme anomenat cyk t�e complexitat O(n

3

); pot trobar-se a [20]).

Tanmateix, hi ha una colla de propietats que s�on indecidibles en la fam��lia dels cfl.

Dediquem aquesta secci�o a presentar-ne algunes i a demostrar la seva indecidibilitat. Estu-

diem, en primer lloc, un grup de propietats que, tot i ser indecidibles en el cas general dels

cfl, s�� que s�on decidibles si ens restringim a la subfam��lia dels llenguatges incontextuals

que s�on deterministes (per als quals usem com a descriptors els seus reconeixedors, els

aut�omats amb pila deterministes o dpda). Ens referim a aquests llenguatges com a dcfl.

5.4.1 Problemes decidibles en DCFL

Comencem presentant quatre problemes que tenen la particularitat de ser recursivament

equivalents, �es a dir, poden ser redu��ts l'un a l'altre sigui quin sigui el parell considerat.

Veurem, m�es endavant, que tots ells s�on decidibles sobre dcfl i indecidibles sobre cfl en

general.

�

Es a dir, s�on decidibles si els descriptors que utilitzem per de�nir els cfl s�on dpda,

per�o s�on indecidibles si utilitzem cfg o pda generals. Donem a continuaci�o la de�nici�o

d'aquests problemes suposant, per tal de concretar-ne l'entrada, que la descripci�o dels

cfl es fa mitjan�cant cfg i que la de�nici�o dels llenguatges regulars es fa mitjan�cant dfa

(aut�omats �nits deterministes).

�

Es clar, tanmateix, que podem considerar indistintament

una cfg o un pda per tal de descriure un cfl, perqu�e disposem de m�etodes per construir

qualsevol d'aquests dos descriptors a partir de l'altre.

Igualtat amb �

�

(eqtot)

Donada una cfg que genera un llenguatge incontextual L i un alfabet �,

determinar si L = �

�

.

Igualtat amb regular (eqreg)

Donada una cfg que genera un llenguatge incontextual L i un dfa que reconeix

un llenguatge regular R, determinar si L = R.

Inclusi�o d'un regular (inreg)

Donada una cfg que genera un llenguatge incontextual L i un dfa que reconeix

un llenguatge regular R, determinar si R � L.

Inclusi�o de �

�

(intot)

Donada una cfg que genera un llenguatge incontextual L i un alfabet �,

determinar si �

�

� L.

Proposici

�

o 5.6 Els quatre problemes eqtot, eqreg, inreg i intot s�on recursivament

equivalents.
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Demostraci

�

o Fem successivament la reducci�o de cada problema al seg�uent i de l'�ultim

al primer.

a) eqtot 6

m

eqreg.

Sigui (G;�) l'entrada d'eqtot. N'hi ha prou de construir un dfa M que reconegui

�

�

i prendre com a entrada d'eqreg el parell (G;M).

b) eqreg 6

m

inreg.

Sigui (G;M) l'entrada d'eqreg, en qu�e G �es una cfg i M �es un dfa. Sigui L = L(G)

i R = L(M). Tenim un algorisme per saber si L � R. En efecte, es tracta de trobar el

complementari de R (per via d'aut�omats �nits deterministes), fer la intersecci�o de R amb

L (per via d'aut�omat �nit i aut�omat amb pila) i determinar si aquesta intersecci�o �es buida

(per via de gram�atica que genera L \ R).

�

Es clar que L � R () L \ R = ?. Podem

construir ara l'entrada (G

0

;M

0

) d'inreg que correspon a (G;M) de la manera seg�uent:

si L � R, llavors fem G

0

:= G i M

0

:= M ; altrament fem G

0

i M

0

tals que L(G

0

) = ? i

L(M

0

) = fag

�

. Tenim en qualsevol cas que L = R() L(M

0

) � L(G

0

).

c) inreg 6

m

intot.

Sigui (G;M) l'entrada d'inreg. Sigui L = L(G) i R = L(M). Podem construir

l'entrada (G

0

; �) d'intot que correspon a (G;M) de la manera seg�uent: siguin �

L

i �

R

els alfabets sobre els quals estan de�nits L i R, respectivament (aquests alfabets formen

part dels descriptors respectius). Constru��m G

0

tal que L(G

0

) = L[R i fem � := �

L

[�

R

.

Aquestes construccions s�on efectives, com �es immediat de veri�car. I �es clar queR � L()

�

�

� L(G

0

).

d) intot 6

m

eqtot.

Sigui (G;�) l'entrada d'intot. Prenem com a entrada d'eqtot el parell (G

0

; �), en

qu�e G

0

�es tal que L(G

0

) = L(G)\�

�

. Podem fer la construci�o de G

0

tant indirectament, per

via de pda, com directament, per via de cfg.

�

Es obvi que �

�

� L(G) () L(G

0

) = �

�

.2

Teorema 5.7 Els quatre problemes eqtot, eqreg, inreg i intot s�on decidibles per a

dcfl.

Demostraci

�

o N'hi ha prou de demostrar que qualsevol dels quatre problemes �es decidible.

Elegim intot. Sigui (M;�) una entrada d'intot, en la qual M �es un dpda que reconeix

un cert llenguatge L. Sigui �

L

l'alfabet sobre el qual est�a de�nit L i que �es un component

estructural del dpda.

�

Es clar que �

�

� L() �

�

�L = ?. Per�o cal anar amb compte de

calcular �

�

� L correctament. Hem de fer la intersecci�o de �

�

amb el complementari de

L respecte de (� [ �

L

)

�

. Aix�� doncs, es tracta de modi�car primer el dpda ampliant-ne

l'alfabet i, a continuaci�o, aplicar la construcci�o de l'aut�omat complementari de�nida en

el model dels dpda. Finalment, cal fer la intersecci�o amb �

�

. Una manera de saber si

l'aut�omat que en resulta reconeix el llenguatge buit �es construir una gram�atica equivalent

i aplicar-hi l'algorisme de la buidor. 2

Hi ha d'altres problemes que tamb�e s�on decidibles per a dcfl i indecidibles en el cas

general de cfl. N'�es un el problema de la regularitat: donat un pda, saber si el llenguatge
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que reconeix �es regular. Un altre �es el problema de la igualtat: donats dos pda, saber si s�on

equivalents, �es a dir, si de�neixen un mateix llenguatge. La demostraci�o de la decidibilitat

del primer en el cas de dcfl �es deguda a Stearns [38], mentre que la del segon �es deguda

a S�enizergues [37]. Es tracta, en els dos casos, de demostracions for�ca complicades que

queden fora de l'abast d'aquest text.

5.4.2 Problemes indecidibles en CFL

En aquesta subsecci�o utilitzem el problema de la correspond�encia de Post per demos-

trar la indecidibilitat d'alguns problemes sobre gram�atiques i llenguatges incontextuals.

B�asicament ens centrarem en els problemes seg�uents i en algunes variants dels mateixos.

Ambig�uitat de gram�atiques (cfg-ambiguity)

Donada una cfg, determinar si �es ambigua.

Equival�encia entre cfg (cfg-equiv)

Donades dues cfg, determinar si generen el mateix llenguatge.

Inclusi�o entre dcfl (dcfl-inclusion)

Donats dos aut�omats amb pila deterministes, determinar si el llenguatge reco-

negut per un d'ells est�a incl�os en el reconegut per l'altre.

Inclusi�o entre cfl (cfl-inclusion)

Donades dues cfg, determinar si el llenguatge generat per una d'elles est�a

incl�os en el generat per l'altra.

Comencem associant a cada entrada del pcp una terna de gram�atiques que ens serviran

de base per efectuar les reduccions adequades als problemes considerats.

Considerem dues llistes d'igual longitud, A = (x

1

; : : : ; x

n

) i B = (y

1

; : : : ; y

n

), de

mots sobre un cert alfabet �

0

. Considerem un alfabet �

n

format per n s��mbols auxili-

ars fa

1

; : : : a

n

g, cap dels quals no pertany a �

0

. Fem � = �

0

[�

n

. Associem a cada una

d'aquestes llistes A i B les gram�atiques G

A

i G

B

de�nides de la manera seg�uent:

� G

A

= (fX

A

g; �; P

A

;X

A

)

� G

B

= (fX

B

g; �; P

B

;X

B

)

on P

A

i P

B

contenen, respectivament i per a tot i, 1 6 i 6 n, les produccions seg�uents:

� P

A

: X

A

! x

i

X

A

a

i

j x

i

a

i

� P

B

: X

B

! y

i

X

B

a

i

j y

i

a

i
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Considerem, a m�es, la gram�atica seg�uent, que correspon a la reuni�o dels llenguatges gene-

rats per G

A

i G

B

:

G

A;B

= (fS;X

A

;X

B

g; �; P; S)

on P est�a format per totes les produccions de P

A

i P

B

i, a m�es, les dues produccions

S ! X

A

j X

B

.

Representem per L

A

i L

B

els llenguatges generats per G

A

i G

B

, respectivament. Obser-

vem que tant L

A

com L

B

s�on llenguatges deterministes (no aix�� L

A

[L

B

, generat per G

A;B

,

que no t�e per qu�e ser-ho). Aquest fet ser�a utilitzat m�es endavant per posar de manifest

que alguns dels problemes estudiats s�on indecidibles tamb�e per a dcfl.

Amb les notacions que acabem d'introduir, podem establir la proposici�o seg�uent:

Proposici

�

o 5.8 Els enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. El parell de llistes (A;B) admet soluci�o com a entrada del pcp.

2. L

A

\ L

B

6= ?.

3. La gram�atica G

A;B

�es ambigua.

Demostraci

�

o Fem un proc�es de demostraci�o circular.

a) 1) 2.

Suposem que (A;B) admet, com a soluci�o, la seq�u�encia (i

1

; : : : ; i

r

). Aix�o vol dir que

x

i

1

� � � x

i

r

= y

i

1

� � � y

i

r

. Ara b�e, el mot x

i

1

� � �x

i

r

a

i

r

� � � a

i

1

�es generat per G

A

, mentre que el

mot y

i

1

� � � y

i

r

a

i

r

� � � a

i

1

ho �es per G

B

. I es t�e x

i

1

� � �x

i

r

a

i

r

� � � a

i

1

= y

i

1

� � � y

i

r

a

i

r

� � � a

i

1

.

b) 2) 3.

Sigui w 2 L

A

\L

B

. TenimX

A

�

) w iX

B

�

) w, la primera derivaci�o en G

A

i la segona en

G

B

. Per�o aleshores tenim en G

A;B

dues derivacions diferents de w, que s�on S ) X

A

�

) w

i S ) X

B

�

) w.

c) 3) 1.

Com que les gram�atiques G

A

i G

B

s�on inambig�ues, l'�unica possibilitat que algun mot w

tingui dues derivacions diferents en G

A;B

�es que aquestes dues derivacions tinguin la forma

S ) X

A

�

) w i S ) X

B

�

) w. Aix�o comporta que w �es de la forma

w = x

i

1

� � � x

i

r

a

i

r

� � � a

i

1

= y

j

1

� � � y

j

s

a

j

s

� � � a

j

1

i d'aqu�� resulta que r = s i que (i

1

; : : : ; i

r

) = (j

1

; : : : ; j

s

), cosa que constitueix una soluci�o

del parell de llistes (A;B) del pcp. 2

La proposici�o anterior ens posa en condicions de fer les primeres demostracions de

problemes indecidibles sobre cfl.

Teorema 5.9 El problema Ambig�uitat de gram�atiques �es indecidible.
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Demostraci

�

o La construcci�o de la gram�atica G

A;B

a partir del parell de llistes (A;B),

acompanyada de l'equival�encia entre els enunciats 1 i 3 de la proposici�o anterior, constitueix

una reducci�o del pcp al problema cfg-ambiguity. 2

Teorema 5.10 Els quatre problemes eqtot, eqreg, inreg i intot enunciats a la sub-

secci�o precedent s�on indecidibles per a cfl generals.

Demostraci

�

o Com que els llenguatges L

A

i L

B

s�on dcfl, els seus complementaris L

A

i

L

B

tamb�e ho s�on. Considerem L = L

A

[ L

B

. Es tracta d'un cfl ja que �es reuni�o de dos

cfl, tot i que no t�e per qu�e ser determinista com ells. Remarquem que podem construir

de manera efectiva una gram�atica que generi L. Ara b�e, �es evident que

L

A

\ L

B

= ? () L = �

�

:

Si el problema eqtot (el de la igualtat entre un cert llenguatge L i un cert �

�

donats)

fos decidible, podr��em decidir si L

A

\ L

B

= ? i, per tant, en virtut de l'equival�encia entre

els enunciats 1 i 2 de la proposici�o anterior, podr��em decidir tamb�e si el parell de llistes

(A;B) �es soluci�o del pcp. Aix�o demostra que eqtot �es indecidible per a cfl generals.

L'equival�encia recursiva d'eqtot amb eqreg, inreg i intot demostra que tots ells s�on

indecidibles en aquest cas. 2

Remarquem que en la demostraci�o precedent hem fet el pas del problema L

A

\L

B

= ?

al seu complementari L

A

\L

B

6= ?. Tots dos problemes s�on indecidibles, per�o mentre que

el segon �es enumerable recursivament, el primer no ho �es.

Corol

.

lari 5.11 El problema Equival�encia de cfg �es indecidible.

Demostraci

�

o Si aquest problema fos decidible, tamb�e ho seria el eqreg (igualtat entre

un cfl i un llenguatge regular), que n'�es un cas particular. 2

Teorema 5.12 El problema de la inclusi�o entre dcfl �es indecidible.

�

Es a dir, donats dos

dcfl, L

1

i L

2

, �es indecidible saber si L

1

� L

2

.

Demostraci

�

o Com que els llenguatges L

A

i L

B

s�on dcfl, els seus complementaris tamb�e

ho s�on. Ara b�e, �es immediat que

L

A

\ L

B

= ? () L

A

� L

B

:

Per tant, si la inclusi�o entre dcfl fos decidible, aplicant-ho al cas de L

A

i L

B

resoldr��em

l'entrada (A;B) del pcp. 2

Corol

.

lari 5.13 El problema Inclusi�o entre cfl �es indecidible.

La proposici�o 5.8 ens ha perm�es deduir la indecidibilitat d'uns quants problemes refe-

rents a dcfl i a cfl. Dediquem la resta d'aquesta subsecci�o al problema de la intersecci�o

de llenguatges. Sabem que la intersecci�o de dos cfl, �ns i tot si s�on deterministes, pot no
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ser cfl. La q�uesti�o �es si podem saber quan aquesta interesecci�o �es cfl (o dcfl) i quan no

ho �es. Els problemes seg�uents, que tractarem a continuaci�o, estan estretament relacionats

amb aquest plantejament.

Intersecci�o determinista de dcfl (dcfl-intersection-dcfl)

Donats dos aut�omats amb pila deterministes, determinar si la intersecci�o dels

llenguatges que reconeixen �es tamb�e un dcfl.

Reuni�o determinista de dcfl (dcfl-union)

Donats dos aut�omats amb pila deterministes, determinar si la reuni�o dels llen-

guatges que reconeixen �es tamb�e un dcfl.

Intersecci�o incontextual de dcfl (dcfl-intersection-cfl)

Donats dos aut�omats amb pila deterministes, determinar si la intersecci�o dels

llenguatges que reconeixen �es un cfl.

Intersecci�o incontextual de cfl (cfl-intersection)

Donades dues cfg, determinar si la intersecci�o dels llenguatges que generen

tamb�e �es un cfl.

Complementaci�o incontextual (cfl-complement)

Donada una cfg, determinar si el complementari del llenguatge que genera

tamb�e �es un cfl.

Demostrarem que tots aquests problemes s�on tamb�e indecidibles, per�o per a aix�o ne-

cessitem reprendre els instruments que hem de�nit en la proposici�o 5.8 i afegir-ne de nous.

Considerem de nou el parell de llistesA = (x

1

; : : : ; x

n

) i B = (y

1

; : : : ; y

n

) sobre l'alfabet

�

0

introdu��des al comen�cament d'aquesta subsecci�o, com tamb�e els alfabets �

n

i � i les

gram�atiques G

A

= (fX

A

g; �; P

A

;X

A

) i G

B

= (fX

B

g; �; P

B

;X

B

) que s'hi de�neixen. Sigui

# un s��mbol nou que no pertany a �. Considerem els llenguatges seg�uents:

� L

1

= fw#w

R

j w 2 �

�

0

�

�

n

g

� L

2

= fw#v

R

j w2L

A

^ v2L

B

g

Cal remarcar que tant L

1

com L

2

s�on dcfl. Aix�o comporta que tamb�e s�on dcfl els seus

complementaris, L

1

i L

2

. En conseq�u�encia, el llenguatge L = L

1

[L

2

= L

1

\ L

2

�es un cfl.

Proposici

�

o 5.14 Els enunciats seg�uents s�on equivalents:

1. El parell de llistes (A;B) admet soluci�o com a entrada del pcp.

2. L

1

\ L

2

no �es cfl.
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3. L

1

\ L

2

no �es dcfl.

4. L

1

\ L

2

6= ?.

Demostraci

�

o Fem, com sempre, un proc�es de demostraci�o circular.

a) 1) 2.

Suposem que (A;B) admet, com a soluci�o, la seq�u�encia (i

1

; : : : ; i

r

). Aix�� doncs,

x

i

1

� � � x

i

r

= y

i

1

� � � y

i

r

. Fem u = x

i

1

� � �x

i

r

i z = a

i

r

� � � a

i

1

. Tenim que uz#z

R

u

R

2 L

1

\ L

2

.

Per�o el fet que u sigui un mot soluci�o comporta que per a qualsevol nombre n > 1, el mot

u

n

tamb�e �es soluci�o. Per la mateixa ra�o, resulta u

n

z

n

#(z

R

)

n

(u

R

)

n

2 L

1

\ L

2

. Per tant,

podem escriure la igualtat

(L

1

\ L

2

) \ u

�

z

�

#(z

R

)

�

(u

R

)

�

= fu

n

z

n

#(z

R

)

n

(u

R

)

n

j n > 1g:

�

Es f�acil veure (pel lema de bombament) que aquest llenguatge no �es cfl. Per tant, L

1

\L

2

tampoc no pot ser-ho.

b) 2) 3.

Aquesta implicaci�o �es immediata, ja que tot dcfl �es cfl.

c) 3) 4.

Aquesta implicaci�o tamb�e �es immediata, ja que el llenguatge buit �es dcfl.

d) 4) 1.

De la de�nici�o de L

1

i L

2

es despr�en que un mot que pertanyi als dos llenguatges ha

de ser de la forma w#w

R

, amb w 2 L

A

\ L

B

.

�

Es a dir, L

1

\ L

2

= fw#w

R

j w 2 L

A

\ L

B

g.

Aix�� doncs, L

1

\ L

2

6= ? () L

A

\ L

B

6= ?. I ja sabem per la proposici�o 5.8 que aix�o

equival al fet que el parell (A;B) tingui soluci�o. 2

Les proposicions 5.8 i 5.14 tenen una estructura semblant. Totes dues estableixen que

la intersecci�o de dos llenguatges, constru��ts a partir d'unes llistes A i B en correspond�encia,

�es no buida si i nom�es si la correspond�encia t�e soluci�o. Per�o els llenguatges L

A

i L

B

de la

proposici�o 5.8 s�on massa senzills i no permeten assegurar que la seva intersecci�o sigui no

incontextual (en cas de ser no buida) com passa amb els L

1

i L

2

de la proposici�o 5.14.

Teorema 5.15

�

Es indecidible determinar si la intersecci�o de dos dcfl �es un dcfl.

Demostraci

�

o Com que els llenguatges L

1

i L

2

de la proposici�o 5.14 s�on dcfl, si fos

decidible determinar si la intersecci�o de dos dcfl �es dcfl, en virtut de l'equival�encia

entre els enunciats 1 i 3, tamb�e ho seria el pcp. 2

Corol

.

lari 5.16

�

Es indecidible determinar si la reuni�o de dos dcfl �es un dcfl.

Demostraci

�

o Si aquesta reuni�o fos decidible, podr��em saber si la intersecci�o de dos dcfl,

L

0

i L

00

, �es dcfl determinant si ho �es la reuni�o de L

0

i L

00

2

Teorema 5.17

�

Es indecidible determinar si la intersecci�o de dos dcfl �es un cfl.
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Demostraci

�

o La demostraci�o �es an�aloga a la del teorema 5.15, per�o ara en virtud de

l'equival�encia entre els enunciats 1 i 2 de la proposici�o 5.14. 2

Corol

.

lari 5.18

�

Es indecidible determinar si la intersecci�o de dos cfl �es un cfl.

Demostraci

�

o Si la intersecci�o de dos cfl fos decidible, tamb�e ho seria la de dos dcfl,

que n'�es un cas particular. 2

Teorema 5.19

�

Es indecidible determinar si el complementari d'un cfl �es un cfl.

Demostraci

�

o Ja hem remarcat, en de�nir els llenguatges L

1

i L

2

, que el llenguatge

L = L

1

[L

2

�es incontextual. Com que el seu complementari �es L = L

1

\L

2

, la construcci�o

de L a partir del parell (A;B) ens d�ona, en virtud de l'equival�encia entre els enunciats 1 i

2 de la proposici�o 5.14, una reducci�o del pcp a cfl-complement. 2

5.5 Problemes

5.1 Trobeu una reducci�o directa del problema de la correspond�encia de Post al problema dels

mots de Thue.

[Indicaci�o. Podeu seguir una idea semblant a la construcci�o de les dues gram�atiques de la

secci�o 5.4.2.]

5.2 Trobeu una reducci�o directa del problema de la correspond�encia de Post (pcp) al Problema

modi�cat de la correspond�encia de Post (mpcp).

5.3 Demostreu que el pcp �es decidible quan est�a de�nit sobre un alfabet uniliteral.

5.4 Demostreu que els llenguatges wp, g0-pert i pcp, tots els quals sabem que corresponen a

problemes indecidibles, s�on RE-complets.

5.5 Demostreu que els llenguatges eqtot, eqreg, inreg i intot, tots els quals sabem que

corresponen a problemes indecidibles quan es de�neixen sobre llenguatges incontextuals,

s�on co-RE-complets.

5.6 Demostreu que els problemes seg�uents s�on indecidibles.

1. Donats una cfg G i un nombre natural k, determinar si G genera tots els mots de

longitud m�es gran o igual que k.

2. Donades dues cfg, G

1

i G

2

, determinar si els llenguatges que generen s�on comple-

mentaris.

3. Donades dues cfg, G

1

i G

2

, determinar si el llenguatge generat per la primera est�a

incl�os en el generat per la segona.

4. Donades dues cfg, G

1

i G

2

, sobre un cert alfabet �, determinar si la reuni�o dels

llenguatges que generen �es �

�

.

Demostreu que tots aquests problemes s�on decidibles per a llenguatges regulars.
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5.7 Un aut�onat amb pila bidireccional (2dpda) �es un aut�omat amb pila al qual li �es perm�es

de moure el cap�cal a dreta i esquerra, sense permetre-li escriure sobre la cinta d'entrada

(vegeu [9] per a m�es detalls).

Demostreu que els problemes eqtot, eqreg, inreg i intot s�on indecidibles per a llen-

guatges reconeguts per 2dpda. Dedu��u-ne que tamb�e s�on indecidibles els pronblemes de la

buidor, la inclusi�o i la igualtat entre llenguatges d'aquesta classe.

[Indicaci�o: Comenceu demostrant que la fam��lia de ls llenguatges reconeguts per 2dpda

�es una �algebra de Boole (amb les operacions de reuni�o, intersecci�o i complementaci�o).

Veri�queu que els llenguatges L

A

i L

B

de la proposici�o 5.8 pertanyen a aquesta fam��lia.]
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